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PRINCEPS SERENISSIME 

• 

S"«nniac cquidem felicitati mihi duco. quod Cclsissimo nomini Tuo hoc opus inscri- 
bere mihi i>ermittLs. quod ut Tibi offeram sancto pietatis officio obstringor. Nisi enim 
TtA gratia. Sercnissime princcps, introitum mihi ad scicntias primum aperuisset, 
niHi i>erpetua Tua beneficia studia rnea u.sque sustentavissent, scientiae mathema- 
ticae. ad quam vehemcnti scmpcr amorc dclatus sum. totum mc devovere non po- 
tuissem. Quin adeo eas ipsas meditationes, quarum partem hoc volumen exhibet. 
ut suscipcre . per plturcs annos continuare htcrisque consignare Uceret . Tua sola 
benignitas effecit. quae ut, ceterarum curarum expers. huic imprimis incumbere 
possem praestitit. Quas quum tandem in luccm cmitterc ciqx!rcm . Tua munifi- 
centia cuncta, quae editionem remorabantur, obstacula removit. Haec Tua tanta 
de mc mcisquc conatibus merita gratissima potius mente tacitaque admirationc 
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rcvolvere, qonin iustis dignisque luudibus celcbrnrc poRsuin. Namquc non solum 
tali nic niuncri baiul parem scntio. scd ct neininein ignorarc puto, solcnncm Tnn 
esse tam insigncm libernlitatcm in omncs qui ad optimas disciplinas excolendas 
coiiferre vidcntur. ncquc cas scientias, quae volgo abstrusiores et a vitac cummu- 
nis utilitatc rcmotiorcs creduntur. a patrocinio Tuo exclusns e>se. quuta Tu ipse 
intimuni seientiarum oiunium intcr sc ct liecessariuin vinculuui mentc Ula snpicn- 
tissima omniumque quao ad hunianac soeietatis prosperitatein augendam pertinent 
]>critissimn. pcnitus perspcxcris. Quodsi Tu. 1'rinceps Serenissiine. hunc libruni. 
et gratisMini in Te auimi et laborum nobilissimae scicutiac dicatomm testem, 
iusigni illo favorc, quo mc tanuUu amplexus es, baud indignuni iudicaveris, o|k>- 
ram ineam me non inutiliter colloensse. ciusque honoris. quein prae omnibua in 
votis habui, compotcm me factum csse. mihi gratulabor 



HRIXCEPS SEREXISSIMK 



Brunoviei mcnse Julio ISOl. 



Ctlsitudinis Tuac serrus addictit-siuius 
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PRAEFATIO. 



Disquisitioncs iu hoc opere contentac ad eam Mutheseos partem pertineiit. 
quae circa numeros integros versatur. fractis plerumque. surdis semper exelusis. 
Analysis indeterminata quam vocant seu Diophantnea. quae cx infinitis solutioni- 
hus problcmati indetcrminato satisfacicntibus eas scligcre docct . quae pcr nume- 
ros intcgros aut snltcm rntionales absolvuntur (pleruiuque ea quoquc conditionc 
adiecta ut sint positivi) non est illa disciplina ipsa. sed potius pars eius valdc spe- 
cialis, ad camque ita fere se hahet, ut ars aequationes reducendi et solvendi (Al- 
gebra ad universam Analysin. Nimirum quemadmcKlum ad Analj/scos ditionem 
referuntur omnes quae circa quantitatum affectiones gcneralcs institui possunt dis- 
quisitiones: ita numcri integri : fractiquc quatenus pcr intcgros determinantur ) 
obicctum proprium Ajuthmkticae constituunt. Scd quum ea, quae Arithmcticcs 
nomine vulgo traduntur, vix idtra artem numerandi et calculandi [i. e. numcros 
per signa idonea e. g. secundum systema decadicum exliibendi , operationesque 
arithmcticras perficiendi) extcndantur, adicctis nonnuilis quae vel nd Arithmeticam 
omnino non jiertinent (ut doctrina dc logarithmisj vel saltcm numeris integris non 
sunt ])ropria sed ad omnes quantitates patent: e rc esse videtur. duas Arithmeti- 
cae partes distingucrc. illnque ad Arithmeticam elementarem referre, omncs autein 
disquisitioues gcncrales de numerorum integrorum affectionihus propriis Arithmc- 
ticae SuUimiori, de qua sola hic sermo erit, vindicare. 

Pertinent ad Arithmeticam Suhlimiorem ea, qune Kuclides in Elementis L. 
VII sqq. elegantia et rigore apud vetercs consuetis tradidit: attamen ad prima in- 
itia huius scicntiac limitantur. Diophanti opus celehre . quod totum problematis 
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indeterminatis dicatuni est, multas quaestiones tontinet, quae propter difficulta- 
tem suam artificiorurnque subtilitatem de auetoris ingenio et aeumine existimatio- 
nem haud mediorrem suscitant, pracsertim si subsidiorum quibus illi uti licuit tc- 
nuitatcm considcrcs. At quum haec problcmata dexteritatcm quandam potius 
scitainquc tractationcm. quam principia profundiora postulcnt, practcrcaquc nimis 
specialia sint raroque ad conelusioncs generaliores deducant : hic Uber ideo magis 
epoeliam in historia Matheseos constituere videtur. quod prima artis cliaracteristi- 
cae et Algebrae vestigia sistit, quam quod Arithmeticam Sublimiorem inventis no- 
vis auxerit. T/Oiige plurima recentioribus debentur, inter quos pauci quidem sc<l 
immortalis gloriae viri 1'. uk Fehmat, L. Lulrk, L. Iji Granoe, A. M. Tjs Gendre 
(ut jwiucos alios practereain ; introitum ad penctralia huius divinae scientiac ape- 
rnerunt, quantisque divitiis abundent patefccerunt. Quaenam vero inventa a sin- 
gulis his geometris profccta sint . hic enarrare superscdeo , quum e praefatiqnibus 
Additameutorum quibus ill. La Grange Eideri Algebram ditavit operisque mox me- 
moraudi ab ill. Le (ienclre uuper editi cognosci possint, insuperque plcraque locis 
suis in his Disquisitionibus Arithmeticis laudentur. 

Propositum huius t>j>eri8, ud quod edendum iam annos nbhinc quinque pu- 
blice fidem dedernm, id fuit. ut disquisitioncs ex Arithmctica Sublimiori. quas par- 
tim antc id tcmpus partim |x>stea institui, divulgarem. Ne quis vero miretur. sci- 
entiain hic a primis propcmoduui initiis repetitam, multasque disquisitiones liic 
denuo resumtas esse, quibus alii oj>eram suam iam iiavarunt. monendum esse duxi. 
me, quum primum initio a. 1795 huic disquisitionum generi animum applicavi, 
omnium quae quidem a recentioribus in hac arena (?laboratn fuerint ignnrum. om- 
niumque subsidiorum j>er quae de his quidpiam comperirc potuissem cxpertcm 
fuisse. Scilicet in alio forte labore tunc oecupatus. cnsu incidi in eximiam quan- 
dam veritatem arithnieticam (fuit nutem ni fallor theorcma art. 108). tjuam quutn 
et j»er sc pulcherrimnm nestimnrem ct cum niaioribus connexam esse susjiicarer, 
suuima qun potui contcntione in id incubiu, ut princijiia quibus innitei-etur j>er- 
spiceifin. deinonstrationcinque rigorosam nanciscerer. Quod jM>stqunm tandcm 
ex voto succes.sisset . illeccbris harum quaestionuin ita fui imjilicatus. ut eas dcse- 
rere non jx>tuerim; quo |>ncto. dum alia semj>er ad alia viam stcmebant. ea quac 
in quatuor j>rimis Set tionibus huius ojH-ris traduntur ad niaximam partcm aliso- 
luta erant. antequam de aliorum peoinctranim laboribus similibus quidqnam vi- 




PKAEFATIO. 7 

dissem. Dein copia mihi facta, horuin summorum ingeniorum scripta evolvcndi, 
maiorem quidem partcm mcditatiouum mearum rebus dudum transactis inijiensatn 
CHse ngnovi. scd co alacrior, illorum vestigiis insistens, Arithmeticam ulterius cx- 
colcrc studui; ita variae disquisitione.s institutae suut. quarum jrartem Nectiones 
V, VI ct VII tradunt. Postquam interiecto tempore consilium de fructibus vigi- 
liarum in jmblicum edendis ccpi: co lubcntius. quod plurcs optabant. mihi j>er- 
suaderi passus sum, ne quid vel cx illis invcstigntionibus prioribus supprimcrem, 
quod tum tempoiis liber non hnliebatur. cx quo aliorum geometrarum labores de 
his rebus, in Acadcminrum (.'ommcntariis sparsi, cdisci potuissent: quod multac 
cx illis omnino novac et pleracque pcr mcthodos novas tractatac crant; deniquc 
quod omncs tum inter se tum cum disquisitionibus posterioribus tam arcto ncxu 
cohacrebant , ut ne nova quidem satis commode cxplicari possent, nisi reliquis ab 
initio rejKtitis. 

Prodiit interea opus egregium viri inm antca dc Arithmetica Sublimiori ma- 
gnojiere mcriti, Le Gendre Essai dune thtorie des nombres, Parix a. VI, in quo non 
modo omnia quae hactenus in hac scicntia claborata sunt diligenter collegit ct in 
ordincm rcdegit. scd pcrmidta insujier nova de suo adiecit. Quum hic liber se- 
rius ad manum mihi pcrvenerit. jxwtquam maxima operis pars tyjris iam exscrijita 
essct; nullibi. ubi rerum nnalogia occasionem dare jiotuisset, cius mcntionem in- 
iicerc licuit; de j)aucis tantummodo locis quaedam observationcs in Additamcntis 
adiungere necessarium vidcbatnr. quas vir humanissimus et candidissimus bcnigne 
ut sjmto interpretabitur. 

Intcr iinjiressionein huius operi*. quae plurics intcrrupta variisquc inijxtli- 
mcntis usque in quartum annuni jnotracta cst, non modo eas invcstigationcs. quas 
quidcm iam antca suseejieram , sed quarum j>romulgntioncin in aliud tcmjms dif- 
fcrrc constitucrnm , ne liber nimis magnus cvadcrct. ultcrius continuavi , scd plu- 
rcs etiam alias novns nggrcssus sum. Plurcs quoque. quas cx cndeui rationc levi- 
ter tantum attigi. quutn tractutio uberior minus necessaria vidcretur (c. g. eac quae 
in artt. »7. 82 sqq. aliisquc locis traduntur; , jx>stea rcsumtac sunt. disqui-itioni- 
busque generalioribus quac lucc jx-rdignne videntur locum dcdcruiu ( onf. ctiam 
qunc in Additnmcntis dc nrt. »06 dicuntur). Deniqiie quum liber prncsertim 
jirojiter amplitudincm.Sect.V in longcmnius quam exspcctaverani volumcn excres- 
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ccret, plura quae ab initio ei dcstinata crant. interquc ca totam Sectionciu oetaram 
quac i»assiin iam in hoc volumine commcmoratur. atquc tractntionem gcncralcm 
de congrucntiis algebraicis cuiusvis gradus continct rcsccnrc oportuit. Hneo oinnia. 
quae volumen huic nequnle fnciic cxplebunt. publici iuris tient. quamprinmm occn- 
sio adcrit. 

Quod. in pluribus quacstionibus difficibbus . <lcmonstrationibus syntheticis 
usus sum. nnalysinque pcr quam crutae sunt supprcssi. impriinis brevitntis studio 
tribucndum cst. cui quantum fieri |K)terat consulere o]x>rtebat. 

Thcoria divisionis circidi. sive polygonoruiii rcgularium. quae in Scct. VII 
tractatur. ijuta quidem per se ad Arithmcticam non pcrtinet. attamcn eius principia 
unicc cx Arithinetica Subliiniori pctcnda sunt: quod forsan geometris tam inex- 
siKM tatum crit. quantum vcritates novas. quas cx hoc fontc haurire lkuit. ipsis 
ijratas forc BpCTO. 

Haec sunt. dequibus lcctorem praemonere volui. De rebus ipsis uon meum 
est iudicare. Nihil cquidcm magis opto, quam ut iis. quibus scientiarum incre- 
menta cordi siint. placeant. quae vcl haeteiius dcsiderata explent, vel adittim ad 
nova apcriunt. 
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DISQUISITIONES ARITHMETICAE. 



SKCTIO PKIMA 

DE 

NUMERORUM CONGRUENTIA 1N GENERE. 



Aw^ifn cottf/rut . ntoHnit , rffivrfiM *'i ttonrtntiuii. 

i. 

Si numcrus a numeromm b, c differentiam metitur. b et c xecundum a c(m- 
qrui dicuntur, sin niinus, inconqrui: ipsum a madulum appellamus. Tterque nume- 
' rorum b, c priori in cnsu altcrius residuum, in posteriori vero nonresidnum vocntur. 

Hae notioncs de omnibus numeris integris tam positivis quam ncgativis '*) 
valent . iieque vero ad fractos sunt extendendae. E. <?. — 0 et +16 Nccundum 
modulum 5 sunt congrui; —7 ipsius +15 secundum modulum II residuum, se- 
cuudum modulum H vero nonresiduum. Ceterum quoniam cifram numerus quis- 
que metitur, omnis numerus tamquam sibi ipsi congruus secundum modulum queni- 
cunque est spectandus. 

2. 

Omnia nunieri dati a residua secundum modulum m sub formula a -j- km 
comprehenduntur, designante k numerum intcgrum indeterminatum. Proposi- 
tionum qua-s jiost trademus faciliorcs nullo negotio hinc demonstrari possunt: sed 
istanim quidem veritatem aeque facile quivis intuendo jioterit jierspicere. 
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Xumerorum congruentiam hoc signo, =, m posterum denotabimus, modulum 
ubi opus erit in clausulis adiungentes , —16 = 9 mod. 5 . —7 = 15 mod. II)*). 

3. 

Theokema. Propositis m numeris integris successivis 
a, a-\-l, a-\-2 .... a-\-m — 1 
alioque A, illorum aliquis huic secundum modulum m congruus erit, et quidem uniau 

Sienim integer, crit a=A, sin fractus, sit integer proxime maior. aut 

quando est ncgativus, proximc minor, si ad signum non re.spiciatur) — k, cadetquc 
A~\-km inter a et a-\-m, quarc erit numerus quaesitus. Et manifcstum est om- 

nes quotientes °-~ , ^ir^ • ~ + n~~ A etc - inter * — 1 et sitosesse ; quare 

plures quam unus integri esse nequeunt. 



4. 

Quisque igitur numerus residuum habebit tum in hac serie, 0, 1,2,...»* — I , 

tum in hac, 0, — 1, — 2 — m — 1), quae residua minima dicemus, patetque. 

nisi 0 fuerit residuum, bina semper dari , positivum alterum, alterum negatirum. 
Quae si magnitudine sunt inacqualia, alterum erit <~, sin secus utrumque 
signi respectu non habito. Unde patet, quemvis numerum residuum habere mo- 
duli semissem non superans quod absolute minimum vocabitur. 

E. g. — 13 secundum modulum 5, habet residuum minimum positivutn t. 
quod sitiml cst absolute minimum, — 3 vero reaiduum minimum ncgativum; -f- 5 
secundum modulum 7 sui ipsius estresiduum tninimum positivum, —2 negativum, 
simulque absolute minimum. 

l^ropnritimus eitmmtare* dt congrurntii». 

5. 

His notionibus stabilitis eas numerorum congruorum proprietates quae prima 
fronte se offerunt colligamus. 



*) IIoc niRnum propter mRgnam analogiam quae intcr aequaliutem atque cungruentiam iiivenilur adopu- 
l. Ob eandem rauwnam M. I* Gendrc in commcnt, infra saepiu» lauuandu ipeum acqualiUtin mgnum pru 
retinuil, quod noii ne ambiguitaa oriatur imiuri dubiUvimui. 
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VM MKf divisorem congrui. 

Siplures numeri eidem numero secundum eundem modulum sunt congrui, inter se 
erunt congrui (secundum eundcm modulum\ 

Haec moduloram identitas etiam in sequentibus est subintelligenda. 

Numeri congrui residua minima kabent eadem, incongrui duersa. 

6. 

8i habentur quotcunque numeri A, B, C etc. totidemque alii a, b, c etc. illis 
secundum modulum quemcunque congrui 

A=a,B~betc, erit A-\-B-\-C+ etc. =a+b+c-\- etc. 
Si A=a, B==b, erit A—B = a—b. 

7. ... 
Si A=a, erit quoque kA = ka. 

Si k numeras positivus. hoc est tantummodo casus particularis propos. art. 
praec, ponendo ibi A=B= C ctc., a=b=c etc. Si k negativus. erit — k po- 
sitivus, adeoque — kA = — ka, unde kA = ka. 

Si A=a, B=b, erit AB=ab. Namque AB = Ab=ba. 

8. 

kabentur quotcunque numeri A, B, C etc. totidemque alii a, b, c etc. his 
congrui, A=a, B=b etc, producta ex utrisque erunt congrua, ABCetc. =abc etc. 

Ex artic. praec. AB=ab, et ob eandem rationem ABC=abc; eodemque 
modo quotcunque alii factores accedere possunt. 

Si omnes numeri A, B, C etc. aequales assumuntur, nec non respondentes 
a,b,c etc. habetur hoc theorema: Si A=a et k integer positivwt, erit A k =a k . 

9. 

Sit X functio algebraica indeterminatae x. kuirnt formae 

Ax a +Bx b -{-Cx e + etc. 
designantibus A, B, C etc. numeros integros quoscunque; a, b, c etc. vero integros 
non negativos. Tum si indeterminatae x valores secundum modulum quemcunque con- 
grui tribuuntur, valores functionis X inde prodeuntes congrui erunt. 

i* 
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Sint f,g valores t-ongrui ipsius x. Tuni cx art.praec./' , =y et Af = Ag a . 
eodemque modo /?/* = Iig h etc. Hinc 

Af+Bf+Cf+eU:. = Af+Bg*+<Y+ebc. Q. E. D. 

Ceterum facile intelligitur , quomodo hoc theorema ad funciiones plurium 
indcterminatarum extendi posKit. 

10. 

Quodsi igitur pro x omnes numcri intcgri consccutivi substituuutur. valores- 
quc functionis X ad rcsidua minima rcducuntur. haec scriem constituent. in qua 
post intervallum ■ terminorum designante m modulum) iidem tcrmini itcrum rc- 
currunt; sive haec scrics cx perioda m terminorum intinitics rcpctita, critformata. 
Sit e. g. X— f 3 — Sj-(-G ct m — b; tum pro .r— 0, 1 , 2. 3 ctc.. valorcs ipsius X 
haec residua minima positiva suppeditant, 1, 4. 3. 4, 3. 1,4 ctc, ubi quina priora 
1, 4, 3. 4, 3 in infiuitum rcpctuntur; atque si series retro continuatur, i.e. ipsi r 
valores negativi tribuuntur, eadem periodus ordine terminorum inverso prodit: 
undc manifestum cst. tcnuinos alios quam qui hanc periodum constituant in tota 
scric locum habcrc non possc. 

1 1. 

In hoc igitur cxcmplo X ncquc =0, neque = 2 mod. 5 ficri potcst. multo- 
que ininus —0, aut —2. l'ndc sequitur. acquationcs .r 5 — S.r-|-6 = U, et — S.r 
+ 4 — 0 pcr numeros integroset proin, uti notum est, pcr numcros rationales aolvi 
nou ponse. (ieuenditer perspicuum est, aequationem X = 0, quando X functio 
incognitae .r, huius formac 

.r"- r -.l.r"- , - r -ii.t'- , +ctc. + X 

A, B, C ctc. intcgri, atquc n intcgcr positivus, ad quam formam omnes aequationcs 
algcbraicas rcduci posse constat radiccm nitionalem nullam habere, si congruen- 
tiae X = 0 secundum ullum modulum satisfieri nequent. Sed hoc critcrium. quod 
hic sponte se nobis obtidit, in Scct.VllI fuMUs pcrtractabitur. Toterit ceite cx hoc 
specimine notiuncula qualiscunque dc harum invcstigntionuin utilitatc effornmri. 
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12. 

'rheorrmatibus in hoc tapitc traditis complura quae in arithmeticis doceri 
solcnt innituntur, c. g. rrgulac ad explorandain divisibilitatcm nnmcri propositi 
per 9, II aut alios numeros. Secuvdiim modnlum 9 omnes numeri 10 potcstates 
unitati sunt congruac: quare si numerus propositus habet formam a-f- 1 0 b~\- 1 00 e 
-f- etc., idcm residuum minimum setundum modulum 9 dabit. quod «-f-6-f-c 
-f- etc. Hiiie manifestum est. si figurac singulac numeri decadice expressi sine 
respectu loci quein occupaut addantur, summani hanc uumerumquc projMJsitum 
eadem residua minima praebcrc. adeoque hunc per 9 dividi posse. si illa per 9 sit 
divisibilis, et contra. Idem ctiam de divisore 3 tenendum. Quoniam secundum 
modirfum 1 1 , 100= 1 crit gcncralitcr 1 0 l * = 1 , 1 o l *~ H = 1 o = — l , et numerus 
formae a-f- I <► & — f- I OOc-f-ctc. setundum modulum 11 idem residuum minimum 
dabit quod a — 6-f-e ctc.; unde regula nota protinus dcrivatnr. Ex eodctn prin- 
tipio omnia similia praeccpta faefle dedutuutur. 

Xee minus ex praecedentibus petenda cst ratio rcgularam , quae ad verifica- 
tionem operationum aritluneticarum vnlgo commcndantur. Scilicet si ex nunieris 
datis alii per additionem, subtractioncm , multiplicationem aut elevationem ad po- 
testates suut deduccndi: substituuntur datorum Ioco residua ipsorum minima sc- 
cundum modulum arbitrarium (vulgo 9 aut 11, quoniam in nostro systemate <leca- 
dico secundum hos, uti modo ostcncUmus, residua tam fac ile possunt inveniri . Nu- 
meri hinc oriundi illis, qui ex numeris propositis deducti fuerunt, eongrui essc de- 
bent; quod nisi cveniat, vitiuin in caiculum irrepsisse concluditur. 

Sed quum haec hisque similia abunde sint nota, diutius iis immornri super- 
Huum foret. 



SECTIO SECUNDA 



CONGRUENTIIS PRIMI GRADUS. 



IWonaM pratiimineria d» numeri. primU. factoriktu ctc. 

13. 

Theokkm a Productum e duobtts numeris positiris numero primo dato minoribus 
per huuc primum dividi nequit. 

Sit p primus, et a positivus </>: tum nullus numerus positivus b ipso p 
minor dabitur, ita ut sit ab = 0 (mod. p). 

Dem. Si quis neget, supponamus dari numeros b, e , d etc. oranes </>. 
itaut ab=o, ac= 0, arf=0 etc. {mod.p . Sit omnium minimus 6. itautomnes 
numeri ipso b minores hae proprietate sint destituti. Manifesto erit b ^> 1 : ri 
enim 6=1. foret «A=a<p ihyp.}, adeoque per p non divisibilis. Quare p tam- 
quam primus per b dividi non poterit, sed inter duo ipsius b raultipla proxima mb 
et m-\- 1 b cadet. Sit p — mb — b', critque b' nuracrus positivus et <6. lam 
quia supposuimus . ab=0 (mod. p\ habcbitur quoque mab=o art. 7 , et hinc. 
subtrahendo ab ap=o. erit a p — mb —ab'=0\ i. e. b' inter numeros b.c.d 
etc. referendus, licet minimo eorum b sit minor. Q. E. A. 

14. 

Si nec a nec b per numerum primum p diridi potest: etiam productum ab 
per p diridi non poterit. 
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Sint numerorum a, b, sccundum modulum p residua minima positiva a,6", 
quorum neutrum erit 0 hyp.) Iam si esset ab = 0 imod.p), foretquoque, propter 
o6=a&\ a6* = 0, quod cum theoremate praec. consistere nequit. 

Huius theorematis demonstratio iam ab Euclide tradita, EL VII. 32. Nos 
tamen omittere eam nohumus, tum quod recentiorum complures seu ratiocinia 
vaga pro demonstratione vcnditaverunt, 6eu theorema omnino praeterierunt, tum 
quod indoles methodi hic adhibitac, qua infra ad multo reconditiora enodanda 
utemur. e casu simpliciori facilius dcprehendi poterit. 

15. 

Si nullus numervrum a, b, c, d etc. per numerum primum p dividi potest, etiam 
productum abcd etc. per p dividi non poterit. 

Secundum artic. praec. ab per p dividi nequit; ergoetiam abc; hinc abcdetc. 

16. 

Thbobexa. Numerus compositus quicunque unico tontum modo in factores primos 
resolvi potest. 

Dem. Quemvis numerum compositum in factores primos rcsolvi [nwse, ex 
elemcntis constat. sed pluribus modis diversis fieri hoc non possc perperam ple- 
rumquc Bupponitur tacitc. Fingamus numerum compositum A, qui sit =o'6 6 c^ 
etc., designantibus a, b, c etc. nuraeros primos inaequales, alio adhuc modo in fac- 
tores primos esse resolubilem. Primo manifestum est , in secundum hoc factorum 
systcma alios primos quam o, b, c ctc. ingredi non posse, quum quicunque alius 
primus numerum A ex his compositum metiri nequcat. Similiter etiam in secun- 
do hoc factorum systemate nullus primorum o, b, c etc. decsse potest, quippe qui 
alias ipsum A non metiretur (art. praec). Quare hae binae in factorcs resolutio- 
nes in eo tantummodo differre possunt, quod in altera aliquis primus pluries quam 
in altera habeatur. Sit talis primus p, qui in altcra resolutione m. in altcra vero 
n vicibus occurrat, sitquc w>»: Iam dcleatur cx utroque systemate factor p, 
n vicibus, quo fiet ut in altcro adhuc m — « vicibus rcmancat, ex altero vero omnino 
abierit. I. e. numeri ~- duae in factores resolutiones habentur, quarum altera a 
factore p prorsus libera . altera vero m — n vicibus eum continet, contra ea quae 
modo demonstravimus. 
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17. 

Si itaque numerus eompositus A e.st productum ex B, C, 1) eto. , patet, 
inter factores primos numeroruni B, C, Detc. alios esse non posse. quam qui etiam 
sint inter factores numeri .1, et quemvis horum factorum toties in B. C, D etc. 
ctmiunctim occurrere debere, quotics in A. Hinc colUgitur criterium. utrum nu- 
nicrus B alium A metiatur. necne. Illud eveniet, si B neque alios factores 
primos, neque ullum pluries involvit, quam A\ quarum conditiouum si aliqua 
deficit. B ipsum A non metietur. 

Facile hinc calculi combinationum auxilio derivari potest, si A — «"ftVctc. 
designantibus ut supra a, b, c etc. numeros primos diversos : .4 habcrc 

la-f-li (tf-f-i; y4-l. ctc. 
tlivisores divcrsos, inclusis ctiam 1 et A. 

18. 

Si igitiur A — a^b 1 ^ ete.. A'=A x «*n* r * etc. , atque primi a.b.c eU:, k, l, m 
etc. onmes diversi, patet A et K divisorem communem praeter 1 non habere, 
sivc intcr se es.se primos. 

Pluribus numeris A, B, C etc. propositis maxima omnibus comtnuuis mensura 
ita determinatur. Resolvantur omnes in suos factores prinios. atque ex liis excer- 
pantur ii. qui omnibus uumeris A, B, C etc. sunt cominunes si tales non adsunt 
nullus divisor erit omnibus communis . Tum quoties quisque horum ractorum 
primorum in singuUs A, B, C etc. contineatur. sive quot dimensiows in singulis 
A, B, C ctc. quisque habeat. adnotetur. Taudem singulis factoribus primis tribuan- 
tur tlimensionc8 omnium quas iu A, B, Cetc. liabent minimae. eomponaturque 
protluctum cx iis. quod erit nicnsaim communis quaesita. 

Quando vero liumerorum A, B, C etc. minimtu cvmmitms diruluus deside- 
ratur. ita procedeiidum. CoUigantur omues numeri primi. qui numerorum A, B, 
Cetc. uUquem metiuntur. tribuatur cuivis dimensio omnium quas in numeris 
A, B, Cctc. habet maxima. sicque ex omnibus productum contietur. quod erit 
dividuus quncsitns. 

Kv. Sit .1=501 — 2 3 i'l\ i^^:2SS0^2*3*5; C=8B4^=2 4 3 S . Pro in- 
venieudo divisore commuiii maximo habentur factores primi 2, 3. quibus dimen- 
siones 3,2 tribueudi ; unde fiet ^2 S 3* = 72; dividuus vero communis miuimus 
erit 2»3*5.7=eo4>.0. 
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Demonstrationes propter facilitatem omittimus. Ceterum quomodo haec 
problemata solvendn sint, quando numerorum A, B, Cetc. in factores resolutio 
non detur, ex elementis notum. 

19. 

Sinumeri a.b.cetc. ad alium k sunt primi, etiam productum ex illis abc 
etc. ad k primum est. 

Quia enim nulli numerorum a, b, c etc. factor primus cum * cst commu- 
nis produetumque abc etc. alios factores primos haberc nequit. quani qui sunt 
faetores alicuius numerorum a.b.c etc., productum abc etc. etiam cum k fac- 
torem primum communem non habcbit. Quare ex art. praec. k ad abc etc. 
prinius. 

, Si numeri a, b, c etc. inter se sunt primi . aliumque k sinffuli metiuntur: 
etiam productum ex iltis numerum k metietur. 

Hoc aeque facile ex artt. 17, 18 derivatur. Sit enim quicunque producti 
aftcetc. divisor primus p, quem contineat n vicibus, manifestumque est. aliquem 
numerorum a,b, c etc. eundem hunc divisorem n vicibus continere dcbcre. 
Quare etiam k, quem hic numerus metitur. n vicibus divisorem p continet. 
Similitcr de reliquis producti abc etc. divisoribus. 

Hinc si duo numeri m,n secundum plures modulos inter se primos a, b, c etc. 
suntcongrui, etiam secundum productum ex his conffrui erunt. Quum enim m — n 
per singulos a, b. c etc. sit divisibilis, etiam per eorum productum dividi potcrit. 

Dcnique *t a ad b primus et ak per b dicisibilis, erit etiam \k per b 
dirisibilis. Namque quoniam ak tam per a quatn per b divisibilis , etiam pcr 
ab dividi poterit, i. e. - b =j crit intcger. 

20. 

Quando A—a'b c c^etc, desiffnantibus a, b, c etc. numeros primos inaequa- 
les, est potestas aliqua, puta — k" : omnes exponentes a, 6\ y etc. per n erunt 
dirisibiles. 

Numerus enim k alios factores primos quam a, b. c etc. non involvit. 
Contineat factorem a, cc'vicibus. continebitque k" sive A hunc factorem na' 
vicibus; quarc na'—a. et ^ iutcger. SimilitcT ' etc. integros esse demon- 
stratur. 

3 
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21. 

Quando a, b, c etc. sunt inter se primi, et productum abc etc. potestas aliqua, 

puta —k" : singuli numeri a, b, c etc. similes potestates erunt. 

Sit o^/^mY etc, designantibus l.m.p etc. numeros primos diversos, 

quorum nullus per hyp % est factor numerorum b, c etc. Quarc productum abc 

etc. factorem / implicabit k vicibus , factorem m vero /Lt. vicibus ctc. : hinc 

(art. praec.) X, fi, n etc. pcr n divisibilcs adeoque 

i E f. 
tya = l n m" p" etc. 

integcr. Similiter de reliquis b, c etc. 

Haec de numeris primis praemittenda erant ; iam ad ea quae finem nobis 
propositum propius attinent eonvertimur. 

22. 

8i numeri a, b per aJium k dirmbiles secundum modulum m ad ic pri- 
mum sunt congrui : ? et j secundum eundem modulum congrui erunt. 

Patet enim a — b pcr k divisibilem fore, nec minus per m hup. ; quare 
art. 1 9) °,- per m divisibilis erit. i. e. erit | = ^ > tnod. m). 

Si autem reliquis manentibus m et k habent divisorem communcm maxi- 
mum e, erit j= k ( mod. Namquc - et ™ inter se primi. At a — 6 

tam per k quam per M divisibilis adeoquc etiam ~ tam per * quam pcr 
j, hincqueper £ i. e. 5~ per sive ? mod. ~J. 

2:». 

« arf mi primus, et e, f numeri secundutn modulum m incongrui: erunt 
etiam ae, af incongrui secundum m. 

Hoc cst tantum conversio theor. art. praec. 

Hinc vero manifestum est , si a per omnes numeros integros a 0 usque 
ad m — 1 nmltiplicetur productaquc sccundum modulum «i ad residua sua mi- 
nima reducantur, haec omnia fore inaequalia. Et quum horum residuorum , quo- 
rum nullum ^>m. numerus sit m, totidemquc dentur numeri aO usque ad 
m — I, patet, nullum horum numerorum intcr illa rcsidua deesse posse 



Digitized by Google 



80LUTIO CONQHUKKTIABUM. 



19 



24. 

Expressio ax-\-b, denotantibus a, b numeros datos. x numerum inde- 
terminatum seu variabilem , secvndum modulum m. ad a primum, cuhns numero 
dato congrua fieri potest. 

Sit numerus , cui congrua fieri debet, c , ct rosiduum minimum positivum 
ipsius c — b secundum modulum m, e. Ex art. praec. necessario datur valor ip- 
sius x<^m, talis , ut producti ax sccundum modulum m residuum minimum 
fiat e; esto hic valor v, eritque av = e=c — b\ unde av -f- b = c (mod. m) 
Q. E. F. 

25. 

Expressionem duas quantitates congruas exhibentem ad instar aequationum, 
congruentiam vocamus ; quae si incognitam implicat, resolvi dicitur, quando pro hac 
valor invenitur coiurruentiae satisfacieus \radix). Hinc porro intelligitur, quid sit 
congruentia resolubilis et contfruentia irresolubilis. Tandem facile perspicitur simi- 
les distinctiones locuni hic habere posse uti in aequationibus. Congxuentiarum 
transscendentium infra exempla occurrent : algebraicae vero secundum dimensionem 
maximam incognitae in congruentias primi, secundi altiorumque graduum distri- 
buuntur. Nec minus congruentiae plures proponi possunt plures incognitas invol- 
vcntes, de quarum eliminatione disquircndum. 



26. 

Congrucntia itaque primi gradus ax-\-b = c ex art. 24 semper resolubilis, 
<pjando modulus ad a est primus. Quodsi vero r fuerit valor idoncus ipsius ,r. 
sivc radix cougruentiae, palam est, omnes numeros, ipsi v secundum congruentiae 
propositae modulum congruos. etiam radices fore (art. 9). Neque minus facile 
perspicitur. omnes radices ipsi v congruos esse debere: si euim alia radix fuerit 
t , erit av -\-b = at -\-b, unde av — at, et hinc v ~ t (art. 2 2}. Hinc col- 
ligitur congruentiam *=v(mod.m) exhibere resolutionem completam congrucn- 
tiae ax b = c. 

Quia resolutiones congruentiae per valores ipsius ./ congruos per se sunt 
obviae, atque, hoc respectu, numeri congrui tamquam acquivalentes considerandi, 
tales congruentiae resolutiones pro una cademque habebimus. Quamobrcm quum 

3* 
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nostra congruentia ax b = c alias resolutiones non adraittat, pronunciabinius, 
unico tantum modo eam cssc resolubilem seu unam tantum radicem habere. Ita 
e. g, congruentia 6 j: -f- 5 = 13 (mod. 11) alias radices non admittit. quam quae 
sunt = 5 inod. II), Haud perinde res se habet in congruentiis altiorum gra- 
duum, sive etiam in eongruentiis primi gradus. ubi incognita per numerum est 
multiplicata, ad quem modulus non est primus. 

27. 

Sttperest, ut de invenienda resolutione ipsa congrucntiae huiusmodi. quaedam 
adiiciamus. Primo observamus. ccmgruentiam formae ax-\-t^u, cuius mo- 
dulum ad a primum supponimus, ab hac a x = -f- 1 j)cndcre: si enim huic 
satisfacit x = r, illi satisfaciet x = -f- {tt — f r. At congruentiac ax = + 1. 
modulo per b designato, acquivalet aequatio indeternunata ax — by Hh 1 , quae 
quomodo sit solvenda hoc quidem tenqwre abunde est notum ; quare nobis sufh- 
ciet. calculi algorithmura huc transscripsisse. 

Si quantitates A, B, C, D, E etc. ita ab his a, b\ y, & etc. pendent, ut 
habeatur 

A^a, B = tiA + 1, C = yB + A. D=cC + B. E = zD + Cetc. 
brevitatis gratia ita eas designamus, 

A = [a], B = [a,€\. C=[a. 6, y}. D = [a, 6\ y, 8] etc"). 

Iam proposita sit aequatio indeterminata ax — by + 1 , ubi a s h positivi. Sup- 
ponamus. id qttod licet, a esse non <&. Tum ad instar algorithmi noti, secun- 
dum quem duorum numerorum divisor eommunis maximus invcstigatur. formentur 
pcr divisionem vulgarem aequationes, 

a = ab + c, b = $c + d, c = y d + e etc. 

ita ut a. 6, y etc. c, d. e etc. sint integri positivi, et b, c, d, e continuo decres- 
centes, donec perveniatur ad m = un -f- 1 

*) Multo generalius haccce rclatio considcrari potesl , quod nrgotium alia foraan occnaionc auscipiemu». 
Hic dua* tantum propoaitione* adiicimua, quae uaum auum in praesenti investigatione habent; scilicet, 

I'. [a, «, T . . . . \, u]. [«, T ....).]-[«,«, t • . . >.] [«. T» ■• ■ ». rt= ± «. 
ubi signum eupcriua accipiendum quando numororum f .1 mullitudo par, inferiua quando impar. 

1°. Kumcrorum «, «, t etc. ordo inverti poteat , [a, «, f ♦ . . a, |»] aat [p, X . . . |, «, «1 
I>emon»tratir.ne» quae non aunt difficile» hic aupprimimu». 
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quod landem cvcnirc dcbcrc constat. Erit itaque 

a — [n,p, .... y.tf.a], b = [n, ft .. .. 7, €] 

Tum fiat -r = [fi 7, 6*] , y — [f . 7- °*> a 3 

critquc ao.- = 4 y -(- 1 . quando numcrorum a, 6\ 7 u, multitudo cst par. 

aut ax — by — t , quando est impar. Q. E. F. 

28. 

Resolutionem gencralcm huiusmodi acquationum indcterminatarum ill. Eu- 
ler primus docuit. Comment. Petrop. T. VII. p. 16. Methodus qua usus cst consi- 
stit in substitutionc aliarum incognitarum loco ipsarum x,y, atquc hoc quidcm 
tempore satis est nota. 111. La (irange paullo aliter rem aggressus cst: scilicet ex 
thcoria fractionum continuarum constat, si fractio * in fractionem continuam 

a 

1 

~a~- r-~i 

j 

T 4- ctc - 
+ 1 

1 

convertatur, haecquc dcleta idtima sui parte * iu fractionem communem ~ re- 
stituatur, fore ax = by + 1 , siquidem fucrit o ad A primus. Cetcrum ex 
utraquc mcthodo idcm algorithmus derivatur. Invcstigationes ill. La Grange ex- 
stant Hist. de [ Ac. de Berlin Annee 1 7 «7 p. 17 5, et cum aliis in Supplementis ver- 
sioni gallicae Algebrae Eulerianae adiectis. 

29. 

Congruentiae ax+t=u ciuus modulus ad a non primus, facilc ad 
casum praeccdcntcm rcducitur. Sit modulus m , maximusquc numerorum a, m 
divisor communis o\ Primo patet quemvis valorem ipsiuB x congruentiae se- 
cundum modulum »» satisfacientem eidem etiam secundum modulum £ satisfa- 
cere(art.5). At semper ax = 0 (mod.O., quoniam o* ipsum a mctitur. Qua- 
re, nisi r=»,mod. £j i. e. t — u pcr <5 divisibilis. congruentia proposita non 
est resolubilis. 



22 



DK CONOKt KNTIIS PRIMI GRADIS. 



Ponanms itaque a — Be, m — c/. t — u — ck. eritque < ad / primus. 
Tum vero congruentiae propositae c ex -j- C k = 0 (mod. cj i aequivalebit haec 
ex-\-k = 0 mod./, i. e. quicunque ipsius x valor huic satisfaciat, etiam illi 
satisfaciet et vice versa. Manifesto enim ex -\- k per / dividi poterit , quando 
&ex-\-£k per Cf dividi potest. et vice versa. At congruentiam ex-\-k = Q 
(mod./, supra solverc docuimus; undc simul patet, si v sit uuus ex valoribus 
ipsius x, x = v v mod. /, cxbiberc resolutionem completam congrueutiae pro- 
positae. 

30. 

Quando modulus est compositus, nouuumquam praestat sequenti me- 
thodo uti. 

Sit modidus — mn, atque congruentia proposita ax~b. Solvatur pri- 
mo congruentia haec seeundum modulum m, ponamusque ei satisfieri, si X~V 
'mod. 5 ), designante o" divisorcm connnunem maximum numcrorum m. a. lam 
manifestum est, quemvis valorem ipsius x congrueutiae ax~b secundum mo- 
didum mn satisfacientcm eidem etiiini secundum modulum m satisfacere de- 
bere: adeoque in forma v -f- ? x' contineri, designante x' numerum indetermi- 
natum, quamvis non vice versa omnes numcri in forma t' + f x contenti congru-. 
eutiae secundum mod. mn satisfaciant. Quomodo autem x dcterminari de- 
beat, ut v-j-jx' fiat radix congruentiae ax = b [mod. mn ), ex solutione 
congruentiae x' -+- av = b (mod. m n ) deduci potest, cui aequivalet haec 
r-j*== (mod. n). Hinc colligitur solutionem congruentiae cuiuscunque 

primi gradus secundum modulum m n reduci posse ad solutionem duarum con- 
gruentiarum seeundum modidum m ct ». Pacile autem perspicietur, si » 
iterum sit produrtum e duobus factoribus, solutionem congruentiae secundum 
modulum » pendcre a solutionc duarum eongrUcntiarum quarum moduli sint illi 
faetores. Generaliter solutio eongruentiae sccundum modulum compositum quem- 
cuinque pendet a solutione aliarum congruentiarum. quarum moduli suut factorcs 
illius numeri; hi autem. si commodum e»se videtur. ita semper accipi |>ossunt. ut 
sint nuineri primi. 

Ev. Si congruentia l'Ji = l (mod. 140) proponitur: solvatur primo secun- 
dum modulum 2. eritque x = 1 (mod. 2). Ponutur X=i+lx', fietque 
3!> x' = — 1S (mod. 110) cui aequivalet 19 x' = — 9 i mod. 70). Si haec 
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iterum secundum modulum 2 solvitur. fit x = 1 fmod. 2) j>ositoque x' = 
1 -4- 2.r", fit 38 .r" = — 28 (mod. 70) sive 19 = — 14 (mod. 35). Haec 
secundum 5 soluta dat x" = 4 fmod. 5) . substitutoque / = 4 + 5/, fit 
95 x m = — 90 (mod. 35) sive 19.r" = — 18 ;mod. 7). Ex hac tandcm se- 
quitur. x'" — 2 fmod. 7), positoque a? = 2 -j- 7 x"" colligitur ,r — 59-}- 1 40.r""; 
quare x — 59 (mod. 140) est solutio completa congruentiac projx)sitae. 

31. 

Simili modo ut .aequationis ax = b radix per ^ exprimitur. etiam eon- 
gruentiac ax = b radiccm quameunque pcr ~ designabimus. congrucntiae mo- 
dulum, distinctionis gratia. apponentes. Ita e. g. (mod. 1 2) denotat quemvis 
numerum. qui est = 11 (mod. 121 '). (ieneralitcr ex praecedentibus patct. 
~ fmod.c) nihil reale signifieare nut si quis malit aliquid irnaginnriil si a,r habc- 
ant divisorem communem, qui ipsum b non metiatur. At hoc casu exccpto. cx- 
prcssio * (mod. rj scmpcr valorcs rcalcs habcbit , et quidcm infinitos : hi vero 
omncs 8ccundum c erunt congrui quando a ad c primus, aut secundum ~, 
quando 8 numerorum c, a divisor eommunLs maximus. 

Hac expressiones similem fere habent algorithmum ut fractiones vulgares. 
Aliquot proprietates quae facile ex j>raecedentibus deduci possunt hic apponimus. 

1. Si secundum modulum c, a = a, b = tf expressiones j (mod. c) et j (mod. c) 
sunt aequivalentes. 

2. (mod. cc, et ^ (mod. c) sunt aequivalentes. 

3. ~ mod. c) et j fmod.f' sunt aequivalentes quando * ad c cst primus. 

Multae aliae similes propositiones affcrri possent: nt quuin nulli difficultati 
sint obnoxiac. ncque ad sequentia adeo necessariae, ad nlia proj>erniiius. 

32. 

1'roblcma quod magnum in sequcntibus usum habebit. inrenire otnnes nume- 
ros, qui secundum modulos quotcunque datos rcsidua data praebent, lacile ex praece- 
dcntibus solvi potcst. Sint primo duo moduli .1. B, sccundum quos numerus 



*) id quo.1 ex analojfia p*r ',' ( mMi - '*) <l<*«ifrn»ri pote»t. 



quaesitus. z, nuraeris a, b respective congruus esse debeat. Omnes itaquc va- 
lores ipdm z sub forma Ax-\-a continenrur, ubi x est indeterminatus sed 
talis ut fiat Ax -f- a = b {mod. B). Quodsi iam numerorum A, B divisor 
comnmnis maximus cst o\ resolutio completa huius congruentiae hanc habebit 

S * kli 

formam: x = v (mod. --) sivc quod codcm redit, x = v -\~ ? , denotante k 

nunicruni intcgrum arbitrarium. Hinc lormula Av + « * omnes ip- 

sius z valorcs comprchendet , i. e. z = Av ~\- a iuod. 5 erit resolutio com- 

pleta problcmatis. Si ad modulos A, B tertius accedit , C, sccundum qucm 

numerus quaesitus z debet esse = c, manifesto e(Mlem modo procedcndum. quum 

binae priorcs eonditiones in unicam iam sint conflatae. Scilicct si numcrorum 

— , C divisor communis maximus _ e, atquc congmcntiae ~~ x-\-Av -\-a = c 

i mod. C rcsolutio: x = w (mod. — ), problema per congruentiam s ~ AB>r 
4BC ' 

-\- Ar -\- a fmod. — — j complete erit resolutnm. Similiter procedendum, quot- 
cunquc moduli proponantur. Observari convenit A f, - BC cssc numcrorum 
A, B; et A, B, C respective minimos communes dividuos. facilequc indc per- 
8picitur, quotcunque habeantur moduli A, B, Cctc. , si eorum minimus commu- 
nis dividuus sit M, rcsolutioncm completam hanc formam habere, *= rmod.Jf:. 
Ccterum quando ulla congnientiarum auxiliarium est irresolubilis , problema im- 
possibilitatem involvere concludendum est. Perspicuum vero, hoc evenire non 
posse, quando omnes numeri A, B, C etc. inter se sint primi. 

Rr. Sint numeri A,B,C; a.b.c; 504,35,1«; 17,-4,33; hic duae 
conditiones ut z sit = ; 17 mod. 501: ct = — 4 { mod. 35 ; unicac, ut sit 
= 521 mod. 2520 acquivalcnt; cxquacumhac: z = 33 mod. 16 coniuncta, 
promanat z = 304 1 mod. 5040 . 

33. 

Quando omnes uumeri „1, B, C ctc. intcr sc sunt primi . constat, produc- 
tum ex ipsis esse minimum omnibus communem dividuum. lu quo casu mani- 
festum est, onines congrucntias r — a mod. A); z = b (mod. B : etc. unicae 
z = r mod. 11 prorsus aequivalere, denotante R numerorum A, B, C etc. 
productum. Ilinc vcro vicissim sequitur, unicam conditionem mod. R 

in plurcs dissolvi posse; scilicct si R quomodocunque in factores inter se primos 
j4.2J.Cetc. rcsolvitur. conditiones z = r mod. A , x = r (mod. B), z^r 
finod. C . ctc. propositum exhaurient. Haec obsenatio mcthodum nobis aperit 
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non modo iinjiossibilitatcin. si qunni fortc conditiones jirojiositae itnjiliceiit, sta- 
tiin dctegendi. sed ctiain calculum toiiiniodius atque eonciiiiiius institucndi. 

:u. 

Sint ut sujira conditioncs propositac, ut sit r = a mod.T , z — b jnoA.B , 
;Sc mod. C. lvesolvantur omncs inoduli in factorcs intcr sc primos, A in 
.4' .1" A"' ctc. ; 11 in 7/ Jf B" etc. ctc. ct quidcm ita ut minicri .4', A" etc. 
//. /Tetc. etc. sint aut primi. aut primorum potestntcs. Si vcro aliquis numero- 
rum .1. B. Cetc. iam per se est i>rimus, aut primi potcstas, nulla rcsolutionc in 
factores pro hoccc opus cst. Tum vero ex praccedentibus patcscit. pro contUtioni- 
bus propositis liastc substitui possc: r = a(niod.^l'] f z — a (mod. A") , z = a 
inod. AT) etc. , « = b iiuod. Jy), z = b jnod.//' ctc. ctc. Iani nisi oiuncs numcri 
/1. B, C ctc. fuerint intcr sc primi. ex. gr. si A ad li non jirimus, manifcstuni 
est. omncs divisores prhuos ipsorum A. B diversos esse non posse. scd intcr fat- 
torcs A', A", A"'oU\ unuin aut altcrum cssc dcbcre, qui intcr B, B' . B" ctc. aut 
aequalem aut multiplum nut subnndtijilum linbcat. Si priino A' — B, conditiones 
: = « mod.i' , z = h juod. // • idcnticnc esse dcbcnt, sive a = b mod. .4' vel 
B ,. quare alterutra rciici jKjtcrit. Si vcro non a=b[mod.A!), problenia iinjios- 
sibilitatcin imjdicat. Si mruiidu B lnultijilum ijisius /1', contlitio zzia inotl. ,4' 
in hac z = b ; inod. /J' ; eontenta esse debet, sivc haec z = b jnod. A' f quac cx 
postcriori dctlucitur cum jiriori identica c.»se dcbct. I ndc sequitur conditioncm 
z=a mod.^4", nisi altcri rcpugnct in quo casu problcma imjiossibilc reiici jiosse. 
Quantlo omncs contUtionc.s siijKTtiunc ita rcicctac sunt, jiatet. oinnes modulos ex 
his /1', A", A'" etc. , B, //', B" ctc. ctc. rcmanentes intcr sc primoa forc : tum igi- 
tur tle jirobleinutis jiossibiUtute certi csse et secundum jnaet ejita antc tlata jirocc 
dert: jiossiinius. 

35. 

Ex. Si ut sujira csse dcbct z— 17 inotl. 504 . = — 4 (mod. 35] , et 
= :r.i mod. 10 i; hac contlitioues in scquentcs resolvi jiossunt, z= 17 mod. s , 
I 7 inod. 9) , = 17 ^iuod. 7), = — 4 (mod. &), == — 1 jnod. 7 , = i'i mod. 1 (> ,. 
Ex his conditioncs z= 17 inod. h , z = 17 ;mod.7 rciici jiossunt, quum jirior 
in conditioue z = 33 (mod. 16) contincatur, posterior vcro cum hac t== — 4 
inod. 7 sit idcntica; reinanent itaquc 

1 



de coKoiiUEjrnis runn okadus. 
17(mod. 9) 

" 1 inod 7) Und ° coUigitur * = 304 1 mod - 504 °)* 
33(mod. 16) 

Cctcrum palam cst, plerumque commodius forc, si de conditionibus rema- 
ucntibus cac qune ex una cademque conditione evolutae erant seorsim rccolligantur, 
qutltn boc nullo ncgotio fieri possit; e.g. qunndo ex conditionibus z = a mod. A . 
: = a mod.A", ctc. aliquae abicrunt: quac cx reliquis rcstituitur, hacc erit, z~a 
secundum modulum qui est productum omnium modulorum cx A', A". A m etc. 
remanentium. Ita in nostro cxcmplo cx conditionibus z= — 4 mod.Ji), z~ — 4 
(mod. 7 ea cx qua ortae erant z = — 4 (mod. 35) sponte restituitur. Porro 
Jiinc scquitur haud prorsus perinde esse, quaenam ex conditionibus superfluis rc- 
iiciantur, quantum ad calculi brevitatem : sed haec aliaque artificia practica, quac 
cx usu multo facilius quam ex pracceptis cdiscuntur hic tradcrc non cst instituti 
nostri. 

»6. 

Quando omncs moduli A, B, C, D etc. inter se sunt primi , sequenti me- 
thodo saepius pmestat uti. Dcterminctur numerus a secundum A unitati, se- 
cundum reliquorum modulorum productum vcro cifrnc congranfl, sivc sit a valor 
quicunque plcrumquc pracstat minimum accipcrc; expressionis Jt ' tJ ^ [mod. A\ 
per BCD ctc. multiplicatus (vid. art. 32); similitcr sit 0" = 1 (inod. B) et = 0 
(mod.ACD etC.), y = l(mod. C et = 0 niod. ABD etc.), ctc. Tunc si numc- 
rus z dcsideratur, qui sccundum modulos A, B, C, Dvtc. numeris a, h,c,d etc. 
respectivc sit congruus, poni poterit 

z = aa + 0* b + yr -4- cd etc. (mod. A B CD etc ;. 

Manifesto cnim, aa = a (mod.A); reliqua autcm mcmbra tfi, yc ctc. omnia 
= (l mocl.l : quare z = a'mod. A). Similiter de rehquis modulis demonstratio 
adorjiatur. Ilaec solutio priori praefercnda, quando plura buiusniodi problemata 
sunt solvenda, pro quibus moduli A, B, Cctc. valorcs suos rctinent; tunc enim 
numcri a, I), y ctc, valores constantcs nanciscuntur. Hoc usu vcnit iu proble- 
matc chronologico ubi quacritur.quotus in periodo Juliana sit annus. cuius indictio, 
nnmerus aureus, et cyclus solaris dantur. Hic A = 1 5, B= 1 9, C = 2S; quare. 
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quum valor cxprcssionis ib '^ (mod. 15), sivc — (mod. 15), sit 13. crit ct = 6910. 
Similiter pro 6" invenitur 4200, et pro y 4S15, quare numerus quacsitus crit 
residuum minimum numeri 0916« -(- 1200 6 -f- 4S45c, denotantibus « indic- 
tionem , b numcrum aureum , c cyclum solarem. 

Cungrurntiae lineare* qtute pluret ineoynitas implieant. 

37. 

Haec dc congrucntiis primi gradus unicam incognitam continentibus suffi- 
ciant. Superest ut dc congrucntiis agamus, in quibus plurcs incognitac sunt i>er- 
mixtae. At quoniam hoc caput, si omni rigore singula exponerc velimus, sine 
prolixitatc absolvi non potest , propositumque hoc loco nobis non est , onuiia ex- 
haurire. scd ca tantum tradcre, quae attcntione digniora videantur: hic ud pau- 
ca.s observatioucs investigationem rcstringimus, ubcriorcm huius rei expositionem 
ad aliam occasioncm nobis reservantes. 

1) Simili modo, ut in acquationibus , perspicitur, ctiam hic totidem congru- 
entias haberi debere, quot sint incognitac dctcrminandac. 

2) Propositae sint igitur congruentiae 

flta? + -h cz ... =/ imod. m) [A) 

a'x + b'y + c'z...=f {£) 

m m * + b m y+c"*...=f {A") 

etc. 

totidem numero, quot sunt incognitae x, y, z etc. 

Iam determinentur numeri i, i\ i" etc. ita ut sit 

bi + b'i' + b"i m + etc. = 0 
ci + c'i' + cl" + ctc. = 0 
etc. 

ct quidem ita ut omnes sint intcgri nullumqne factorem communcm habeant. 
quod ficri pos.se ex thcoria aequationum lincarium constat. Simili modo dcter- 
minentur v, v, v" etc, £. £" etc. etc. ita ut sit j 

av + «V + a"v" + etc. = 0 
cv + c v + c"v + ctc. = 0 
etc. 

4* 
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«C+ a'Z + «"£" + etc. — o 
/>C + «.'C-l-fc-C-r-ctc. = o 

ctc. ctc. 

3} Manifestum est si congruontinc -1. -1', A" otc jmt c, c. Cotc. tuni 
pcr v, v", ote.ctc. multipliccntur, tuncque nddantitr, bas cnngruentins proven- 
turas essc: 

[ai+a'i'+al* + etv. } .r ~fi+fK +fZ + 
(bv+b'v+b"v -j-etc.) = fv+fv+fv+vtc. 

[d+cx +€?+<!*.) z s/c-h/c+rc+etc. 

ctc. 

quas brcvitatis gratia ita cxhibcmus: 

S[ai)x = S{fi), S{bv)y = £{ft), S{eQ S =Sff: etc. 
I lam plures casus sunt distinguendi 

IVfl pjP quando omncs incognitarum coefficientes £'a£\ X'«r) ctc. ad con- 
grucntiurum modulum m sunt primi. hae congruontiae sccundum jmicccpta antc 
tradita solvi posMint, problcmntisquc solutio complcta pcr congrucntias formac 
,v^j> mod.w}, ^ = ^(mod./« ctc. cxhibcbitur ' '). E.g. Si propouuntur eongrncntino 

r+Zy+z=\, \x+y+bz=l , 2tf-f-2,y-f-s = 3(mod.Si 

invcnietur £ = 9, £=1, £"= — 14. undefit — 15j- = — 26, quare v = ti (mod. S) ; 
codem modo invcnitur I •">.« = — I. I5;=l, et liinc l, r = 7 mod. S . 

5j Secuialo quando non omnes coefficicntes 2 ac , J£ bv ctc. ad modii- 
luin sunt primi, sint a. fi, y ctc. divisores comnnmcs maximi ipsius /« cuin 
2' , JE;bv), SirC. ctc. rcsp. , patctquc problcma impossibili> cssc, nisi illi nu- 
meros S'fi), 2 fv). Zft etc. resp. mctiantur. Quando vero liae conditio- 
nes locuin habcnt. congruentiac in "X complctc rcsolventur pcr tales .!•=/» 
mod.") , jr=jf (mod. ,> £=r'(mod. "j ctc, aut si mavis dabuntur n valores 
divcrsi ijisius x (i. e. sccundum n incongrui pnta J>. J»+ 7 • • • fH~ « ")■ 

') Obtcrvare contenit ImUMM frmftllM«nattl dMMMtntiOM Wgere, quam autcm hic nipjirimimu*. 1'roprio 
cnim nihil aHttd M «uialyni noitra scquitur, quara quort congnientlM proponitae per alioi incognitarum i, y ctc. 
MMIM «olvi nequcant: hos vero s>ati»fawre non «quitur. Fieri cnim (tOKwtut nnlla omnino «ilutio darctur. 
Similis paralu^ii.mm elinm in ncquationum lineiiriiim explitatione plcrumquc committitur. 
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valores divcrsi ipsius y ctc. , illis congruentiis satisfariontcs : manifcstoqnc 
oinncs solutioncs coiiRrucntiarum propositarum si quao omnino danturi intcr illas 
repcricntur. Attamcn hanc conclusioncm convertere non licet; nam plcrumquc 
iioh omncs combinationcs omnium n valorum ipsius .r cum omnibus ipsius y 
cum omnibus ipsius z etc. problemati satisfaeiunt. sed quaodam tautum. quarum 
ncxum per unam pluresvo ooiujruentias conditionales exhibcre licet. At cpium 
complcta huius problemntis rcsolutio ad scquentia non sit necessaria, hoc arjju- 
mcntum fusius lioc loco non exsequiniur, exeinpl(K[uc ideam qualemcunquc de eo 
dedisse »at habemus. 

Propositac sint congrueutiae 

34? + :>>/ + z = 4 , ix + + 2* = 7 , fcr +y -f- 3r = 0 (mod. 1 2 

llic fiunt CCtCi v,v',v"; C.C«C; resp. = 1 , — 2, I ; 1,1,-1; —13,22,-1. 
undc 4x= — 4. lyzr-.h, 2$; — 96. Ilinc prodeunt quatuor valores ipsiua x puto 
= 2. •*). S. I I ; unus valor ipsius y puta = I I ; quatuor valores ipsius z puta 
= 0.3.6.9 mod. 12 !. lam ut sciamus, quasnam combinationes valorum ipsius j 
cum valorilms ipsius z adhiberc liccat . substituimus in congruentiis propp. pro 
x.iy, z rcsp. 2 + 3f. 1 1. 3//, unde transcunt in has 

57 + 9f+3M = 0, 30 + «f+(JM = 0. 15+ 15f+9w=0(mod. 12) 

quibus facile intelligitur aequivalerc lias 

1U + 3/+k = 0, 10 + 2f+2M=<>, 5 + 5f+3M = 0(mod.4 

Prima manifesto rcquirit ut sit «ZEf+ 1 (mod. 4' , quo valore in reliquis substi- 
tuto ctiam his satisfieri invenitur. Ilinc colligitur, valores ipsius x hos 2, 5. 8, 1 1 
qui prodeunt statucndo f=0, 1 , 2, 3; neccssario combinandos esse cum valoribiis 
ipsius z his 2=3,6.9,0 rcsp. , ita ut omnino quatuor solutiones habcantur 

■r= 2, 5, S. 1 1 (mod. 1 2 
y= 1 1, 1 1, 1 1, I I 
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His disquisitionibus, per quas sectionis proposituin iam absolutum est, ad- 
huc quasdain propositiones similibus principiis innixas adiuugimus, quibus in se- 
qucntibus frequcnter ojms erit. 

Theoremaia varia. 

38. 

Pkoblema. Inveiiire, qttot nttmeri positivi dentttr nttmero positivo dato A mi- 
nares simttlque ad ipsum primi. 

Designemus brevitatis gratia multitudinem nunjerorum positivorum ad nu- 
merum datum primorum ipsoquc minorum pcr pracfixuni charactcrcm 4>. Quae- 
ritur itaque <t>A. 

I. Quundo A cst prinius, manifcstuiu cst omncs numcros ab 1 usque ad 
A — 1 ad A primos esse; quare in hoc ca.su erit 

4> A — A— 1 

II. Quando A est numeri primi potestas puta =p m , omnes numeri per p 
divisibilcs ad A non erunt primi, reliqui erunt. Quamobrem de p m — 1 numeris 
hi sunt rciicicndi : p, 2 p, :\p — p"'~ l — 1 ) p ; remanent igitur p'" — 1 — 'p m ~ i — 1 ) 
sive p m ~ t ip — 1). Hinc 

<Pp m ^l"'- > { p-V, 

III. Reliqui casus facile ad hos reducuntur ope sequentis propositionis : 
Si A infactores M.N.Petc. inter se primos est resoluttts , erit 

<pA = 4>M.<pN.i>Petc. 

■ 

quae ita demonstratur. Sint numeri ad M primi ipsoquc M ininores m,m',m" 
etc quorum itaquc multitudo = <4>M. Similitcr sint numeri ad N, Pctc. re- 
spcctive primi ipsisque minores n, n, «"etc; p,p, p etc etc. , quorum multi- 
tudo <t>N, <f>P etc. Iam constat omnes numeros ad productum A primos etiam 
ad factores singulos M, N, P ctc. primos forc et vice versa art. 1 9; ; porro oin- 
nes numeros qui horum m, m , m" etc. alicui sint congrui secundum moduluni 
M ad M primos forc et vicc vcrsa. similiterquc de N, P etc. Quaestio itaque 
liuc reducta est : dcterininare quot dentur nuincri infra A, qui sccundum modu- 
lum M, alicui numeroruin m, m, m" etc. secundum N, alicui ex his n, n, n" 
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ctc. ctc. sint congrui. Scd cx art. 32 scquitur, omncs numeros, secuudum sin- 
gulos modulos M, N, P ctc. rcsidua detcrminata dantcs, congruos sccundum eo- 
rum i)roductum .1 forc. adeoquc infra A unicum tantum dari , sccundum sin- 
gulos M, N, P etc. residuis datis congruum. Quare numerus quacsitus aequa- 
lis erit numero combinationum singulorum numerorum M , m, m" cum singulis 
n.ri.n" atque p, p, p" ctc. ctc. Ilunc. vcro cssc — f>M. 4>N. 4>P ctc. cx thco- 
ria combinationum constat. Q. E. D. 

IV 7 . lam quomodo hoc ad casuin dc quo agimus applicandum sit facile in- 
telligitur. Rcsolvatur A in factorcs suos primos sivc rcducatur ad fonnam 
a 1 4 S ci etc. designantibus a, b, c etc. numeros primos diversos. Tum erit 
4>A = 4>a\ */A <K 7 etc. =«'-'(« — 1} b^ib — 1) c^c- I etc. 

seu concinnius 4> A = A . -^i. etc. 

a o c 

Erempl. Sit ,4 = 60 = 2*. 3. :> , adcoque 4>A j. |.|. 60 = 16. Numeri 
hiad 00 primi sunt 1, 7, I I, 13, 17, 19, 33, 39, 31. 37, 41, 43, 47, 49, 38, 39. 

Solutio prima huius problcmatis cxstat in commentationc ill. Euleri , theo- 
remata arithmetica nova methodo demonstrata , Comm. nov. Ac. Pctrop. VIII p. 74. 
Demonstratio postea repetita est in alia diss. Speculationes circa qnasdam insignes 
proprie.tates numerorum, Atta Petrop. VIII p. 17. 

39. 

Si characteris <p significatio ita dctcrminatur. ut <p A exprimat multitu- 
dincm numcrorum ad .1 primorum ipsoquc .1 non maiorum. perspieuum cst 
<t> 1 forc non amplius = 0 . sed — 1 , in omnibus reliquis easibus nihil hinc 
iinmutari. Ilancce definitionem adoptantes sequens habcbimus tlieorema. 

* 

jSi a, a, a" etc. sunt omnes dicisores ipsius A (unitate et ipso A non er- 
clusisj, erit 

4>a-{-4>ri + <M" -\-etc. =/1 

Ex. sit .1 = 30, tum erit 4> 1 + <J>2 + </>3 + #5 + <f> 0 + <J> 10 + *1 5 + </>30 
-^l-T- 1-1-2-1-4 + 2+44-84-8 =30. 

Demonstr. Multiplicentur omues numeri ad a primi ipsoque a non ma- 
iores pcr similitcr omncs ad «' primi per ^ etc. , habebuuturque *«+*«' 
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-\-4>a"-\- etc. numeri, oinncs ipso .1 non maiorcs. At 

I) oinnes lu uuineri crunt iuacquales. Onines enim cos qui cx eodem ipsius A 
divisorc siut £enerati, inaequales forc, per se clarum. Si vero e divisoribus diver- 
sis M, N nunierisque \i, v ad istos respective priinis acqualcs prodiissent. i. e. 
si csset ^ fi — v, sequeretur pN=*M. Ponatur M^>N lid quod licet 1 . 
Quuiiiam .1/ ad ju est priinus , atquc nunicrum uN metitur. ctiam ipsum 
N metictur, maior minorcm. Q. E. A. 

1 intcr hos numcros. onmes hi 1,2.3 A invcnientur. Sit nnmcrus qui- 

cuuquc ipsum A non superans t . maxiiua numcroruni A, t cummimio mcn- 
sura c critquc ^ divisor ipsins A ad quem ' prinius. Manifesto hinc 
uumcrus t inter eoa inveuictur qui ex divisore 'j prodierunt. 
3] Hinc collifritur horuin nuincroruin multitudincm cssc ..4. quarc 
4>a-\-4>ti-\-t>a-{-Q\c.=.A. Q.RD. 

10. 

Si maximus niimerorum A. B, C, D etr. dirisor communis — u: niimeri 
a, b, c, d etc. ita determinari jiossunt, ut sit 

a A + b B-\-C C-\-etr. = u 

Dem. Cunsidcreinus primo duos tantum numcros A. h, sitque lioruiu 
divisor maximus communis = X. Tum c-onirrucntia Ax = X inod. B, erit rc- 
solubilis (art. 30). Sit radix =ot. ponnturque = 6. Tum erit aA 

-f- cj D = X . uti dcsidcrabatur. 

Acccdcntc numcro tertio C, sit uiaximus divisor coininunis numcrorum 
X,C. —X'. critquc hic siniul inaximus divisur cuminunis numcrorum A, B, C" . 
Dctermincntur numcri k, y ita ut sit kX-\- yC — X', critcpie kaA-\-kdJ! 
-f-yC^x. 

Accedcntc numcro quartu D, iMinatur maximus divisur communis nume- 
rorum X',D quem simul cssc maxiiiium divisorcm cominuncm uunicroruni 
A.B.C.D fac ilc pcrspk itur , = X", fiatquc li X' -\- <S D = X". Tui.ierit 
kkaA -f- kktSB+k'yC-\-iD=X". 

') Metietiir enim munifevto /.' omnc« A, Jt,.C. Si vero non citet divisor eommuni* Hutjiaiu*: ouutf- 
muH forel mnior qunm ).'. Inm quoniam hic divUor maximus melitur ipsos A, Jt, C, mctictur etiam ipsum 
ki .1 + ktJi + f C i. e. ipsum ) '. maior minorem Q. E. A. - Faciliu» adhuc hoc ei art. l > deduri potcst. 
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Simili modo procedi potcst . quotcunque alii numeri accedant. 
8i itaquc numeri A, B, C, D etc. divisorem communem non habent. pa- 
tet fieri posse 

aA+bB + cC + etc. — 1 
41. 

Si p est numerus primus atque habentur p res . inter qtuts qnotcunque ae- 
quales esse possunt, modo non omnes sint aequales: numerus permutationum harum re- 
rum per p erit diiixibilis. 

Ex. Quinque res A, A, A, B. B decem modis diversis possunt transponi. 

Demoiistratio huius theoremati.s facile quidem ex uota permutatiouum theo- 
ria peti potest. Si enim inter has res sunt prinio a aequales nempe = A , tum 
b aequales nempe =B, tum c aequales nenipe = C etc. (ubi numeri a.b.c 
etc. etiam unitatem designare possunt , ita ut habcatur 

a-\-b-\-c-\-vtc. =p 

numcrus pcrmutationum erit 

i. ». » p 

l. J. :i. . . a. I . I. . 4. t. 2. . e etc. 

Iam per se clarum est, huius fractionis numeratorem per denominatorem divisibi- 
lem esse, quoniam numerus j)crmutationum dcbet csse integer: at numerator per 
;/ divisibilis est. deuominator vero, qui ex factoribus ipso p minoribus est com- 
positus, pcr p non divisibilis art. 1 5j. Quare numerus permutationum per p 
erit divisibilis (axt 19). 

Speramus tamen fore quibus etiam sequens demonstratio haud ingrata sit 
futura. 

Quando in duabu.s iM>nnutationibus rerum e quibus compositae sunt ordo in 
eo tantum discrepat, ut ea res quae in altera primum locum occupat, aliam sedem 
in altera teneat, reliquae autcm codem in utraquc ordinc progrcdiuntur , camque 
quae in altcra ultima est. ea quac cst prima. in altera excipit; pennutationes simi- 
/<w voccnvus * . lta in ex. nostro permutationes ABAAB et ABABA simi- 
les crunt, quoniam res quae in priori primum secuiidum etc. locum occupant, in 
posteriori loco tertio quarto etc. eodetu ordine sunt collocatae. 

*) Si |i«rmululiuncit siiiiilci in circulum acriptac cuc concipiuntur ita ut ultima n% ])rim*e fiat contigua, 
nulla omnino erit di»crcpantia . quoniam nullu» loeu» primui aut ultimu» vc«ari poterit. 

5 
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Iam quoniam quaeque permutatio ex p rebus constat, patet cuivis p — 1 
similes adinveniri posse, si ea res quae prima fuerat, ad secundum, tertium etc. 
locum promovcatur. Quarum si nullae identicae essc possunt manifestum est, 
omnium permutationum numemm per p divisibilcm cvadere, quippe qui p vi- 
cibus inaior sit quam numcrus omnium permutationum dissimilium. Suppona- 
mus igitur duas permutationes 

PQ... TV... YZ; V... YZPQ... T 

quarum altcra cx altcra pcr tcrminorum promotionem orta sit, identicas esse sive 
P= V ctc. Sit terminus P qui in priori est primus, h+I ,u * in posteriori. 
Erit igitur in eerie posteriori terminus »-^-1 tu,, aequalis primo, »-f-2 tUB secundo 
etc. unde 2n+\ tu * rursus primo acqualis evadct, eadcmque ratioue 3«-(-l tu * 
etc.; gcncraliterque terminus kn+m ta * m to ubi quando kn+m ipsum p superat, 
aut serics V. . . YZPQ... T semper ab initio repeti coneipienda est, aut a kn-\-m 
multiplum ipsius p proxime minus rescindeiiduni;. Quamobrem si k ita deter- 
minatur, ut fiat kn=\ niod./y). quod fieri potest quia p primus. sequitur genc- 
ralitcr terminum m tum m-\-\ to aequalcm essc. sivc qucmvis tcrminum scquenti. 
i. e. omnes terminos aequalcs csse contra hypotbesin. 

42. 

Si coefficientes A, Ji.C .... N; a,b,c....n duarttm /unctionum formae 

<r+Atf— i +Bjf— % + C*"— 1 +N P 

&+ a t ^-'-f- b^~ , + c^-> -(- n [Q) 

omnes sunt rationales, neque rcro omnes integri, productumque ew (J*j et (Q) 

— +%*?**-* + etc. +3 

omnes coefficientes 8,3? 3 inteifri esse nequeunt. 

Demonstr. Exprimantur omnes fractioncs in coefficientibus A, B etc. a, b 
etc. per numeros quam miuimos, eligaturque ad libitum numcrus primus p, qui 
aliquem aut plures ex denominatoribus barum fractionum ractiatur. 1'onamus. id 
quod licet, p metiri denominatorem alicuius c(K-fficientis fracti in (P|. patetquc 
si (Q) per p dividatur, etiam in £S dari ad niiniiuuiii unum coefficientem 
fractum cuius denominator implicct factorcm p (puta coefficientem primum j). 
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Iam facile perspicitur, in (F) datum iri terminum unum, fructum, cuius deno- 
minator involvat plures dimensiones ipsius p quam denominatores omnium simi- 
lium praecedcntium , et mn pauciores quam denominatores omnium scquentium ; 
sit hic terminus = GxP, et multitudo dimensionum ipsius p in denominatore 
ipsius G, = t. Similis terminus dabitur in "I qui sit = f> T et multitudo 
dimensionum ipsius p in denominatore ipsius F, =r Manifesto hir erit t-\-t 
ad miuimum =2. His ita praeparatis , terminus jf+t producti ex [Pi et 
(Q) coefncientem habcbit fractum, cuius denominator t-\-t — \ dimensioncs ip- 
sius p involvet, id quod ita dcmonstratur. 

Sint termini qui in (Fj tcrminum Gx 9 praecedunt, 'Gx 9 +\ "Gx ff + t etc. 
sequentes vero G 'x*~\ G"^ 9 * s etc.; similitcrquc in — praecedant terminum 
rx 1 termini Tx 1+l , Tx' l + t etc. sequantur autem termini fx 1- ', r"x^~* etc. 
Tum constat in producto ex (F), ^ coefncientem termini xP+1 fore 

= Gr-fGr-fGr" -r-etc. 

1'ars G r erit fractio quae si per numeros quam minimos exprimitur in denomi- 
natore t-\-t dimensiones ipsius p involvit, reliquac autcm partcs si sunt fractac. 
in denominatore pauciores dimensiones numeri p imphcabunt, quoniam omnes sunt 
producta e binis factoribus quorum alter non plures quam /, alter vero pauciores 
quam t dimensioncs ipsius p impHcat; vel alter non plures quam t, alterque 
pauciores quam t. Hinc GT eritformac jy+r rcliquarum vcro summa formae 
~i< — rfT^? u °i ^ positivus et e,f,f a factore p liberi: quarc omnium summa 

' tfJrrfv' 

erit — 'ff i'*-r cuius numerator per p non divisibilis, adeoque denominator per 
nullam reductioncm pauciorcs dimensiones quam t-\-t obtiuere potest. Hinc 
rocfficicns termini .r^ +T in producto ex (P, [Q} erit 

- 

i. e. fractio cuius denominator r-f-r — 1 dimeusiones ipsius p implicat. 
Q. E. D. 
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43. 

Congruentia m 1 ' gradus 

Ax™ + B + CV"-* + ete. + Mx -|-JV = 0 

rmws modulus est numerus primus p, ipsum A non metiens, pluribus quam m 
modis diversis solii non potest, sii-e plures quam m radices secundum p incongruas 
non habet (VkL artt. 25, 26). 

Si quis neget, ponamus dari congruentias diversorum graduum m, n etc 
quae plures quam m, n ete. radices habeant, sitque minimus gradus m, ita ut 
omnes similes congrucntiac inferioruni graduum tbcorcmati nostro sint conseuta- 
neae. Quod quum de primo gradu iam supra sit demonstratum (art. 20), mani- 
festum est , m fore aut — 2 aut maiorem. Admittct itaque congruentia 

Ax» + Bx m ~ l + etc. + Mx + X = 0 

saltem »»+! radiccs, quac sint x = a,x=fi,x=y etc. , ponamusquc id quod 
licet omncs numcros a.6, y etc. essc positivos et minorcs quam p, omniumquc 
minimum a . lam in congruentia proposita substituatur pro x, y-\-a , transeat- 
que inde in hanc 

A'f + Bf>- ' + Cy— *. . . .+ M> + iV = 0 

Tum manifcstum est, huic congruentiae satisficri. si ponatur g = », aut = 6 — a, 
aut =f — aetc, quae radiccs omucs crunt diversae, numerusque earum = wi +- 1 . 
At cx eo quod jr=0 est radix, scquitur. .V per y> divisibilem fore. Quarc 
ctiam hacc cxprcssio 

< y;.-iy- 1 4-/r > y m - , + etc + 3rj fiet = Oimod.y/. 

si ipsi y unus ex »i valoribus 6 — a, y — a ete. tribuitur, qui oniues sunt 
> 0 et < p , adeoque in omnibus hisce casibus etiam 

.4y'-'4_i^y»-*_(_etc. + 3r fiet = «(art.22 

i. e. congruentia .iy*-' + i//" _l + etc-f-3f = 0 

quac cst gradus m— ;» radices habct ct proiu theoremati nostro adversatur 
(patct cnim facile , A' fore — A , adeoquc per // non divisibilem , uti requiri- 
tur) licet supposuerimus, omnes congruentias inferioris gradus quam m l \ theore- 
mati consentire. Q. E. A. 
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44. 

Quamvis hic supjwsucrimus, modulum p uon metiri cocfficicntcm tcrmini 
summi. tamcn theorema ad hunc casum non rcstringitur. Si enim jirimus cocffi- 
ciens sive ctiam aliqui scqucntium per p divisibiles essent, hi termini tuto reiici 
jiossent.coiiffruentiaque tandem ad inferiorcm gradiuu deprimeretur, ubi coefficieiis 
primus jrt p non amplius foret divisibilis, siquidcm non omnes coefficientes jicr 
p dividi possunt; in quo casu ccmgruentia foret identica atque incognita pror- 
sus indctcrminata. 

Thcorcma hoc primum ab ill. La Urange proj>ositum atque demonstratum 
cst [Mtm. de l'Ac. de Berlitt, Annfe 176S p, 192. Kxstat ctiam in dissert. Ul. Ix- 
Gendre, Recherches d'Analyse indtterminte, Hist. de tAcad. de Paris I7M5 p. 40». 
1U. Euler in Nov. Cumm. Ac. Petr. XVIII p. !»3 dcmonstravit congruentiam 
jt»— I =0 plures quam w radiccs divcrsas haberc non possc. Quac quamvis sit 
particularis, tamen methodus qua vir summus usus cst omnibus congruentiis facilc 
adaptari potcst. Casum adhuc magis limitatum iam antea absolverat, Comm. nov. 
Ac. Petr. X p. t>, scd hacc mcthodus generalitcr adliiberi nequit. Infra Sect. VIII 
alio adhuc modo theorema deinonstrabiinus : at quantumvi» divcrsae primo a<q>ectu 
omnes hae methodi videri possint. periti qui compararc eas voluerint facile certio- 
res fient onincs eidem principio supcrstructas csse. Cetcrum quum hoc thcorema 
hic tantum tamquam lemma sit considerandum, nequc completa exjwsitio huc j>er- 
tineat: de modulis comjwsitis seorsim agere supersedemus. 



SECTIO TERTIA 
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45. 

In omni progressione geometrica 1 , a, aa, a 3 etc. praeter primum 
1 . alius adhuc datur terminus a', secundum modulum p ad a primum unitati row- 
gruus. cuius edponens r</>. 

Demonstr. Quouiam modulus p ad a, adcoque ad quamvis ipsius a 
potcstatem cst primus , nullus progressionis tcrminus erit = 0 (mod./*; , sed qui- 

vis alicui cx his numeris 1, 2, 3 p — 1 congruus. Quorum multitudo quum 

sit p — 1. manifcstum cst, si plurcs quam p — 1 progrcssionis termini considc- 
rentur, omncs rcsidua minima diversa liabere non posse. Quocirca intcr terminos 
I , «. aa, a s . . . . a^ ~ 1 bini ad minimum congrui invcnientur. Sit itaque a m = a" 
ct m>w, fietque dividcndo per a", a m ~ n = 1 (art. 22) ubi »i — »</>, et >0. 
Q. E. D. 

Ev. In progrcssione 2. 4, 8 ctc. tcrminus primus qui sccuudum modu- 
lum 13 unitati est congruus, invcnitur 2"— 4096. At sccundum modulum 23 
in eadcm progressionc fit 2 U — 204S=1. SimUiter numcri 5 potestas sexta, 
15625. unitati congrua sccundum modulum 7, quinta vero, 3125, sccundum 11. 
In aliis igitur casibus potestas exponeutis minoris quam p — 1 unitati congrua 
evadit, in abis contra usquc ad potestatem p — 1 Um ascenderc necessc cst. 
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46. 

Quando progrossio ultra tenninum qui uuitati est congruus continuatur, ea- 
dem quac ab initio habcbantur residua prodcunt itcrum. Scilicet si a'=1. crit 
a'"*"' = a, a' +, = aa etc. doncc ad teruiinum a v perveniatur, cuius residuum 
minimum itcrum crit = 1 , atque residuorum periodum denuo inchoat. Habetur 
itaque periodus f residua compreheiidens, quae simulac finita est ab initio sem- 
per repetitur; neque alia residua quam quae in hac periodo continentur in tota 
progressione oc<urrere possunt. Generaiiter erit a m ' = 1 , et a nUJr "=a n . id 
quod per desigmttionem nostram ita exhibetur: 

Si r = p ; mutt. t) , erit a r = a ? {mod.p ■ 

47. 

Petitur e.x hoc theoremate compendium potestatum quantumvis magno e.x- 
ponente affectarum residua expedite invcniendi, simulac potestas unitati congrua 
innotescat. Si cr. gr. residuum e divisione potestatis 3 1000 pcr 13 oriundum 
quaeritur, erit proptcr 3*= 1 (mod. 13), r=3; quare quum sit 1 000 = 1 mod. 3;, 
erit 3 ,000 =3 (mod. 13}. 

48. 

Quando a l est infima potestas unitati congrua praeter a°— I . ad quem 
casum hic non respicimus), illi t termini, residuorum periodum constituentes om- 
nes erunt diversi, uti ex demonstratione art. 45 nullo negotio perspicitur. Tum 
autem propositio art. 46 convcrti potest; scilicet si a m ~a" imod.y/;, erit m=» 
(mod.r). Si cnim m,n sccundum modulum t incongrui essent, residua eorum 
minima u , v diversa forent. At a^=a'", a v =a", quare af=a v ». e. non 
omncs potcstatcs infra a* incongruae foreut contra hy]x>th. 

Si itaque a*=l(mod.^), erit * = 0mod.f) i. e. k pcr / divisibilis. 

Hactcnus dc modulis quibuscunque si modo ad a sint primi diximus. Iam 
modulos qui sunt numeri absolute primi seorsim consideremus atquc huic funda- 
mcnto investigationem generaliorem postea superstruamus. 
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'1 ik. -ukma. Si p est WWflTH primus ipsum a non metiens, atque «' infima 
ipsius a potestas secundum moduhim p unitati congrua . exponens t aut erit _ 
p — I aut pars aliquota huius numeri. 

Conferantur cxempla art. 15. 

Demonstr. Quum iam osteusum sit, t esse aut —p — I. aut <>— 1, 
superest, ut in posteriori casu t semper ipsius p— 1 partem aliquotam esse 
evincatur. 

I. Colligantur resulua minima positivn omnium lioruin tcrminorum 1 , a, 
aa — <j' — ', quae pcr a,a'.a"ctc. dcsigncntur, ita ut sit a— l,a'=a, a" =aa 
etc. Pcrspicunm est, haec omnia forc diversa. si enim duo tcrmini a'", a" eadem 
praeberent. foret (supponendo m>n) a m ~"=\ atque m — (•<!, Q. E. A. 
quum nulla inferior potestas quam a' unitati sit congrua %>.). Porro omnes 
a,a',a" etv. in serie numerorum l,2,:s...y< — 1 contincntur, quam tamcn non 
cxhaurient, quum t<Cp — 1. Complexum oinniuiu a.a'.a"etc. per [A) desig- 
nabimus. Comprchcndct igitur -1} terininos t . 

II. Accipiatur numcrus quicunque 6 ex his 1 . 2, 3 . . .p — 1 , qui in (A) 
desit. Multiplicctur 0" per oiunes a,a'.a"etc, sintquc residuu minima indc 
oriunda 6". 6", ti" etc. , quorum numerus etiam erit f. At haec residua tum intcr 
se quam ah omnihus a,a',a" etc. crunt divcrsa. Si enim prior nsscrtio falsa es- 
set, haberetur tia m = tia n adcoquc dividcndo per t». a'"=a", contra ea quae mo- 
do dcmonstravimus: si vcro posterior, haberetur f>a'"„<i'", unde, quando 
g_ a n— «« f - g g alicui ex his a.a',a"etc. congruus contra hyp.; quundo vero 
m>«. sequitur nnUti|)licando per a'"", {)a'_a' + N_ '", sive prupter a' = \. 
d = a t + n ~ m , quae est eadem absurditas. Designetur complexus omnium f), ft", ff 
ete. quoruin multitudo — t, per B , habebunturque iam 2/ numeri ex his 
1. 2, 3...p— I Quodsi igitur et B omncs hos numcros complectuntur 
rit = t adeoque thcorema demonstratum. 

III. Si vero aliqui adhuc deficiunt. sit horum aliquis y. Por hunc mul- 
tiplicentur omncs a,a'.a"etc. . productorunique residua minima sint y.~f'. y"etc: 
omnium complexus per C designetur. C igitur comprehendet / numcro> 
ex his \.2.'A...p — 1, qui omnes tum intcr se quam a iiunieris in A ct B 
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contentis crunt divcrsi. Assertiones priores eodem inodo deiiion.strantur ut in II. 
tertiaita. Siesset ya m ~tia", fieret y~6a~~'", aut _fia f +"—" prout »<». 
aut >«, in utroque casu 7 alicui ex \B) congrua rontra hyp. Hahcntur 
igitur Wt numeri cx his 1,2.3.../* — 1, atquc si nulli amplius desunt, fiet 
t = £~ adcoquc tlicorenia erit dcinonstratum. 

IV. Si vcro ctiainnuni aliqui desunt, eodein inodo ad quartum iiuinerorum 
complcxum D progredienduin erit etc. 1'atet vero quoniam numerorum 
1,2, 3..../> — 1 multitudo est finita, tandem eam exhaustum iri. adeoque multi- 
plum ipsius t fore: quarc t crit pars aliquota nunicri p — I. Q. E. J). 

Fnmalii Throrrma. 

50. 

Quum igitur F -~- - sit integcr, sequitur evehendo utramque parteni congru- 
entiac «'=1 ad potestatem exponcntis af~ l i=\, sive o>*-' — I semper 

jter p dieisibilis est, quando p est primus ipsum a nou nutiens. 

Theorema hoc quod tuiu propter elegautiam tum proptcr cximiam utilitatem 
onini attentionc dignum, ah invcntcire theorema Fermatianum appcllari solet. Vid. 
Fermatii Opera Mathem. Tolosae I G 7 «.> fol. p. 163. Detnoustrationcm invcntor 
non adiccit, quam tainen in potcstate sua cssc profcssiis e-st. 111. Euler primus 
dcmonstratiouem publici iuris fecit, in diss. cui titulus Theorematum iptorundam 
ad numeros primos speetantium demoiistratio, Comm. Arad. Petrop. T. VIII*). ln- 
uititur ista evolutioni potcstatis a-j- Vf, uhi ex coefficicntium forina facillime de- 
ducitur (a-f-l; 1 " — a 1 ' — 1 seinper jx*r p fore divisihilem , adcoquc a-j- 1 f — 
!a-f-1) pcr p divisihilem fore, quando af — a per p sit divisibilis. lam quia 
1''— I scmper per p divisibilis cst, ctiam 2^—2 scnqier erit; hinc ctiam 
V— 3 ctc. genemliterque a'' — a. Quoclsi itaque p ipsum a 11011 inetitur, ctiam 
af~ x — 1 per p divisibilis crit. llacc sufficicnt ad mcthcKli indolem declaran- 
dani. Clar. Lambcrt similem dcmonstrationcin tradidit in Artis Erudit. 17 09 

*) In commcnt. anteriorc vir «ummu» ad «copinn noridum pervenerat. Comm, Petr. T.W p. m». — 
In controversia famiiiva intrr Maupcrtui» ct Krniip. n principio actioni» minimae orta, »ed mox od rc» hotcrofre- 
ne»» t-grv<vi, Konig in manibu» sc haberc dixit autojrraphum l.cibnitianum. in quo drmun»tnitio huiu» thcorc- 
raati» cum Eulcriana pmwj c<m»piran» tontineatur. Apptl au puhlir. n. IH, I.icct vcro fidcm huic textimn- 
nio denrgare nolimux, ccrtc I.cibnitiui invcntnm «uuin outni|uam publicnvit. Conf. ilul. dttAr. dr Prutir, A. 
1750 p. ss«. 

0 
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p. 109. Quia vero evolutio potestatis binomii a theoria numerorum satis aliena 
esse videhatur, aliam demonstrationcm ill. Euler investigavit quae exstat Comment. 
mv. Petr. T. VII p. 70, atque cum ca quam nos art. pracc. exposuimus prorsus 
convcnit ln sequeutibus adbuc aliae quaedam se nobis offcrent. IIoc loco unam 
superaddere liceat, quae siinilibus principiis innititur, uti prinia 111. Eideri. Pro- 
positio sequens , cuius casus tantum particularis est tbeorema nostrum, etiam nd 
alias investitfationes infra adhil>ebitur. 

51. 

Potj/nomii a + b+c + etc. potestas p' n secundum moilulum p est 

= a >' + W + c>' + etc. 

riquidm p est numerus primus. 

Demonstr. Constat potestatcm p*** polynomii a + b+c + cU: esse com- 
positain e partibus formae xa'i 5 c T etc. ubi ct 4-6 4- yetc. — p, et x designat, 
quot modis p res, quarum a, 6, y etc. respcctivc sunt = a, b.cvic. pennutari 
possint. At supra art. 4 1 ostendimus, bunc uumeriun senijier esse per p divisi- 
bilcm , nisi omnes rcs sint acqualcs , t". e. nisi aliquis numerorum a, 6, y etc. sit 
=*p reliqui vero =0. Unde sequitur omnes ipsius a + b+c+cU:)'' jiartes. 
praeter bas a>',b>',c>' etc. , per p divisibilcs esse ; quae igitur quando de congru- 
eutia secundum inoduluni p agitur, tuto omitti poterunt, tietque . 

{a+b+c+eXc.f = af+bP+(f+ etc. Q. E. D. 

Quodsi iam omnes quantitates a.b,c etc. = 1 ponuntur. numerusque ea- 
rum — k, fiet jP' = A* uti in art. praec. 

* • 

Quot numtri* mjftUimnt pericdi. m qrnlw, lertuin.wum muUitudo **l divuwr datu* num^ri p-l. 

52. 

Quoniain igituralii nuineri quain qui sunt divisores ipsius p— 1 nequeunt 
esse exponentes potestatum infimarum ad quas evecti nuuieri aliqui unitati con- 
grui liunt, quaestio sese offcrt, num omues ipsius p — 1 divisores ad hoc sint 
idonei , atquc , quando omnes numeri per p non divisibiles secundum exponen- 
tem iufimae suac potestatis unitati congruae classificentur, quot ad singulos expo- 
nentes sint perventuri. Ubi statim obscrvare couvenit. sufficere, si omnes numeri 
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positivi ab 1 usque ad p — I considercntur; manifestum cnim cst. uuincros 
congruos ad eandein potestatem elcvari debcre, quo unitati fiant congruae, adeo- 
que numerurn quemcunque ad eundem cxponentem esse rcferendum ad quem re- 
siduura suum minimum positivum. Quoeirca in id nobis erit incumbendum , ut 

quomodo hoc respectu numeri 1,2,3 p — 1 inter singulos factores numeri 

p — 1 distribucndi sint eruamus. Brevitatis gratia, si rf est unus e divisoribus 
numeri,^— 1 (ad quos ctiam 1 et p — 1 rcfercndij , per \\>d dcsignnbimus 
multitudiuem nuineroruin positivorum ipso p minorum quorum potestas rf to est 
infima unitati congrua. 

53. 

Quo facilius haec disquisitio intclligi possit, exemplum apponimus. l'ro 
p -=. \ t» distribuentur numeri 1,2,3 I »> inter divisores numeri 1 B hoc modo : 



i 

2 
3 
6 
!> 
18 



1. 
\S. 

7. 11. 

8, 12. 

4, '». ti. \i. Iti. 17 

2. 3, 10, 13, 14, 15. 



In hoc igitur Jeasu fit t/< 1 =j 1 , t|/2 =s 1 , <p3 = 2, q/0 — 2, tp9 = «. t/< 1 8 =0. Ubi 
exigua attentio docet, totidem ad queinvis exponenteiu j>ertincre, qnot dentur nu- 
meri hoc non mniores ad ipsumque primi, sive esse in hoc ccrte casu, retento sig- 
no art. 3«. yjid — 4>d . Hanc autem obscrvationeni generaliter vcram esse ita de- 
nYonstrnmus. 

I. Si numerus aliquis habetur. a, ad exponcntem d perthicn* [i.e. cuins 
potestas rf to unitati congrua. oinnes inferiores incongruae; . omnes huius potesta- 
tes aa, a*,a* — a d sive ipsarum residua minima ])roprietatem priorem etiani 
possidebunt ut potcstas ipsarum rf ,ffl unitati sit congrua ct quuni hoc ita etiam 

exprimi po.ssit, residua minima numerorum a,aa,a s a iquae ouinin sunt di- 

versa esse radices congruentiae ,v d ~\, haec autein plurcs quam rf radiccs di- 
versas haberc nequeat. inanifcstum est. praeter nunierorum a.aa.a 3 — a J resi- 
dua minima alins numeros inter I et p — 1 incl. nou dari quorum potestatcs ex- 

ti< 
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poncntis d congrune sint unitati. Hinc patet omnes numeros ad exponentem 
d pertinentes inter rcsidua niinima numcrorum a.aa.a* — a d rcperiri. Quales 
vero sint, quantaque eorum multitudo, ita dcrinitur. Si A- est numerus ad d 
priinus, omnes potestates ipsius a k , quarum cxponcntes <rf, unitati non erunt 
eongrui: esto enim jr[mod.d)^m (vid. art. 31] eritque «* m = a; quarc si 
potestas f u ipsius «* unitati esset congrua atque e<^d, foret etiam « =1 
et hinc a f 1 eontra hyp. Hinc manifestum est. residuum minimum ipsius o* 
ad exponentem d pertinere. Si vero k divisorcm nliqucm, o, cum rf coni- 
muncm hnhet . ipsius «* rcsiduum minimum nd exponcntem d non pertinet; 
quoniam tum ixjtcstas ^ u iam unitnti fit congrun ;erit enim * d per d divisi- 
hilis, sive E=0(mod.rf; adeoque a « =1). Hinc colhgitur, totidem numcros 

ad exponentem rf pertinere quot nuinerorum 1.2,3 rf ad d sint primi. 

At memorem esse oportet, hanc conclusionem innixam esse suppositioni, unum 
numerum a iam haheri ad exponentem rf pertinentem. Quamohrem duhium 
rcmanct. fierine possit ut ad aliquem exponentem nullus omnino numerus perti- 
ueat; conclusioque eo limitatur ut y\>d sit vel ^=0 vcl — 4>d. 

51. 

11. Inm sint omnes divisores numeri p — 1 hi: d, d , d" ete. eritque, quia 
omnes numeri 1 . 2, :< — p — I inter hos sunt distrihuti , 

\\>d-)-\f>d'-{-\f>if-+-ete. — p— 1 

At in art. 40 demonstravimus csse 

4>d-\- <lK/-f-<f.<r-f-etc. = p— I 

atque ex art. praec. sequitur \\>d ipsi <t>d nut nequalem aut ipso minorem csse, 
maiorem esse non posse, similiterque de \\>tf et <»>rf, etc. Si itaque aliquis ter- 
minus ex his \\>d, o/rf\ tprf* etc. tennino respoiidente ex his 4>d. 4<<t . 4>d" , esset 
minor sive etiam plurcs; illorum summa summne honim acqunlis esse non jiosset. 
L ude tandem eoucludimus iprf ipsi 4>d semper esse aeqttulem, adeoque a magni- 
tudine ipsius p — l non pendere. 

;»:>. 

Maximaiu autem attentionem merctur casus particularis propositionis prae- 
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eedentis sciliret seinjier dari numero* ipwrum nulla potextas inferior quam p—\' a 
unitati rongrua. et quidcm totidem inter I et p — I quot infra p — 1 sint nu- 
meri ad /i — 1 primi. Cuius theorematis demonstratio quum minimc tam obvia 
sit quam primo aspcctu vidcri possit, proptcr theorcmatis dignitatem liceat aliam 
adhuc adiiccre a praeccdente aliquantum diversam. quandoquidem methodorum 
diversitas ad res obscuriores iilustrandas plurimum conferrc solet. Resolvatur 
p — 1 in factores suos primos fiatque p — 1 =a*b r 'ct etc, designantibus a, b, c 
etc. numeros primos inaequales. Tum theorematis demonstrationem per sequen- 
tia absolvcmus: 

I. Scmper invcniri possc numerum A aut plure* ad exponentem a a 
pertinentem, similiterquc numcros B, C etc. ad cxponcntcs b f ', c T etc. respec- 
tive pertinentes. 

II. Productum ex omnibus numeris A, B, Cetc. (sivc huius producti re- 
siduum minimum ad exponentem p — 1 pertincre. Haec autcm ita dcmon- 
stramus. , 

I. Sit g numerus aliquis ex his 1, 2, 3 .. .p— I, congrucntiae tt m 
= | imod.w) non satisfaciens , omnes enim hi numeri congruentiac huic, cuius 
gradus <Hp — 1, satisfacere nequeunt. Tum dico si potcstas u ipsius 

g ]x)iiatur = A, hunc numcrum. sivc eius residuum minimum ad exponcntem 

a* pertinere. 

Namque patet potestatem «"" ,4m ipsius h congruam fore potestati 
p— 1 ^ 1 * ipsius g i.e. unitati, potcstas vcro a* _,,B ipsius h congrua erit po- 
testati £~ li 146 ipsius g, i. e. unitati erit incongrua. multoquc minus potestates 
a a— *, a" - su *ctc. ipsius h unitati congruae esse possunt. At cxjionens infi- 
mae potestatis ipsius h , unitati congruae , sive exjjonens ad quam pcrtinet h . 
numerum a* metiri debet (art. IV. Quare quum «* per alios numeros divi- 
sibilis non sit quam per se ipsuni . atque ]»er inferiores ipsius « potestates , ne- 
cessario a* crit exponens ad queiu h pcrtiuct. Q. E. D. 1'er similem me- 
thodum dcmonstratur, dari numeros ad cxponcntes //', c T ctc. pertinentes. 

II. Si supponimus . productum ex omuibus A, B. Cctc. non ad expo- 
nentem p — 1, sed ad minorem t pertinere, / ipsum p — 1 metierur (art. 
48), sive erit p ~- integer unitatc maior. Facile autem pcrspicitur, hunc quo- 
tientem vel esse unum e nunieris primis a, b, c etc vel saltem per aliquem eo- 
rum divisibilem (art. 17), ex.gr. per «. de reliquis enim similc est ratiocinium. 
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Metietur itaque t ipsum quare productum ABC etc. etiam ad potesta- 

tem ?~- tuo elevatum unitati erit congruum art. 4<i ). Sed perspieuum est sin- 

gulofl B, C, ctc. (exemto ipso A) ad poteatatem 1,1,1 ele.vatos unitati con- 

gruos ficri . quum cxponentes b r \ & etc. ad quos smguli pcrtinent ipsum 

metiantur. Hinc erit 

/>— i p— i p— i ji— i 

,4 " # " C ° etc. = A " =1. 

Unde sequitur expoiienteiu ad quein A pertinet ipsum *~ ! metiri debere 
(art. 48), e. esse intcgrum; at = *-£_?!£: intcgcr essc nequit (art 1 5). 

1'nde tandem concludcre oportet. suppositionem nostram consistere non posse, 
i. e. ])roductum ABC etc. rcvcra ad exponcntem j> — 1 pertinerc. Q. E. D. 

Demonstratio postcrior priori aliquantulum prolixior esse videtur, prior 
contra posteriori minus directa. 

;><;. 

IIoc theorema insigne exeinplum suppeditat . quanta circumspectione in 
theoria nuinerorum saejicnumero opus sit. nc. quac non sunt. pro certis assuma- 
mus. Celcb. Lambcrt in diss. iam supra laudata Acta Erudit. 1769 j>. 127 huiufl 
projwsitionis mcntioncm facit fled dcmonstrationis ne ncccssitatem quidem attigit. 
Nemo vcro dcinonstrationcin tcntavit praeter Mimmum Eideruni. Comment. nor. 
Ac. Petroji. 2'. XVIII ad aiinum 1 7 7 :J . Dcmonstratimes circa re.sidua tX dirisione 
jiotc.statum j>er numeros jirimo.s resuitantia p. S5 scqq. vid. imprimis art. 37 ubi dc 
demoustratiouis nccessitate fusius locutus cst. At. demonstratio quam Vir saga- 
clssimus exhibuit duos defectus habet. Altcrum quod art.:M ct sqq. tacite sup- 
ponit. congruentiam x" ~ I (translatis ratiociniis illic adhihitis in nostra signu 
revcra n radiccs divcrsas haberc. quamquam antc niliil aliud fucrit demonstra- 
tuin quani quoil jilures habcre nequeat; altcruni, quod fortuulam art. 3 4 jm-T induc- 
tioncm tantunnnodo deduxit. 

/!ntlir<« priinilit at . htiv, jwKnM. 

..7. 

Xumcros ad exponcntein ji— I |>ertineutcs radice.s jjiimittcas cum ill. Eu- 
lcro vocabinuis. Si uritur a cst radix primitiva, potestatum a. aa, a* . . . a p ~' 
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residua niininia Omnia erunt diversa; undc facilc deducitur, inter haec omnes nu- 

meros 1,2,3 qni totidem sunt multitudine qnot illa residua minima, 

repcriri dcbcrc, i. e, qucnivis numcrum ner j> non divisibilcm i>otcstati alicui i|>- 
sius a congruum cssc. Insignis hacc proprictas pcrmagnac cst utilitatis, oj>e- 
rationesque arithmcticas, ad congrucntias i>crtincntcs . haud parum sublcvare pot- 
est, simili fere modo, ut logarithiuorum introductio opcrationes arithmeticae vul- 
garis. Raditem aliquam priinitivam , a, ad lubitum pro basi adoptabimus, ad 
quam omncs numcros j>er p non divisibilcs refercnms, et si fuerit a'~b mod.y/, 
e ipsius b indicem vorabimus. Rv.gr. si pro modulo 19, radix primitiva 2 pro 
basi assumatur rcspondcbunt 

numcris 1.2. 3.4. 5. 6.7. 8.9. 10. 11. 12. 13. 14. 1 5. J 6. 1 7. ts. 

indiccs 0. 1. 1 3. 2. 16. 14. 6. 3.8. 17.12. 15. 5. 7.11. 4.10. 9. 
1'eterum patet, mauente basi, cuiquc numcro plurcs indiccs convcnire, sed lios 
omnes .secundum modulum p — 1 forc congruos; quamobrem quotics de indici- 
bus scrmo erit, qui secundum modulum jj — 1 sunt congrui pro aequivalcntibus 
habebuntur, simili modo uti numeri ipsi, quando sccundum modulum j> sunt 
congrui. tamquam acquivalcntes si>ectantur. 

,58. 

Thcoremata ad indices pcrtincntia prorsus analoga nunt iis quae ad loga- 
rithmos spcctant. 

Index j>roducti e quotcunque factoribm conjfati congruus est summae indicum 
singulorum /actorum secundum modulum p — I . 

Index potestati.s numeri ulicuius congruus e.tt producto ex indice numeri dati m 
exjtonentem jiotestatis, secundum mod. p—\. 

Dcmonstrationes propter facilitatem onuttimus. 

Hinc perspicitur si tabulam construere velimus ex qua omnium uumcroruin 
indiccs pro modulis diversis desumi possint, ex hac tum omnes numeros modulo 
maiorcs , tum omncs compositos omitti posse. Sj>ecimcn huius modi tabulae ad 
calcem operis huius adiectum est, Tab. 1. ubi in prima columna verticali positi 
sunt numeri primi primorumquc potestatcs a 3 usque ad 97, qui tamquam moduli 
sunt si>ectandi, iuxta hos singulos numeri pro basi assumti; tum scquuntur indi- 
ces numerorum primorum successivorum , quoruin quini sempcr jicr parvulum iu- 
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t 

tervalluin sunt disiuneti , eodemtpie ordine supra disjiositi suut nuineri primi; ita 
ut quis index nuinero prinio dato secundum mudidum datum respondeat , facile 
tutoquc invcniri possit. 

Ita ex. gr. si /> = 67 indcx numcri 60, assumto 12 pro basi erit 

= 2 Ind. 2 -f- lud. 3 -f- Ind. 5 mod. 66 1 =58 + 9 + 39=10 

oil. 

Index caloris cuiuscunque expressionis ? mod.p. , [art. 31 1 congruus est secun- 
dum modulum p—\ differentiae indicum numeratoris a et denominatoris b, siqui- 
dem numeri a, b per p non sunt dirisibifes. 

Sit enim valor quicunque c: eritque bc=a uiod.// ; hinc 

lnd.t-f- Ind.r = Ind.w mod./> — 1) 

adeoque Ind.c = Ind.« — Ind.t 

Si itaque tabula habetur, ex qua index cuique numero respondens pro quo- 
vis modulo primo, aliaque ex qua numcrus nd indiccm datum pcrtincns dcrivari 
possit. omnes congruentiae primi gradus facillimo ncgotio solvi potcnmt, quoniam 
oinnes reduci possunt atl tnles, quaruin modulus cst numcrus primus ■ art. 30 . 
E.g. proposita congruentia 

29j+7 = o mod.47) erit x= ~ i;mod.47 , 
Hinc Tnd..r = Ind. —7 — lud.29 = Ind.lO — Ind.29 = 15 — 43 = 18(mod.46) 

At immenis cuius indcx \b invcnitur 3. Quare x= 3 mod. 47). — Tabulam 
secundam quidcm non adiecimus: at huius vicc alia dcfungi poterit uti «Sect. VI 
ostendemus. 

/>, raiUcibu* co^ruentiat x» = A. 
60. 

Nimili modo ut art. 31 radices congruentiaruiu primi gradus designavinius. 
in sequentibus ctiam coiigruentiarum purnrum altiorum graduum radiccs pcr sig- 
num cxhibcbimus. Uti scilicet \A nihil aliud signilicat quam radiccm aequationis 
& — A, ita apjxjsito modido per %A mo&.p) dcnotabitur radix quaccunquc 
congruentiae x"=A mod./y,. Jlnnc expressionem {Mimod.// tot valores ha- 
bere diccmus. quot habct secundum p incongruos, omnes cnim qui sccundum p 
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sunt congrui tamquam aequivalentes spectandi art. 26). Cetcrum patet, si A, B 
secundum p fuerint congrui, exprcssioncs $A t y^BmoA.p) aequivalentes fore. 

■ 

Iam si ponitur $A SSS mod . p) , erit n Ind. x~ Ind. Almod.p — 1). Ex 
hac congruentia dcducuntur ad praccepta sectionis praec. valores ipsius lnd..r at- 
que ex his valorea respondentes ipsius x. Facile vero perspicitur x habere to- 
tidem valores, quot radices congruentia nInd..r=IndM {moA.p — 1). Manifesto 
igitur %A unum tantummodo valorcm habcbit quando » ad p—\ estprimus; 
quando vero numcri n, p — 1 divisorcm communcm habent e, atquc hic cst ma- 
ximus . Ind. ,r habebit c valorcs incongruos sccundum p — 1 , adcoque $A 
totidem valorcs incongruos sccundum p, siquidem lnd .1 per 6 est divisib>Us. 
Qua conditionc dcficiente \'A nullum valorem realem habebit. 

Exemplum. Quaeruntur valores expressionis 'yM 1 (mod. 1 9). Solvi itaque 
debet congruentia 1 5 Ind. x^ Ind. 11=0 mod. 1 S), invenienturque tres valores 
ipsius Ind. x = A, 10, 1 6 (mod. 1 b). His vero respondent valorcs ipsius x, 6,9,4. 

61. 

Quantumvis expedita sit mcthodus haec quando tabulae nccessariae adsunt, 
debemus tamen non oblivisci, indircctam eam csse. Operae igitur prctium erit 
inquirere quantum methodi dircctac pollcant: trademusque hic ea quac ex praecc- 
dentibus hauriri possunt: alia, quac considerationes reconditiores postulant , ad 
8cctionem VIII rescrvantes. Iuitium facimus a casu simplicissimo, ubi .4 = 1, 
sive ubi radices congruentiae x" = 1 mod.//| quaeruntur. Ilic itaque, assumta 
radice quacunque primitiva pro basi, dcbct esse w Iud. iSl (mod./> — I). Quae 
congruentia, quando n ad p — 1 est primus, unam Umtummodo rndicem habc- 
bit, scilicct lnd..r=0 mod./> — 11: quarcinhocccca.su \h raod./> unicum va- 
loreiu habct, scilicct = 1 . Quando autcm numeri n, p— 1 habent divisorcm 
communcm (maximumi C, congruentiae « Ind..r = 0 mod./> — 1) solutio com- 
plcta eiit lnd.^ = 0(mod.^-) (V. art. 29 , i. e. Ind. .r secundum modulum 
p — I alicui ex his numcris 

« 

congruus esse dcbebit, sivc 6 valores secundum modulum p — 1 incongruos 
habebit; quare etiam x iu hocce casu valores diversos sccundum modulum 

7 
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p incongruos) habebit. Hinc perspicitur. expressionem y'! etiam 6 valores 
diversos habere, quorum indiees cum aute allatis prorsus conveniant. Quocirca 
cxprcssio /1 (mod./i) huic $\(mod.p) omnino aequivalet, i. e. congruentia 
•r & =l(mod.^) easdem radices habet quas haec, .r"= 1 (mod.j>). Prior autem 
inferioris erit gradus siquidcm o" ct n simt inaequales. 

Ex. v 1 (mod. 19} tres habet valores, quia :t maxima numerorum 15, 18 
mensura communis , hique simul erunt valores expressionis ^lfmod. 19). Sunt 
autem hi 1.7,11. 

02. 

Per hanc igitur rcductionem id lucramur ut alias congruentias formae 
•r" = 1 solverc non sit opus, quam ubi n numeri p — 1 est divisor. Infra vero osten- 
demus, congruentias huius formae semper ulterius adhuc deprimi posse, licet prae- 
cedentia ad hoc non sufhciant. Uuum tamen casum iam hic absolvere possumus 
scilicct ubi «=2. Manifcsto cnim valores expressionis y/\ erunt +1 et — 1 
quia plures quam duos habcre nequit , hiquc -(- I et — 1 semper sunt incongrui 
nisi modulus sit =2, in quo casu y/\ unum tantuin valorem haliere posse, per 
se clarum. Hinc sequitur, -f- 1 et — I etiam fore valores expressionis 
quando m ad sit primus. Hoc semper eveniet, quotics modulus est eius 

indolis ut fiat numerus absolute primus (nisi forte p — \ —lm in quo 

casu omnes numeri 1 , 2, 3 ..../>— 1 sunt radices) e*. gr. quando p = 3, 5. 7 , 1 1 , 
23, 47, 59, S3, 107 etc. Tamquam corollarium hic annotetur, indicem ipsius — l 
semper esse == (mod./> — 1), quaccunquc radLx primitiva pro basi accipia- 
tur. Namque 2lnd.( — l)==0jnod./> — 1). Quare lnd. ( — 1) erit vel =0, 
vel = (mod. p — 1): 0 vero semper index ipsius -(- 1 , atque -\- I et 
— I semper indices diversos habere debent praeter casum p = 2 ad quem hic 
respiccre operae non est pretium). 

63. 

Ostendimus art. 60 cxpressioncm tyAmod.p ) habere 6 valores diversos, 
aut omnino nullum, si fucrit c" divisor communis maximus numcrorum n, p — 1. 
Iam uti modo docuimus $A et $A acquivalentcs esse, si fuerit A=i, ge- 
neralius probabimus, expressionem \> A sempcr ad aliam y/B reduci posse cui 
aequivaleat. IHius enim valore quocunque deuotato per x erit .r" = yi; iam 
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sit t valor quicunque cxpressiouis ~ fmod./>— 1), quam valorea reales habere 
ex art . 3 1 perspicuum ; eritquc **■ := A* at x tn s J' prupter t n z= C mod.p — i). 
Quare x h =A l adeoque quicunque ipsius $A valor erit etiam valor ipsius 
VA*. Quoties igitur $A valores reales habet, expressioni \fA* prorsus acqui- 
valcns erit, quoniam illa ncque alios habet quam hacc ncquc pauciores. licct quan- 
do \TA nullum valorein rcalcm habct. ticri tamen j>ossit ut yfA* valores reales 
habcat. 

Kv. Si valorcs cxpressionis V2;mod. 31) quaeruntur, erit numerorum 
21 et 30 divisor communis maximus 3, expres.sionisque ^ mod. 30) valor ali- 
quis 3, quarc si V2 valores realcs habet, huic exprcssioni ^2 3 sivc {fS oc- 
quivalcbit, invcnicturquc revera, posterioris cxprcssionis valores qui sunt 2, H>. 10 
etiarn priori satisfacere. 

> • 

61. 

Nc autcm hanc operationem incassum suscepisse periclitemur, regulatn in 

vcstigarc oportct, pcr quam statim diiudicari possit utrum \TA valores reales 

admittat necne. Quodsi tabula indicum habctur, res in promtu est; namque ex 

art. 60 manifcstum est, valores rcales dari, si ipsius A index, radicc quacunquc 

primitiva pro basi accepta. per o* sit divisibilis, sin vero minus, non dari. Atta- 

men hoc ctiam absquc tali tabula inveniri potest. Posito euim indice ipsius A 

— it, si hic fucrit pcr C divisibilis, erit *l p ~-~ per p — 1 divisibilis et vice 

p—\ 

versa. Atqui numeri A * index erit \ Quare si $A'mod.p) ha- 

p—< 

bet valores reales, A * unitati congruus crit, sin minus, incongruus. Ita iu 
exemplo art. praec. habctur 2*= 1024=1 (mod. 31), unde concluditur '^2 
(mod.3i; valorcs rcalcs habere. Similitcr ccrtiorcs hinc fimus, v^— 1 (mod. p) 
scmpcr valores binos reales haberc, quando p sit formac 4m-f-l, nullum vcro, 
quando p sit formac 4m-f-3; proptcr (— l)*""=l ct | [— 1 — — 1 . 
Elegans hoc theorcma, quod vulgo ita profcrtur: Si p est numerus primus for- 
mae 4»i-f 1, inveniri potest quadratum aa, ita ut aa-f-1 per p jiat divisibi- 
lis;sivero p est formae Am — I, tale quadratum non datur, hoc modo demon- 
stratum est ab ill. Eulero, Comm. nm\ Acad. Petrop. T. XVIII p. 112 ad annum 
177 3. Dcmonstrationcm aliam iam multo ante dederat, Comm. nov. T. V p. 5 
qui prodiit a. 1760. fn disscrt. priori . Cornm . nov. T. IV p. 25. rcm nondum 

7* 



perfecerat. Postea etiam ill. T>a Grange theorematis dcmonstrationem tradidit. 
Noureaux Mrm. de TAe. de Berlin A. 177 5 p. 312. Aliam adhuc demonstratio- 
nem in sectione sequenti ubi propric de hoc argumcnto agendum erit. dabimus. 

65. 

Postquam omnes expressiones yfAmod.p) ad talcs reducere docuimus, ubi 
n divisor numcri p — 1, criteriumque nacti sumus utrum valores reales admittat, 
necne , tales exprcssiones \TA mod./>i ubi n ipaius p — i e«t divisor accura- 
tius conHiderabimus. Primo ostcndcmus, quam relationem valorcs singuli expres- 
sionis intcr se habeant, tum artificia quaedam tradcmus. quorum auxilio unus va- 
lor cxprcssioni8 saepenumero inveniri possit. 

m 

Primo, quaudo A=\, atquc r aliquis ex w valoribus expressionis #1 
mod.//, sive r"= 1 ( mod.j» i. omnes etiam ipsius r potestates erunt valores 
istius expressionis ; horum autem totidem erunt diversi quot unitates habet cxpo- 
nens ad qucm r pertinet art. 4 S ; . Quodsi igitur r est valor ad exponentem 

n pcrtincn8. potcstates ipsius r hae r, r*. r* r" ubi loco ultimae unitax sub- 

stitui pote**i omnes exprcssionis \f\ [moA.p valores involvent. Qualia autcm 
subsidia exstent ad tales valores iuveniendos qui ad exponentem n |)crtincant, 
in Sect.YIII fusius explicabimus. 

Secundo. Quando A unitati est incongruus. unusque valor expressionis 
$A{moo\.p notus, qi" sit 2. rcliqui hoc modo inde dcducuntur. Sint valores 
expressionis #1 b> 

I. r. r*. . r»-' 

^uti modo ostendimus;. cruntquc omncs expr. \M valores bi 

z, zr, zr* . . . . zr*~ l 

namquc omnes hos congrueutiae x" = A satisfaccre inde nianifcNtum quod, po- 
sito quocunque conun = zr, potcstas ipsius n~. z"r" . propter r"=l et z" 
= A. ipsi .1 fit congrua: oinnes divcrsos csse ex art. 23 facile intelligitur ; plu- 
res autem valores quam hos quorum numerus est n, expressio $A habere nc- 
qutt. Ita ex. gr. si alter expressionis {/A valor est z. alter erit — z. Deni- 
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que liinc c-oncludendum omnes valores expr. \M inveniri non possc . nisi simul 
omnes valores expr. \T\ constent. 

60. 

Secundum quod nobis projwsueramus fuit docere, in quo casu unus expres- 
sionis y/ A mod./) ) valor ( ubi n supponitur esse divisor ipsius p — I ) directe 
inveniri possit. Hoc evenit quando aliquis valor potestati alicui ipsius A con- 
graus evadit, qui casus quum haud raro occurrat, aliquantum huic rei immorari 
non superfluum erit. Sit talis valor, si quii datur z, sive z~A k et A=z* 
(raod./>i. Hinc colligitur A = A K "\ qunrc si numerus k habetur, ita ut sit 
A = A k ", A k erit valor quaesitus. At huic conditioni aequivalet ista. ut sit 
1 =A'N(mod.ri, designante / exponentein ad quem pertinet A lart. 46,48). Ut 
vero haec congruentia possibilis sit, requiritur, ut sit n ad r primus. Hoc in 
casu erit k~ ^imod.r); si vero r et n divisorem commuuem habent, M>Uua 
valor t potcstati ipsius A congruus esse potest. 

67. 

Quum autem ad hauc solutionem ipsum / novisse oporteat , videamus quo- 
mmlo proceclere posaimus, si hunc nuinerum ignoremus. Primo facile intelligitur, 

r ipsum ; '^- metiri debere, siquidem \A inod.ju valores reales habeat, uti 
hic semper supponimus. Sit enim quicunque valor y, eritque tum y~' = l, 
tum ,y" = A mod./>); quarc elevando partcs posterioris congruentiae ad potesta- 
tem tZ^l tom . fiet A * = 1; adeoque p ~^ per t divisibUis art. 4* ;, 
lam si ;J — ad n estprimus, congruentia art. praec. kn=i etiam secun- 
dnm modulum p n - Rolvi poterit, manifestoque valor ipsius k congruentiae 
secundum modidum hunc satisfacicns cidcm etiam secundum modiUum r, qui 
ipsum ; '~' metitur. satisfaciet (art. 5i. Tum igitur quod quaerebatur inven- 
tum. Si vero ad n non est primus, omnes ipsius p ~- factores primi 

qui simul ipsum w metiuntur ex p - eiiciantnr. Hinc nancisccmur numerum 
■ aU « primum, designante q productum ex omnibus illis factoribus pri- 
mis, quos ciecimus. Quodsi iam conditio ad quam in artic. praec. pervcnimus ut 

t ad « sit primus locum habet, t ctiam ad q erit priinus adeoque etiam ip- 
sum p ~ mctietur. Quarc si congruentia *n= 1 (mod. ') solvitur (quod 
tieri potest qiiia n ad primus), valor ipsius * etiam secundum modulum 
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/ congruentinc satisfaciet, id quod quaercbatur. Totum hoc artificium in eo ver- 
satur, ut numcrus cruatur qui ipsius t, qucm ignoramus. vice fungi possit. At- 
tamen probc meminisse oportet, nos quando ad n non est primus , suppo- 

suissc conditionem art. pracc. locum habere, quac si deficit omnos conclusiones er- 
roneac eruut; atque si regulas datas temere sequendo pro r valor invenitur, cuius 
potestas « u ipsi A non sit congrua, indicio hoc est, conditioncm dcficere adoo- 
que methodum hanc omnino adhiberi non posse. 

6S. 

Sed in hocoe etiam casu sacpe prodesse potcst , hunc laborem suscepisse; 
opcraeque prctium cst, quomodo hic vajor falsus ad vcros sese habcut investigare. 
Supponamus itaque numeros k, : rite esse deterniinatos «ed z" non essc — A 
;mod. ji). Tum si modo valorcs cxpressionis 'mod. p) detcrminari possint, 
hos singulos per z multiplicando valorcs ipsius \A obtinebimus. Si enim e 
est valor aliquis ipsius y' ^: erit [vz"=A. Sed expressio eatenus hac 

{M simplicior, quod ^.(mod.p) ad exponentem minorem plerumque pertinet 
quam A . Scilicct si numerorum t, q divisor communis maximus est d, ^ 
[mo&.p) ad exponentem d pcrtincbit, id quod ita demonstratur. Substituto pro 
z valorc, fit ~ = (mod.y/. At kn — 1 per ; '-^- divisibilis art. praec.'. 

vero pcr / (ibid.) sivc per '. Atqui j ad ^ est primus (%/>•, 

quare etiam per ^ sive ^~ 1 pcr ~, adeoque ctiam kti — l' pcr j 

et M—ijd pcr r erit divisibihs" ? Hinc dP—Wml [mo&.p), Unde facilc 
deducitur, ^ ad potestatem d tUD cvectum unitati congiimm ficri. Quod vero 
i ad cxponcntem minorcm quam d pertincre non possit facilc quidcin dcinon- 
strari potest. sed quoniam ad finem nostrum non requiritur, huic rci non immora- 
mur. Certi igitur esse possumus, ^ (mod.j/i semper ad minorem cxponentem 
pertinere quam A, unicoexceptoca.su, scilicet quando t ipsum q metitur. 
adeoque rf=f. 

Sed quid iuvnt, quod ~ ad minorem exponentem pertinet quam Af Plu- 
res numeri dantur qui possunt esse A quam qui possunt esse , et quando sc- 
cundum ciuidem modulum plurcs huiusmodi cxprcssioncs \'A evolvcre occasio 
est, id lucramur ut plures ex codcm fontc haurire possimus. Ita «tf, gr. semper 
unicum saltem valorcm cx]>rcssionis y A mod. 29) deterniinare in potestate erit, 
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si modo cxpressionis {/— 1 (mod. 29; valores (qui sunt +12) innotuerint. Fa- 
cile enim ex art. praec. perspicitur, huiusmodi expressionum unum valorcm scm- 
pcr directe determinari posse , quando t impar, et d fieri =2 quando t par; 
praeter — 1 autcm nullus numerus ad exponentem 2 pertinet. 

Exempla. Quaeritur y/'i\ (mod.37). Ilic p — 1=36, « — 3. ^-^=12, 
adeoque q — 3 : debet igitur essc 3*=l{mod. 4] quod obtinetur ponendo £=3. 
Iline ^rnod. 37, =6, inveniturque revera 6'=31 (mod. 37). Si valo- 

res exprcssionis ty\ (mod. 37; sunt uoti, etiam reliqui expr. y-e valores detcr- 
minari possunt. Sunt vero illi 1, 10, 26, per quos multiplicando ipsum 6, prode- 
uut reUqui = 23 et t>. 

Si autem quaeritur valor expr. {^(mod. 37), erit » — 2, — ~— =18: ad- 
eoque q — 2. Hinc debet esse 1k= 1 (mod. 9), unde fit Ar=5(mod. 9;. Qua- 
re * = 3 8 = 21 (mod. 37 ;; at 21* non =3, ued —34; est autem ^ (mod.37) 
= — 1, atque v / — l(mod. 37; = + 6: unde obtinentur vnlores veri 
+ 6.21 = + 15. 

Haec ferc suut, quae hic de talium cxprcssionum evolutione tradere licuit. 
Palam est metb<xlos directas satis prolixas saepe evasuras: at hoc incommodum 
tantum non omnibus methodis directis in numerorum theoria incumbit : neque 
ideo negligendum ccnsuimus . quantum hic praestarc valeant ostendere. Etiam 
hic obscrvare convenit, artificia particularia quae exercitato haud raro se offerunt 
8igillatim explicare, non esse instituti nostri. 

Xexu» indicum in ttyitematHmt tiirerrit. 
69. 

Revertimur nunc ad radices quas diximus primitivas. Ostendimus. radi< t 
primitiva quacunquc pro basi assunita omnes numcros, quorum indices ad p — 1 
primi, etiam fore radices primitivas , nullosque praeter hos : undc simul radicum 
primitivarum multitudo sponte innotcscit. V. art. 53. Quamnam autcm radicem 
primitivam pro basi adoptare velimus, in gcncre arbitrio nostro rclinquitur ; unde 
intelhgitur, ctiam hic, ut in calculo logarithmico, plura quasi systemata dari posse *), 
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quae quo vinculo connexa sint vidcamus. Sint a, b duae radices primitivae. 
aliusque numeruR m, atque. qunndo a pro basi assumitur, index numeri b 
= 6\ numcri m vero index = (i i mod.p — l); quando autem b pro basi as- 
sumitur . indcx numeri a = ct , uumeri m vero = v ( mod. p — l). Tum erit 
ct6 = 1 (mod.p — 1); namque a l ~b, quare a rf =J'=fl imod.^], i^W^ bifiC 
«6=1 {mod./>— 1 ). Per simile ratiocinium invenitur v = ctu, atque /jt=6v 
(mod./> — I). Si igitur tabella indicum pro basi a constructa habetur, facile in 
aliam converti potcst, ubi b basis. Si enim pro basi a ipsius b indcx cst = &*, 
pro basi b ipsius a index erit = ^ (mod. p — I), multiplicandoque per hunc 
numerum omnes tabellae indices, habebuntur omues indiccs pro basi b. 

70. 

Quamvis autem plures indices numero dato contingerc possint. aliis aliis- 
que radicibus primitivis pro basi acceptis , omnes tamen in eo convenient . quod 
omncs cundem divisorem maxiinum cum p — 1 communem habebunt. Si enim 
pro basi a, index numeri dati est m, pro basi b vcro «, atque divisores ma- 
ximi his cum p — 1 communes /u, v snpponuntur esse inaeqnales, alter erit 
maior, ex.gr. u>v, adeoque (i ipsum n non mctictur. At dcsignato indicc 
ipsius a, quando b pro basi assumitur, pcr a, crit (art. praec. w = ct jh mod. 
p — 1 ) adcoquc p, etiam ipsum n metietur. Q. E. A. 

Hunc divisorem maximum indiribus numeri dati . ipsique p — 1 commu- 
nem, a basi non pcnderc, etiam inde pcrspicuum. qnod aequalis est ipsi ^T-. de- 
signante r exponentem ad quem numerus, de cuius indicibus agitur, pertinct. Si 
enim index pro basi quacunque est k, erit t minimus numerus per quem k mul- 
tiplicatus ipsius p— 1 multiplum evadit (excepta cifra vid. artt. 4S, 3S, sive 
minimus valor expressionis j (mod. p— 1 praeter cifram; hunc autem aequa- 
lem esse divisori mnximo communi numerorum k et /> — 1 ex art. 29 nr"o ne- 
gotio derivati"- 

71. 

Porro facile demonstratur , basin ita semper accipere licere. ut numerus ad 
exponentem / pertinens indicem qucmlibct datum nansiscatur, cuius quidem ma- 
ximus dirisor cum p—\ communis ~ p ~\ Designemus hunc brevitatis gra- 
tia per d, sitque index propositus =rfm, numeriquc propositi. quando quaelibet 
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radix primitiva « pro basi act ipitur. index ^</«. cruntque m, n nd v ~~ sive 
ad t primi. Tum si g est valor exprcssionis ^f" fmod./> — l :, simulque ad p — 1 
primus, erit «' radix primitiva, qua pro basi acccpta uumcrus propositus indicem 
</m adipiscetur erit enim a =o == numcro proposito 1 , id quod desidcraba- 
tur. Sed expressionem (mod./> — 1 valores ad p — I primos admittcre. ita 
probatur. Aequivalet illa exprcssio huic: £(niod. y '~- i sive £ (mod, t) vid. 
art. 31,2, eruntque omnes eius valores ad t primi; si enhn aliquis vnlor e divi- 
sorem cum t communem haberet, hic divisor etiam ipsum me metiri debcret. 
adeoque ctiam ipsum n, cui »i<? secundum t congruus, contra hypoth.. ex qua » 
ad t primus. Quando igitur omnes divisorcs primi ipsius p — 1 etiam ipsum / 
metiuntur, omnes expr. ^(mod. /) valorcs ad p — I primi erunt multitudoque 
eorum — </; quando autcm p — 1 alios adhuc divisorcs primos, fg, h ctc. iinpli- 
cat, ipsum t non mcticntcs. ponatur valor quicunquc cxpr. £ mod./i = e. Tum 
nutem quia omncs t,f<f,h etc. intcr se primi, invcniri potest numerus 6, qui se- 
cundum t ipsi e, sccundum f.g.h ctc. vero numcris quibustunque ad hos resiN>ctive 
primis fiat congruus (art. 32;. Talis itnquc numcrus per nullum factorcm primum 
ipsius p — 1 divisibilis adcoque ad p — 1 primus erit, uti dcsidcrabatur. Tandcm 
haud iliflicile ex combinationum tbcoria dcducitur. talium valorum multitudincm 
fore = P ~' '- f ~j g ~' etc : Sl, d ne digrcssio baec in nimiatn molcm cxcrescat, 
demonstrationeui, quum ad institutum nostrum non sit adeo neccssaria, omittimus. 

72. 

Quamvis in genere prorsus arbitrarium sit.quaenatn radix primitiva pro ba- 
si adoptetur, interdum tamen bases aliae prac aliis conimoda quacdam pcculiaria 
pracbcre possunt. In tabula I semper numerum 1 0 pro basi assumsimus. quando 
fuit radix primitiva; alioquin basin ita semper dctcrminavimus ut numeri 10 in- 
dex evaserit quam minimus i.e. — P ~A denotante t cxponcntem ad qucm 10 
pertinuit, Quid vero hiuc lucremur, iu Seet. VI ostendcmus ubi cadctu tabula 
ad alios adhuc usus adhibebitur. Sed quoniam etiam hic aliquid arbitrarii rcma- 
ncre potcst , ut cx art. praee. apparet : ut aliquid certi statucrcmus, ex omnibus 
radicibus primitivis quacsitum prncstantibus minimam semixr pro basi clcgimus. 
Ita pro p=T.\, ubi f = 8 atque </ = ». a c habet | i.e. 6 valores. qui 
sunt 5. 14. 20. 2S. 39. 40. Assumsimus itaque minimum 5 pro basi. 

8 
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Methodi radiccs primitivas invcnicndi maximam partcm tcntando innitun- 
tur. Si quis ca quac art. 55 docuimus cum iis quae infra dc solutionc eongruen- 
tiae .r"= ! trademus confcrt, otnnia fere, quac pcr mcthodos directas cffici pos- 
sunt. hahehit. 111. Euler confitetur, Opusc. Auafjft. T. I. p. 152. maxime difficilc 
videri . hos numcros a.ssignare , corumquc indolcm ad profundissima numcrorum 
mysteria essc rcfcrcndam. At tentando satis expedite scqucnti modo dcterminari 
possunt. Excrcitatus opcrationis prolixitati pcr midtifaria artificia particularia 
succurrcrc scict : hacc vcro pcr usum multo citius quam pcr pracccpta ediscuntur. 

1°. Assumatur ad lihitum uumerus ad p (ita semper nioduluni dcsigna- 
musj primus. a, plcrumquc ad calculi hrcvitntem condueit, si quam minimum ac- 
cipimus. ex.gr. numerum 2) dctermincturque eius periodiis art. 40 , i.e. residua 
minima ipsius potestatum, doncc ad potcstntem a* pcrvenintur, cuius rcsiduum 
minimum sit 1*). Inm si fucrit t=p — I, « cst radix primitiva. 

2°. Si vero t<^p — I, accipiatur alius numems b in pcriodo ipsius a non 
contcntus, invcstigcturquc simili modo huius ]M>riodus. Designato exponente ad 
qucm b pcrtinet per «. facilc perspicitur N ncque ipsi t acqualem ncquc ipsius 
partcm aliquotam essc possc, in utroque eiiim casu fieret b ( =l, quod csse ne- 
quit, quum pcriodus ipsius a omncs numcros amplectntur, quorum i>otcstas ex- 
poncntis t unitati congrua (nrt. 58). Quodsi u fucrit — p — 1, crit b radix 
primitiva; si vcro m non quidcm = p — I, sed tamcn midtiplum ipsius t, id lu- 
crati sumus. ut numerus constet ad exponentem maiorcm pcrtincns , adeoque sco- 
I>o nostro, qui est invenire numcrum «d cxponcntem maximum pcrtinentem. pro- 
piores iam simus. Si vcro u neque —p — 1 , neque ipsius / multiplum, tamen 
numcrum invcnirc possumus ad cxponentcm ipsis /, u maiorcm pcrtincntcm, 
uempc ad ex|>oncntcm minimo dividuo communi numcrorum t. u acqualcm. Sit 
hic — y, resolvaturquc y itn in duos factores intcr se pritnos, m,n, ut altcr i]>- 
sum /, alter ipsum « metiaturx). Tum fiat potestns - u ipsius a, ~ A , \wte- 

') QuinquU *ponte per*piciet , non opus e«e has potcstates ipsas novisse , quum cuiusvi* rcsiduum mini- 
mum facile ex residuo minimu potcxtati» pruccedcntin ohtineri po*»it. 

t) Uuomodo hoc fieri possit cx art. |s haud difncultcr dcrivntur. Kenolvatur y in factores talcs, qui 
•int sut numcri primi ditersi itut numerontm primorum diu-rsorum potestaU». Homm quisquf nllenitnim tm- 
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I 

.stas " u jpsins b, ~B[moA.p\. eritquc productum AB numcrus ad exponcn- 
tem « pcrtinens; faeile cnim intelligitur, A ad exponcntcm m, B ad exponcntem 
n pcrtincrc; adcoque productum AB ad mn pertincbit, quia m, n intcr sc sunt 
primi. id quod prorsus codcin modo uti in art. 55. II processimus probari poterit. 

3°. Iam si y—p — 1, AB crit radix primitiva; sin minus, simili modo ut 
uutea alius nuinerus adhibendus erit, in periodo ipsius AB non occurrens; erit- 
que hie aut radix primitiva, aut pertinebit a<l exponentem ipso y maiorcm. aut 
certe ipsius auxilio (uti antc) numcrus ad exponentem ipso tf maiorcm pertinens 
invcniri poterit. Quum igitur numeri qui per repetitionem huius opcrationis prode- 
unt. ad exi>oncntcs continuo crescentes j>crtineant. manifcstum cst taiidem nu- 
mcrum inventum iri. qui ad cxponentem maximum pcrtineat. i. e. radicem pri- 
mam. q. e. /. 

74. 

Per exemplum praecepta haec clariora ricnt. Sit p — 73, pro quo radix 
primitiva quaeratur. Tentemus primo numerum 2, cuius periodus prodit haee: 

1. 2. 4. S. 16.32. 64. 55. 37. 1 etc. 
0.1.2.3. 4. 5. 6. 7. 8.9 etc. 
Quum ipitnr iam potestas cxi>oncntis 9 unitati congrua fiat , 2 non est radix pri- 
mitiva. Tcntctur alius numerus in periodo ipsius 2 non occurrcns ex. ^r.-3. cu- 
ius periodus eat haec : 

I. 3. 9. 27. S. 24. 72. 70. 64. 46. 65. 19. 1 ctc. 
0.1.2. 3.4. 5. 6. 7. S. 9. 10. 1 I. 12 ctc. 
Quare neque 3 est radix primitiva. Exponcntium autem ad quos 2, 3 pcrtincnt. 
i. e. numerorum 9, 12) dividuus communis minimus est 36, qui in factorcs 9 ct 4 
ad praecepta art. praec. resolvitur. Evehcndus itaque 2 ad potestateiri exponcn- 
tis f , i. e. numcrus 2 ipse rctincndus; 3 autem ad potestatem exponentis 3: pro- 
ductum ex his est 54, quod itaque ad exponentem 36 i>crtincbit. Si deniqui' ip- 
sius 54 periodus computatur numerusque in liac DOD contcntus ex. gr. 5 denuo 
tentatur, hunc esse radicem primitivam. reperietur. 

meronim t, u mefictur («ivc ctiam utrumque). .VUcrihantur singuli »ut numero t aut numcro u, prout illum 
aut hunc motiuntur: quando aliqui* utrumque metitur, arhitrarium est, cui adscrihatur l productum ex iiaqui 
ip« t ad»cripti iiunt, «it = ,n. productum c reliqui» = n, facileque per»pici«-tur m ip*um t, n ip«um « me- 
tiri, atque e**e wi« = y. 

8* 
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Antequam hoe nrgumcutum dcscrnmus, propositiones qun-sdam trademus, 
quae ob simplicitatcm suam attcntione haud indignae vidcntur. 

Productum e.v omnibus terminis periodi numeri cuiusvis est =1, quando ipso- 
rum multitudo, sive expmens ad quem numerus pertinet, est impar, et = — I, quando 
ille exponens est par. 

Ex. Pro modido 13 pcriodus numeri 5 constat ex his tcrminis 1,5. 12,* 
quorum productum I S0 =3 — 1 (mod. 1 3). 

Secundum cundem modulum periodus numcri 3 constat c terminis 1,3,9 
quorum productum 27 — 1 'mod. 1 3). 

Demonstr. Sit exponens, ad quem numerus pertinet, t, atquc indcx nu- 
mcri, id quod si hasis ritc determinatur semper fieri potcst art. 71). Tum 

index producti cx omnibus pcriodi terminis crit 

= (1 + 2+ 3+etc. + f- .) = d=±)>_^ 

i.e. =(> mod.^ — 1), quando t impar, et = i '^"-, quando t par; hinc in priori 
casu productum illud =1 (mod.pl ; in postcriori vero = — 1 mod.;»'. art. <ii). 
Q. E. D. 

7(5. 

Si numerus iste in theor. praecedente est ratUx j»rimitiva, cius pcriodus om- 

ncs numcros 1,2,3 p — 1 comprehendet, quorum productum itnquc scmpcr 

= — 1 (namque p — I semper pnr , unico casu p — 2 excepto in quo —1 et 
+ 1 aequivalent . Thcorcma hoc elcgans quod itn cnunciari solet: productum e.i 
omnibus numeris numero primo dato minoribus, unitate auctum per hunc primum est 
dirisibile, primum a ccl. Wtfing cst prolatum armigcroque Wilson adscriptum. 
Meditt. atycbr. Ed. 3. p. 3S0. Sed neutcr demonstrarc potuit, et cel. Waring fa- 
tetur dcmonstrationem eo difticiliorcm videri, quod nulla notatio fingi possit, quat* 
numcrum primum exprimnt. — At nostro quidcm iudicio huiusmodi vcritntcs cx 
notionibus potius qnnm cx notationibus hauriri dcbcbant. Posten ill. La tirange 
dcmonstrntioncm dcdit. Aokp. Mem. de l'Ac. de Berlin, 1771. Innititur ea consi- 
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derationi cocfhcientium ex evolutionc produrti 

aH-l.*-f-2.X+3....*+^— I 
oriundomm. Scilicct posito hoc producto 

coefheientes .1, B ctc. M pcr p erunt divisibilcs, N vero erit =1.2.3..../»— I. 
Iam pro .r = 1 . productum ]ier divisibile; tunc autem crit = l + iY mod./> : 
quare ncecssario 1 + iV per p dividi |K)tcrit. 

Denique ill. Euler in Opttsc. attalyt. T. I. p. 3251 demoustrationem dedit. 
cum ea quam uos hic exposuimus couspirantem. Quodsi talcs viri theorema hoc 
meditationibus suis non indignum censucrunt, non improbatum iri speramus, si 
aliam adhuc demonstrationcm api>onimus. 

77. 

Quando sccundum modulum p, productum duorum numerorum «, b uni- 
tati est congruum, numeros a, b cum ill. Euler socios vocemus. Tum secundum 
sect. praec. quivis numerus positivus ipso p minor socium habebit positivum ipso 
p minorem et quidcm unicum. Encilc autcm probari potest ex numeris I, 2. 
. 3 .. . . p — 1 ; I ct p — 1 csse unicos qui sibi ipsis sint socii : numeri enim sibi ip- 
sis socii, radiccs erunt congruentiae xj:=1; quae quoniam est secundi gradus 
plurcs quaiu duas radices, i. e. alias quam 1 et p — 1 habcrc nequit. Abiectis 

itaque his numerorum reliquorum 2,3 p — 2 bini scmpcr crnnt associati; 

quare productum ex ipsis crit ■ I adeoquc productum ex omnibus 1 , 2. 3 ; . . 
p — 1, f=p— I sive = — 1. Q.E.D. 

Ev. qr. pro p — ] 3 numcri 2. 3, I .... 1 I ita associantur : 2 cum 7 ; 3 cum 
9; 4 cum 10; 5 cum S; 6 cum 11: scilicct 2.7 = 1; 3.9=1 etc. Hinc 2.3.4 
11 = 1: adcoquc 1 . 2. 3 .... 1 2 = — 1 . 

7S. 

1'otest autcm thcorcma Wilsonianum generalius sic proponi. Producttun ex 
omnibus numeris, numero quocunque dato A minoribus simulque ad ipsum primis, 
conyrtium est secundum A, unitati vel negative rel positive sumtae. Xegative suiuen- 
da cst unitas . quando .1 est formae p m . aut huiusce 2p m , designante p nume- 
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runi ]>rimurii a 1 diversum. insuperque quando 4 = 4; positivc nutem in omnibus 
casibus rcliquis. Thcorema, quale a cel.Wilson est prolatum, sub casu ]>riori con- 
tinetur. — Rv. gr. pro .4=15 productum e numeris 1,2,4,7,8,11,13.11 est 
= l(mod. 15). Dcmonstrationem brevitatis gratia non ndiungimus: obscrvamus 
tautum. eam simili modo pcrfici possc ut in nrt. prncc. . cxccpto quod congruentin 
ra EH I plurcs quam duas radices hnberc potest, quae coiisiderationes qunsdum 
]H'tuliarcs postulant. 1'osset ctiam dcmonstratio ex considerntione indicum pcti. 
similiter ut in nrt. 7 5, si ca quac mox de modulis non primis trademus conferantur. 

79. 

Kcvcrtimur nd enumemtioncm nliarum propositionum nrt.7 5). 

Summa omnium terminorum periodi tiumeri cuiuseis est — 0, uti in cx. art.75. 
i +r,-j-i2H-s = 26 = 0(mod. 13). 

Dem. Numerus dc cuius periodo niritur, sit — a, atquc cxponcns nd quem 
pertinet, =t, critque summa terininorum omnium jK-riodi. 

== 1 + a + a a + « 3 -f- etc. +«•-' = £=J mod.;>) 

At «' — 1=0: quare summa haec semper crit = 0 art. 22), nisi fortc «— -1 
per p sit divisibilis. sive «= 1; hunc igitur casum excipere 0]>ortet. si vcl unum 
terminum periodum vocnrc vclimus. 

80. 

Vroductum ex omnibus radicibus primitiris est = 1 , exeepto unico casu. 
p — 'A \ tum cnim una tnntum datur rndix primitiva. 2. 

Demonstr. Si radix primitiva quaecunque pro bnsi assumitur, indices radi- 
cum omnium primitivarum crunt numcri ad p — I primi simulquc ipso minorcs. 
At horum numerorum summa . i. e. indcx producti cx omnihus radicibus primiti- 
vis, cst — 0 mod.^j — li adeoque ]>roductum == 1 (mod. J>) ; faeile cnim pcrspi- 
citur. si k fuerit numerus ad p — 1 primus. etiam p — 1 — k ad p — I pri- 
mum fore adcoquc binos numcros ad p — I primos summam cotistitucrc ]>er 
p — I divisibilem: k autem ipsi p — I — k numquam acqualis esse potest, prne- 
ter casum, p — 1 = 2. sive /» = 3, quem excepimus; manifesto eiiim in 
omnihus reliquis casihus ad p — 1 non est primus . 
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8i. 

Sumnui omnium radicum primitivarum est aut = 0 (quando p — I pei </««• 
dratum aliquotl est divisibilis; , aut = + 1 (mod.p) , (quando p — 1 est produc- 
tum e numeris primis inaequalibus ; quorum multitudo si cst par signum positi- 
vum, si vero impar. nefjntivum sumendum). 

Ex. 1° pro />=13. habentur radices primitivae 2,0,7,11. qunrum sum- 
ma 26 = 0 mod. 13}. 

2°pro p=ll, radices primitivae suut 2, 6, 7,h quarum summa 23 = 
+ 1 >od. 11). 

3° pro p~\\ . radices primitivae sunt 3. 1 1 , I 2, I 3. 1 7. 1 1 . 22. 24. qua- 
rum summa, 123 = — 1 mod. 31). 

Demonstr. Supra dcmoustravimus (art. 55, II;, si p — l fuerit = a 1l 6 e c r 
etc. [designantibus a.b.cetc. numeros primos inaequales) atque A, B, Cetc. numen 
quieunque ad exponentes a*, 6 S , etc. rcspcctive pertincntcs, omnia producta 
ADCctc. cxhibere radic.es primitivas. Facile vcro ctiam dcmonstrari potest. 
quamvis radiccm primitivam pcr huiusmodi productum cxhiberi posse et quidem 
unico tantum modo *). 

Uude sequitur hacc producta loco ipsarum radicum primitivarum accipi 
posse. At quoniam in his productis omncs valorcs ipsius A cum omnibus ipsius 
Betc. combinari oportet, omnium horum productorum summa ae<pudis est pro- 
ducto ex summa omnium valorum ipsius A, in summam omnium valorum ipsius 
B, in summam omnium valomm ipsius Cetc. uti cx doctrina combinationum no- 
tum cst. Designcntur omncs valores ipsorum A; B etc. , pcr A, A', A" ctt . ; 
B, B, B" etc. ctc. , eritquc summa omnium radicum primitivarum 

= (^H-^' + etc.;i iB + B+etc\ etc. 

lam dico. si exponens a fuerit =1, summam A-\- A' -4-/1" + etc. fore =— 1 
imod./i), si vero a fucrit >1. summaiu hanc forc =0, similiterque de reli- 
quis 6\ yctc. Simulac hacc crunt dcmonstrata, theorcmatis nostri veritas mani- 

•) Determincntur scilicet numeri tt, b, t, et«. iu, ut «it n=l(mod.a*) et = •(mod. b T 'rl et«.) ; b = l 
(mod. b') ct = o (mod. a a J etc.) etc. (vid. art. 3 J), undc fiet tt + b + c + ctc. = 1 ( mod. p — l ) , (art. l «). 
lam »i radix primitiva quaecunque , r, per produttum .-! li C c tc. exhiberi dcbct acripiatur A = <•", //=»•'. 
Cnr c etc. , atquc pcrtinebunt A ad cxponcntcm «*, B ad exponcntem 4'etc. ; productumquc cx omniliu» 
A,h, Cotc. orit = r(moA.f,): denique facile pcrnpicitur A. B. C etc. alio modo detcrminari non poase. 
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fcsta erit. Qunndo cnim p— 1 per quadratum aliquod divisihilis cst. aliquis cx- 
poneutium a, li, y ctc. unitatcm supcrabit, adcoquc aliquis factorum. quorum pro- 
ducto congrua est surama omnium rndicum primitivnrum , erit = 0, et proin 
ctiam productum ipsum: qunndo vcro p — 1 pcr nullum quadrntum dividi potest, 
omncs cxponcntes a, G\ yctc. erunt —1, undc summiromnium radicum primi- 
tivnrum coiurrua crit producto ex tot factoribus. quorum quisque = — I, quot 
habentur nurneri a,b,cetc. , adeoquc erit = + 1, prout horum numerorum 
multitudo par vel impar. llla autem itn probnntur. 

1°. Qunndo cc=l atquc A nuincrus ad exponentcm a pcrtinens, reli- 
qui numeri nd hunc cxponentem jiertinentes erunt A*,A a A a ~ l . At 

^+4+4*+^*....+^-* 

est summn pcriodi completae, adeoque =0 (art. 79). quare 

A.+A % +A s .... + A a - i -±—\ 

2". Quando nutcm a 1 , atquc A nnmcrus ad cxponcntcm «* |>erti- 
nens , rcliqui numcri ad hunc cx]M>ncntcm pcrtinentes habcbuntur, si cx hii A*, 
A s , A K . . . . A a -l rciiciuntur A", A~ ,A~ ctv.. vidnrt. 53; qunre summn eorum 
erit 

==\+A+A t ....+ A"*-* — (1 + .-1" + A ia ....+ A m *—) 
i.e. congrun differcntiac duarum i>eriodoruiu . adcoque =0. Q. E. D. 

tlt mtniuitM tjut sutti numrrorum jtritnorum potetttttet. 
Sl. 

Oinnia quae hactenus cxposuimus innituntur suppositioni . modulum cssc 
numerum primum. Superest ut cum quoque cnsum consideremu.s. ubi jiro modu- 
lo assumitur nuinerus compositus. Attamen quum hic ncquc proprictates tnm 
clqjantcs cnitcant, quani in casu priori. neque ad eas inveniendas artificiis snbti- 
libus sit opus. scd |>otius oninia fere per solani principiorum praccedcntium appli- 
catioiiem erui possiut, omnes minutias hic exhaurire supcrfluum atque tacdiosum 
forct. Brcvitcr itaquc quae huie casui cum priori sint comnninia quaequc pro- 
pria cx|>oncnius. 
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83. 

Propositioncs nrtt. 45 — 48 gcnernlitcr iam sunt demonstratne. At prop. 
;irt. 49 ita immutari debct: 

Si f dcsignat, qttot nttmeri dentur ad m primi simul ipso m mitiorrs, t. e. si 
f = <pm (art. 38); cxponens t tnftnae potestatis nttmeri dati a ad m primi, quae 
sectnuhtm modtthtm m unitati est congrtta, vel erit —f vel pars aliqnota httitis numeri. 

Demonstratio prop. art. 49 etiam pro hoc casu valerc potcst, si modo ubique 

Ioco ipsius p, m , loco ipsius p — \, f, et loco numerorum 1,2,3 p — 1, nu- 

meri ad m primi simulquc ipso tn minores substituantur. Huc itaque lectorem 
ablegamus. ( cterum demonstrationeK reliquae de quibus illic locuti sumus iartt. 
50, 51) non sine multis nmbagihu.s nd liunc easum applicari possunt. — At rc- 
spectu propositionum scqucntium, art. 52 sqq. mngna diffcrcntia incipit inter mo- 
dulos , qui numcrorum primorum sunt potcstatcs, eosque , qui pcr plures numc- 
ros primos divicli possuut. Seorsim itaque modulos prioris generis comtcmpla- 
bimur. 

81. 

Si modulus m—p", designante p numerum primum, erit f—= p"~ 1 fjt — 1) 
(art. 38;. lam si disquisitiones in artt. 53, 54 contentac ad hunc casum appliean- 
tur, mutatis niutnndis uti in art. praec. praescripsimus, inveuietur. omnia quae ibi 
demonstrata sunt ctinm pro hoc cnsu locum habcrc, si modo nnte probntum csset, 
«mgrncntinm formac x' — 1 =0 (mod.y>"; plurcs quam t radiccs divcrsas habere 
non posse. Pro modulo primo hanc veritatem ex propositione generahori art. 43 
deduximus, quae autem in omni sua extensione de modulis primis tantummodo 
valet, neque adeo ad hunc casum applicnndn. Attamcn propositionem pro hoc 
casu particulari vcram es.sc pcr methoduin singularem deiuonstrabimus. Infra 
sect. VIII) idcm facilius invenirc docebimus. 

85. 

Dcinoustraudum proponimiu nobis hoc thcorema: 

Si nitmerorum t et p"~ 1 p — 1; dicisor commmiis nuuiiiuts est e. congriten- 
tia x l =l(mod.p" habebit e radices dieersas. 

Sit ejsskp* ita ut A* factorem p nou iuvolvat . adeoque numeruni p— I 
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metiatur. Tum congnientia ^= 1 sccundum modulum p habcbit k radices 
divcrsas , quibus pcr A, B. C ctc. designatis , radix quaecunque ciusdcm eongru- 
cntiac sccundum modulum p" , congrua esse dcbct secundum modulum p alicui 
numcrorum A, li, C ctc. Iam dcmonstrabimus, congruentiam a^=i fmod. p") 
babere p 1 radiccs ijisi A, totidcm ijisi B ctc. congruas sccundum niodulum p. 
Quo facto omuium radicum numerus erit A:/> v sive e, uti diximus. lllam vcro 
dcmonstrationcm ita adornabimus, ut primu ostendamua . si a fuerit radix ijisi A 
secundum modalum p congnm. ctiam 

a+p"-" , a + lp"-\ a + 3/'-, ....« + ;/ - I p^ 

forc radiccs; necundo, nunicros ipsi A sccundum modulum p congruos alios quam 
qui in forma a-\-hp"~ v sint comjirebcnsi denotantc h intcgnim qucmcunquc , 
radiccs cssc non jiosse: undc manifcsto p" radiccs divcrsae habcbuntur, ct uou 
jdures: atquc idem ctiam de radicibus. quac singulis B, Cetc. sunt congruae, lo- 
cum habebit: tertiu docebimus , quomodo semjier radix, ijisi A secunduni p con- 
grua, invcniri jiossit. 

so. 

Theokema. Si uti in art. praec. t est numerus per p", neque vero per p rrX di- 
risibilis, erit 

(a-\-hp*' — a' = o mod.p"+" % at = hp»t [mod.jf+^ 1 ; 

Theorcmatis jiars postcrior locum non habct, quando p ~= 2 simulque u — ■ 1 . 

Demonstratio huius theorematis ex evolutione jiotestatis biuomii jieti jxissct, 
si ostcnderctur omnes tcrminos jKist sccundum jier p ,l +''~ i " i divisibilcs cssc. Scd 
quoniam considcratio dcnominatorum coefficientium in aliquot ambagcs deducit, 
methodum sequcntera jiraeferimus. 

Ponamus primo u> 1 atque I , critquc jirojitcr 

= y-'+^-V+^-y+etc. +/-'; 

a + hp' '-a' = hpVtia + hp ^ + ia+hpvMa + clc. + «'-•) 

At cst a-\-hp» = a xaod.p*. 
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quare quisque terminus (a + hjf)'~' , (« -|- A/j 1 */ ~" * ct etr. crit =a'~ 1 ( mod./»' , 
adeoque omnium summa = fa' -1 (mod. /T*) sive formae '«'""' + Pf>' denotante 
T' numerum qucmcunque. Hinc (a-f- */>•*)' — a' erit formoc 

«'-'/^/V-f- i.e. = a'-'A//*r mod.//* +i ) et = 0 (mwl. ;/*+'). 

J'ro hoc itaque casu theorema est demonstratum. 

Iam si theorema pro aliis ipsius v valorihus verum non esset, mancntc 
etiamnum j»>I, limcs aliquis ncccssnrio darctur, usque ad quem theorema sem- 
pcr vcrum forct . ultra vero folsum. Sit luinimus valor ipsius v, pro quo falsum 
cst = 9. unde facile perspieitur, si t per p~*~ { non autcm per /» ? fuerit divisi- 
bilis. theorema adhue verum essc, at si loco ipsius t substituatur tp, falsum. Ha- 
bemus itnque 

ia+hp»,' =a t +a t - i hp^t{mod.p' l +^ sive = a'-f-a'-' hp»t+up» + r 

dcnotantc u numcrum intcprum. Atquiapro v t thcorema iam cst dcmon- 
stratum, erit 

[a?+a t - x hj?t+u 1 r*)>' ee «^+ a 'H^+' /+(I 'H l(/ ;'+H' :mod./>'*+*+ , } 
adeoque ctiam 

a + hp^fP = a^ + a^hp^tp ^mod.//■*+*+ , : 

i.r. theorema etiam verum, si loco ipsius t substituitur tp, i.e. etiam pro M = cp, 
contra hypothesin. I nde manifestuin pro omnibus ipsius v valoribus theorema 
verum csse. 

S7. 

Sujicrcst casus ubi u = I . Pcr mcthodum prorsus similem ci qua in art. 
praec. usi sumu.s. sinc aditunento thcorcmatis binomialis demonstrnri potest, esse 

a + hpf- 1 — a«- , + a*- , (r— l)hp [mod.p*) 
a a+hp '-* = e *- | +a lV -*(*— *)kp 
aaa + hp'-' = a < -' + a '- I (f— Z)hp 
etc. 

undc agKrcgatum erit x quia partium multitudo — /) 

9" 
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At quoniani t por p divisibilis, etiani (< ~ l}< per /> divisibdis erit in om- 
nibus casibus excepto eo ubi /> = 2 de quo iam in art. praec. monuimus. In n i - 
liquis autem easibus erit a*~ * hp == 0 (mod./>*) . adeoque etiam illud aggre- 

gatutn == ta'~ l i mod./; ut in art. praec. In reliquis demonstratio hic eodem 
modo procedit ut istic:. 

Colhgimus igitur gcneralitcr unico casu p =_ 2 excepto, esse 

{a-\-hp*f =_ B*(mod.j/ pH ) 

et (a-\- ltp l ' noii = a pro quovis modulo qui sit altior jxrtestas ipsius p, quam 
haec /> ;1+ \ quotics quidem h per p non est divisibilis, atque /> v potestas suprema 
ipsius p quae numerum t dividit. 

Hinc protinns dcrivantur propositiones I. et 2. quas art. S5 demonstrandas 
nobis proposucramus : scilicet 

primo, si a'=l, erit etiam (a+A/" v ) ( - 1 (mod./>"; ; 

secumlo si numerus aliquis a' ipsi .1 adcoquc ctiam ipsi a secuudum moduluiu 
p congruus, ncquc vcro hiuc sccundum modulum p"~ y , congrucntiae _*_= 1 
(mod.j»") satisfaccret , ponamus a cssc __a-f-///, ita ut / j>cr p non sit divi- 
sibilis, eritque X<« — v, tunc autem a-f//>' ' secundum modulum /> >+v ipsi 
a' congruus erit, nou autem sccundum modulum p" , quae est altior jKitcstas. 
quare a radix congruentiac ,r / _=l esse nequit. 

68. 

Tertium vero fuit radiccm ahquam congruentiae .t/ = 1 (mod./>"), ipsi A 
congruam, invenire. Ostendcmus liic tantummo<lo quomodo hoc lieri possit, si 
iam radix eiusdem congrucntiac secundum modulum />"""' innotuerit; manifesto 
hoc sufficit, quum a modido p pro quo A cst radix, ad modidum p 1 , sicque dc- 
inccps ad omnes potestatcs consccutivas progredi possimus. 

Esto itaque u radix congruentiac .r'=_ I (mod.//'~' l j quaeriturque radix 
eiusdcm congruentiai- secundum modidum p", ixmatur haec _= a-f- _/> H-v_l , 
quam formam eam habcre debere ex art. pracc. sequitur easuin ubi v-_.« — 1 
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postca seorsini considerabimus : maior vero quam »— 1. v esscncqu.it,. Debet 
itaque esse 

3 1{mod. />"-'; 

At u + '/ = «'-f-a'-' htp"~'~ x mod./A 

Si itaque A ita determinatur, ut fiat 1 =«'-{- a' - ' htp"~ "~ 1 !mod./>" : sive quia 
pcr hyp. 1 =<x'( 'mod. ) atque r j>er /> v divisibilis ita ut fiat + a f _l 
per /> divisibilis, quaesito satisfartum erit. Hoc auteni semper fieri j)os.se ex Sect. 
praec. manifcstum. quum / ]>cr altiorem ii>sius p potestatem quam p 1 dividi non 
posse hic supponnmus, adeoque a'~ l ad p sit primus. 

Si vero v=» — 1 i. e t pcr p"~ x sive etiam per nltiorcm ij>sius p pote- 
stntem divisibilis, quivis valor A coiurruentiae "'=1 sccuudum modulum p sa- 
tisfacicns eidem etiam secundum modulum p H satisfacict. Sit enim t—p"~ x r, 
eritque /=r(mod./> — I): quarc quoniam i ( Sl (nolj») erit etiam A~ = \ 
(mod./>). Ponatur itaquc A~—l+kp eritquc A* = (1 -\-hp)^" = 1 (mod./>' n 
art. 87. 

89. 

Oiunia quae art. 57 sqq. adiumcnto theorematis. confrrucntiara »r'=l plu- 
res quam r radices diversas non habere eruimus. ctiam pro modulo qui est uu- 
meri primi potestas locum habent, etsi radices primitivae vocantur numeri, qui ad 
exponentem p n ~ l ip — 1) pertinent, sive in quorum periodis omnes numeri per p 
non divisibiles iuveniuntur, ctiam hic radiccs primitivae exstabunt. Omnin au- 
tcm quae supra de indicibus eorumquc usu tradidimus, necnon de solutione con- 
gruentiae 3r~s 1 , ad hutic quoque casum applicari possunt. Quae quum nulli 
difficultati obnoxia sint omnia ex integro repetere siq>erfiuum foret. rnieterca 
radices congruentiac J ~ I secundum modulum p" e radicibus eiusdem congru- 
entinc secundum p deduccre docuimus. Sed de eo cnsu ubi j>otesta-s aliqua nu- 
meri 2 est modulus, quia supra exceptus fuit. aliqna adhuc sunt adiiciendn. 

Moduli qui mnt pofcitaU-* binarii. 

90. 

Sipotestas aliqua numeri 2, altior tptam secunda, puta 2" pro moduio ticapitttr 
numeri cuiuscis imparis potestas ej.ponentis 2"~~ , unitati est conqrua. 
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Ex. <fi: Z*— 656 1 = 1 :>od. 32). 

Qmvis cnim numcrus impnr vcl suh forma vel sub hat — 1+4A 

eomprehcnditur : untlc propositio protinus sequitur ;theor. art. SU . 

Quoniam igitur cxponcns ad qucm quicunqne numerus impar secundum 
modulum 2" pcrtinct . divisor ipsius 2"~ * cssc dcbet , quivis ad aliqucm horum 

numerum pertinehit 1,2, 4, s 2* w ~ s , ad quemnam vcro pcrtincat ita facilc di- 

iudicatur. Sit numerus propositus = lA+ 1 , atquc exponens maximae pote- 
statis numcri 2, quac ipsum h metitur. = wt qui etiam =0 esse potest. quando 
scilicet h est impar; : tum cxponcns ad qucm numerus propositus j>ertinct , erit 
-~2 U ~ "'~ *, siqiudcm «^>»i-|-2; si autcm n~ vel <^w-|-2, numcrus pro- 
j>ositus cst =+ 1 adeoquc vel ad cxjioncntcm 1 vcl ad cxponentcin 2 jxrtinc- 
bit. Numcrum euim forinac -f- 1 -f- 2"'^~~A, quae huic aeqnivalet, 4A+1 ad 
j)Otestatem exponentis ■)"~'"~' clcvatum uuitati seciuuluni modulum 2" congru- 
um fieri, ad potcstatcm autcm cxponcntis. qui cst infcrior numcri 2 jwtestas, in- 
congruum. cx art. 86 nullo negotio dcducitur. Numerus itaque quicunquc for- 
mac SA-f-3 vel SA-f-5 ad e.\j>oncntem 2"~- j>ertinebit. 

»1 . 

Hinc j>atet co scnsu quo sujira cxprcssioncm acccjiimus, railires priniitiras 
hic non dari, nullos scilicct numcros. quorum pcriodus omucs numeros modulo 
minores ad ijisumque |>rimos nmjilectatur. Attamen facilc jicrsj)icitur . analogon 
hic haberi. Invcnitur cniin, numcri fonnae sA-f-3 potcstatcm exj>onentis iin- 
paris semj>cr essc formae sA - -f-3, jiotestatcm autem exj>onentis j>aris. sem|>er 
formae 8A-f- I ; nulla igitur potcstas forniac sA-f-5 aut sA-f-7 esse j)otcst. 
Quare quum periodus numeri fonnac sA-f- 3 , cx 1"~ * terminis diversis constet, 
quorum quisquc aut fonnac sA-f-3 aut huius sA-f-1. ncquc jilures huiusmodi 
numcri mochdo minorcs dentur quain 2""*, manifesto quivis numerus formae 
sA-f- 1 vcl sA-f-3 cougruus est secundum modulum 2" j>otestati alicui uumeri 
c ujuscunquc formae SA-f- 3. Simili modo ostendi jiotcst periodum nunicri forniac 
sA-f-5 comj>rehenderc oinncs numcros formarum sA-f-1 ct hA-f-5. Si igitur numc- 
rus formac sA-f-r» pro basi nssuniitur, omncs numcri fonuac sA-f- 1 ct sA-f-5, 
j>ositive, omncsquc formac sA-f-3 ct sA-f-7, negative sumti, indiccs reales nan- 
cisecntur, ct quidcm hic indiccs sccundum 2" -1 ' congrui j>ro acquivalentibus sunt 
liabendi. IIoc modo tabula nostra I intclligenda . ubi pro modulis 16.32 et 64 
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namquc pro modido s mdln tabula ncccssaria erit; sem]>er numcrum 5 pro bnsi 
acccpimus. Ex. yr. numcro 1 9 qui cst formac Hn-f-:' adcoqiic sumen- 
dus, respandet pro modulo 64 indcx 7 , id quod signiticat cssc 5 7 = — ! 9 mod. G4 ;. 
Numcris autem formarura hn -\- 1 , 8n-\- 5 negativc, atque numcriti formarum 
*jm-|-3, S/»-f-7 positive aeeeptis, indiccs quasi imaginarii tribuendi forent. QttOS 
introducendo calculus indicum ad algurithmum ]>erquam simplicem rcduci potesi. 
Scd quoniam , si haec ad omnem rigorem cxponcre vcllcmus , nimis longe cvagari 
o]>ortcrct, hoc ncgotium nd alinm occnsioncm nobis rcscrvnmus, quando forsan fu- 
sius quantitatum iniaginarium theoriam, quac nostro qmdcm iudicio a nemiue liac- 
tenus ad notiones claras cst reducta, jtcrtractare suscipiemus. Periti hunc algo- 
rithmura facile ipsi eruent: qui minus sunt exercitati, perinde tnmcn tabida hac 
uti ]X)tcrunt, ut ii qui recentiorum commenta dc logarithmis imaginariis ignorant. 
logarithmis utuntur, si quidcm principia supra stabilita ]>robc tenucrint. 

92. 

Secundum modidum e pluribus primis compositum tantum non omnia quac 
ad rcsidua potcstatuni ]>crtincnt cx thcoria congruentinruni gcncrcdi deduci ]>os- 
sunt; quia vcro infra congruentias quascunque secundum modulum e pluribus 
priinis compositum ad congruentias , quarum modulus cst primus aut primi pote- 
stas, reducere fusius docebimus, non est quod huic rei multum hic immoremur. 
Observamus tantum. bellissimam proprietatem , quae pro reliquis modulis locum 
habeat, quod scilicct scmpcr cxstcnt numeri quorum pcriodus omncs numeros ad 
modulum primos complectatur. lxic dcficcre, cxccjitounicoca.su, quando scilicct 
modulus est duplum numeri primi, aut potcstatis numcri primi. Si enim modu- 
lus m redigitur ad forraani A" B* C etc. designantibus A,B, C etc. numeros 
priinos diversos, praeterea A°~ l {A— 1) designatur per a, ZJ* - ' (/?— 1) per 6" 
etc. denique z cst numcrus ad m primus; erit z 1 — I (mod./i^. /'= I (mod. B*) 
etc Quodsi igitur ju cst minimus numcrorum «.tf.yctc. dividuus conununis, 
erit z^^l secundum omnes modulos A°.2rctc. adeoquc etiam secundum M, 
cui illorum |>roductum est aequale. At cxcepto casu ubi m est duplum numcri 
primi aut potestatis numeri priini, iiumerorum a, o', y etc. dividuus communis 
minimus, ipsorum producto cst minor iquoniam numcri a,6,yetc. inter se primi 
esse nequeunt sed ccrte divisorcm 2 communem habcnt). Xullius itaque numeri 
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periodus tot terminos comprehondere potest. quot diintur numeri ad modulum pri- 
mi ipsoquc minorcs, quia horum numerus producto ex a.d.yetc. est aequalis. 
Ita ex.gr. pro m — luo 1 cuiusvis numeri ad m primi potestas exponentis 60 
unitati est confjrua, quia 60 est dividuus communis numerorum 0. 10. 12. — Ca- 
sus autem ubi modulus est duplum numeri primi aut ditplum potostatis numeri 
primi illi ubi est primus aut primi potestas prorsns est similis. 

513. 

Scriptorum in quihus alii gcomctrac de argumcnto in hae sectionc pcrtrac- 
tato egerunt. iam passim mentio est faeta. Kos tamen qui quaedara fusius, quam 
nohis brevita-s permisit, explicata desiderant, ablepamus imprimis ad sequentes ill. 
Euleri commentationes , ob perspieuitatem qua vir summus prae omnibus semper 
excclluit, maximc commendabiles. 

Theoremata circa residua e.v ditisione potestatttm reiicta Comm. tior. Petr. T. VI 1 
p.49 sqq. 

Demonstrationes circa rexidtta ex divisione jtotestatitm jier mtmeros primos resultantia. 
Ibid. T. XVIII p. S5 sqq. 
Adiiuun liis possunt Ojmseuloritm anaiyt. T. I, dUsertt. 5 et H. 
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94. 

Thkokkma. Numero quocunque m pro modulo accejtto, ex tiumeris 0, 1.2, 
3....WI — l, plures quam quando m entpar, sice plures quam {/«+J, 

quattdo m est impar quadrato coni/rui fieri tioii possunt. 

Dem. Quoninm numcrorum congruorum quadrata sunt congrua: quivis 
numcrus, qui ulli quadrato congruus fieri i>otest, etiam quadrato alicui cuius radix 

</« congruus erit. Sufficit itaque rcsidun minima quadratorum 0,1,4,9 (m — I)' 

considerare. At facile perspicitur, esse (m — 1 ) 2 — 1 , (» — 2)' = 2 ! , (m — 3) s = 3* 
etc. Hinc etiam, quando m estpar, quadratorum | { m — 1 * ct (Jm-|-1)*, (l tn — 2 * 
et (tm-\- 2)* ctc. rcsidua minima eadem crunt: quando vcro m est impar, quadrata 
;}m— {i* et ({*»+})'. [{/«—?* et ( J »i-f-})* etc. erunt congrua. Unde 
palam est, alios uumeros. quum qui alicui e.\ quadratis 0, 1 , 4, 9 ... . ( { m) ! con- 
grui sint, quadrato congruos fieri non posse. quando m par; quando vero impar. 
quemvis numcrum, qui ulli quadrato sit congruus, alicui cx his 0,1,4,9... (j-m — 4J* 
neccssario congruum csse. Quare dabuntur ad summum in priori casu ^m-j- 1 
rcsidua minima divcrsa , in postcriori J m -f- J . Q. E. D. 

Exempliim. Sccundum modulum 1 3 quadratorum numerorum 0.1,2. 3 
. . . «> residua miuima inveniuntur 0.1. 4,9,3,12,10, post haec vcro cadem 

10 
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ordine iuverso recurrunt 10, 12, 3 etc. Quare numerus quisquc. nulli cx istis 
residuis congruus, sive qui alicui ex his est congruus, 2, 5, 6, 7, 8. 1 1. nulli qua- 
drato coogratu esse potesl 

Sccundum niodulum 15 haec inveniuntur residua 0.1.4,9,1,10,0,4 post 
quae eadem ordine inverso rccurrunt. Ilic igitur numerus residuorum, quae qua- 
drato congrua ficri possunt, minor adhuc est quam quum sint 0, 1, 4, 

6, 9, 10. Numeri autem 2, 3, 5, 7. S, 1 1 . 1 2, 1 3. 1 1 ct qui horum alicui sunt con- 
grui . nulli quadrato secundum mod. 1 5 congrui fieri possunt. 

95. 

Hinc colligitur, pro quovis modulo omnes uumeros in duas classcs distingui 
posse, quarum altera coutineat numeros, qui quadrato alicui congrui fieri possint, 
altera eos qui non possint. Illos appellabimus residua quadratica numeri istius 
quem pro moduh accepimus*), hos vero ipsius non-residua quadratica, sive etiam, 
quoties ambiguitas nulla indc oriri potcst, simplicitcr residua et non-residua, Ce- 
terum palam cst sufficere, .si omnes numeri 0, 1 , 2. . . wi — 1 in classcs rcdacti sint : 
numeri enim congrui ad eandem classem erunt referendi. 

Etiam in hac disquisitione a moduli.s primis initium faciemus, quod itaque 
subintelligendum crit . etiamsi expressis vcrbis non moneatur. Numerus primiis 
2 autem excludendus, sivc nuineri primi impares tantum considerandi. 

Quotie* modulut «f numrrut primut, muUUudo retuiuorum ipto minorum muUiluJiui non-rtsiduorum a«juali>. 

96. 

Numero primo p pro modulo accepto, numei-orum 1,2.3 p — 1 semissis 

ervnt resulua quadratica, reliqui non-residua, i.e. dabuntur \ ip — 1) residua toti- 
demqut non-residua. 

Facile enim probatur , omnia quadrata I, 4,9...£(p — l) 1 esse incongrua. 
Scilicet si fieri {«sset rr=r'r (mod.p atque numeri r, r inacquales ct non ma- 
iores quam fr(j>— i) posito r> r i. q. licct. ficrct \r — r r )(r+/} positivus et 



•) Propric quidem hic casu tecundo alio »cn»u utimur. quam hucuaquc fecimui. Diccre tcilicet oportcrct, 
r e«*e rcaidunm quadrati aa «ecundum modulum m quando r - aa (mod. m) ; at hrevitati» f^ratia in hac »ec- 
tionc «cmpcr r iptiut m rcsiduum quadraticum vocamu» neque hinc ulla amhijruita* mctucnda. Exprcwiionem 
tnim , rrtiduum , qtiando idem ajgniflcat quod numcru» congruu» , uhhinc non adhibcbiniUH, nisi forte dc resi- 
dtti. minimin »ermo *it, uhi mtllum dubium m poteat. 
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per divisiljilis. At uterque fuctor r — r, et r-f-r' ipso p est niiuor, quare 
suppositio consistere nequit art. 13). ilabentur itaque { p — I) residua qua- 

dratica inter hos numcros 1,2,3 p— 1 contcnta; plura vcro inter ipsos esse 

nequeunt quia acccdcnte residuo 0 prodeunt \ p-\- 1 . quem numcrum omnium 
residuorum multitudo supcrarc ncquit. Quare reliqui numeri erunt non-residua 
horumque multitudo — \ip — 1 ;. 

Quum cifra semper sit residuum, hanc numerosque per modulum divisibiles 
ab investigationibus his excludimus, quia hic casus per se est clarus, theorema- 
tumque concinnitatem tantum turbaret. Ex eadem caussa etiam modulum 2 ex- 
clusimus. 

97. 

Quum plura quae iu hac Sect. exponemus ctiam ex principiis Sect. praec. 
derivari pqssint, ncque inutile sit, eandem veritatem per methodos diversas per- 
scrutari. hunc nexum ostendemus. Facilc vcro intelligitur. omnes numeros qua- 
drato congruos, indices pares habere, eos contra, qui quadrato nuilo modo congrui 
fieri possint, impares. Quia vero p — 1 est numerus par, tot indices pares erunt 
quot impares, scilicet J ij) — 1), totidemque tum residua tum non-restdua dabuntur. 
RvempUt. Pro modulis sunt residua 

3 I. 

6 1,4. 

7 1.2, 4. 

11 1, 3, 4. 5. 9. 

13 1, 3, 4, 9, 10. 12. 

17 1,2, 4, S, 9, 13, 15, 16. 

etc. 

reliqui vero numeri his modulis minores . non-residua. 

Quaettia, utrum numerui compotitn* rttiduum numrri primi dati rit au «»» - miduiwi , ab inilolr 

factorum pendtt. 

98. 

Theobicma. Productum e duol/us residuis quadraticis numeri primi p, est resi- 
duum; productum e residuo m non-residuum, est non ■ residuum ; denique productum e 
duobus non-residuis, residuum. 

10* 
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Demonstr. L Sint A,B residua e quadratis aa.bb oriunda sive A=aa, 
B=bb, eritque productum AB quadrato numeri ab congruum t. e. residuum. 

II. Quando A est residuum, puta ~aa, B vero non-rcsiduum, AB erit 
non-residuum. Ponatur enim si ficri potcst AB=kk, sitque valor expressio- 
nis — {moA.p)=b; crit itaquc aaB=aabb, undc B=bb, i. e. B residuum 
contra hyp. 

Aliter. Multipliccntur omncs numeri qui inter hos 1,2,3 p — 1 sunt 

residua quorum multitudo = j(/> — 1)), per A omniaque producta erunt resi- 
dua quadratica, et quidem erunt omnia incongrua. Iam si non-residuum B pcr 
A multiplicatur, produetum nulli productorum quac iam habentur congruum erit; 
(piare si rcsiduum esset, habcrcntur { J>-\- ' ) residua incongrua intcr quae non- 
dum est residuum 0, contra art. 1>0. 

III. Sint A,B non-rcsidua. Multiplicentur omncs numeri qui inter 
hos 1,2.3..../»— 1 sunt rcsidua pcr A, habcbunturque f(p— 1) non-residua 
inter sc incongrua (II); iam productum AB nulli illorum congruum esse potest; 
quodli igitur esset non-residuum , haberentur { (/>+ 1 ) non-residua inter se in- 
congrua, contra art. 96. Quarc productum etc. Q. E. D. 

Facilhi8 adliuc haec theorcmata e principiis sect. praec. derivantur. Quia 
enim residuorum indices semper sunt parcs , non-rcsiduorum vcro impares , index 
producti e duobus residuis vel non-residuis eritpar, adcoque productum ipsum, 
rcsiduum. Contra indcx producti e residuo in nou-residuum erit impar adeoque 
jnoductum ipsum non-rcsiduum. 

Utraque demonstrandi mcthodus etiam pro his theorematibus adhil>eri 
]>otest: Evpressioni* "^ mml.p) valor erit residuum, quando numeri a,b simul sunt 
residua, vel simul non-residua; contra autem erit non-residnum , quando numerorum 
a, b alter est residuum alter non-residuum. Possunt ctiam cx conversione theorr. 
praccc. obtineri. 

»9. 

(ieneralitcr. productum ex quotc^unque factoribus cst rcsiduum tum quando 
omucs sunt residua, tum quando non-residuorum , quae inter eos occurrunt, mid- 
titudo cst par; quando vcro multitudo non-rcsiduorum quae inter factores reperi- 
untur est impar, productum erit non-residuum. Facile itaque diiudicari potest. 
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utrum numerus compositus sit residuum necuc, si modo quid sint singuli ipsius 
factores constet. Quamobrera in tabula II numeros primos tantummodo rccepimus. 
Oeconomia huius tabulae hacc cst. In margine positi sunt moduli r ), in facic vcro 
numcri primi successivi; quando ex his aliquis fuit rcsiduum moduli alicuius, in 
spatio utriquc rcspondente lineola collocata cst, quando vero numerus primus fuit 
non-re8iduum moduli, spatium respondens vacuum mansit. 

De modulu, </ui tunl numeri conipntiti. 

100. 

Antequam ad difhciliora progrediamur , quaedam de modulis non primis ad- 
iicicnda sunt. 

Si numcri primi p, potestas aliqua p n pro modido assumitur (ubi p non 
esse 2 supponimus), omnium numerorum per p nou divisibilium moduloque mi- 
norum altera semissis erunt residua, altcra non-rcsidua, i. e. utrorumque multitu- 
do 

Si cnim r est residuum: quadrato aUciu congruus erit, cuius radix moduli 
dimidium non supcrat, vid. art. 94. lam facile perspicitur, dari } (p — l)^" - ' 
numcros pcr p non divisibiles moduUque scmissc minoribus; superest itaque ut 
demonstretur, omnium horum numerorum quadrata incongrua esse, sive residua 
quadratica diversa suppcditare. Quodsi duorum numcrorum a, b pcr p non di- 
visibilium modulique semissc minorum quadrata essent congrua , foret aa — bb 
sive (a — b)[a-\-b) per p" divisibilis (posito i. q. licet a>6). Hoc vero fieri non 
poU?st, nisi vel alter numerorum a — b. a-\-b per p" fucrit divisibilis, quo<l fieri 
ncquit, quoniam uterque <ip H , vel alter pcr p'" alter vcro per p^" 1 . i. e. uter- 
que pcr p . Sed etiam hoc fieri nequit. Manifcsto cnim ctiam summa et diffe- 
rentia 2a et 2b pcr p foret divisibiHs adeoquc etiam a ct b contra hyp. — 
Hinc tandcm coUigitur inter nuraeros per p non divisibUes moduloque minorcs 
i[p — 1 )p n rcsidua dari, reliquos quorum multitudo aeque magna, esse non-rosi- 
dua Q. E. D. — Potest etiam theorcma hoc ex consideratione indicum derivari 
simUi modo ut art. 97. 

101. 

Quivis mmerus per p non divisibilis, qui ipsius p est residuum, erit rexiduitm 
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etiam ipsius p" ; qui vero iptitU p est non-r^siduum , etiam ipsius p" non-resi- 
tluum erit. 

Pars posterior huius propositionis per sc cst manifcsta. Si itaque prior fal- 
sa cssct, intcr numeros ipso p" minorcs simulque pcr p non divisibiles plures fo- 
rcnt residua ipsius p quam ipsius p", i. e. plures quam lp"~ l 'p — I}. Nullo 
vero uegotio perspici potcrit, multitudinem residuorum numeri p inter illos nu- 
meros essc praecise — j !j> — 1 ) . 

Aeque facile est, quadratum reipsa invenire, quod secundum modulum p" 
residuo dato sit congruum, si quadratum huic rcsiduo secundum modulum p cou- 
gruuin habctur. 

Scilicct si quadratum habetur, aa, quod residuo dato A secundum modu- 
lum p* est congruum, deducitur indc quadratum ipsi A secundum modulum /> v 
congruum (ubi v > \i et s= vel < 2u supponitur) sequenti modo. Ponatur 
radix quadrati quaesiti — + a-\-xp il , quam formam eam habere dcberc facile 
perepicitur; debetquecs.se oo± 2axj^-\-xxp^~A >od./» v ; sivc propter 2jtt>v. 
A — aa = + 2a.r// i (inod./> v ; . Sit A — aa—p^d, eritque x valor expressionis 
+ — (mod./»*""'"), quae huic -\- "j^Jr (mod.p^ aequivalct. 

Dato igitur quadrato ipsi A secundum p congruo, deducitur inde quadra- 
tum ipsi A secundum modulum />* congruum; liinc ad modulum p*. hinc ad p* 
etc. aacendi potcrit. 

Ex. Proposito rcsiduo 6. quod sccundum modulum 5 quadrato 1 con- 
gruum, invenitur quadratuin 9* cui sccundum 25 est congruum, 16* cui secun- 
dum 1 25 congruum etc. 

102. 

Quod vero attinet ad numcros per p divisibUes, patet, eorum quadrata per 
pp fore divisibilia. adeoque omnes numeros pcr p quidem divisibilcs, ucque vcro 
I>er pp, ipsius p n fore non residua. Ucneraliter vcro. si proponitur numerus p k A 
ubi A per p non est divisibilis, hi casus erunt distingucndi: 

1) Quando k = vel >», erit p k A = 0 mod./>" ), i.e. residuum. 

2) Quando k <n atque impar. crit p k A non-residuum. 

Si enitu esset p k A^=p i%M A = ss'moo\.p n ) , ss per divisibilis esset, 

id quod aliter fieri nequit, quam si fucrit * pcr />*+' divisibilis. Tunc vero ss 
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etiam per /> n+ * divisibilis, adeoque etiam quia 2x-f-2 certo nou maior quam « 
/A4 i.r. A; sive .1 per p, contra hyp. 

3; Quando k <n atque par. Tum p k A erit residuum vel non-residuum 
ipsius p", prout .4 cst rcsiduum vel non-residuum ipsius p. Quando enim A 
est residuum ipsius p, erit etiam rosiduum ipsius p"~ *. Posito autem = 
^inod.//" - *~: erit Ap k ~saap k ^mod.//'); aap k vero est quadratum. Quando autem 
.'1 est non-residuum ipsius p, p k A rcsiduum tpsfoa p" cssc ncquit. Ponatur enim 
p k A^2aaimod.p"). eritquc nccessario aa pcr p k divisibilis. Quotiens erit qua- 
dratum cui .1 secundum modulum p"~ k adeoquc etiam secuudum modulum p 
congruus, i.e. A erit residuum ipsius p contra hyp. 

103. 

Quoniam casum p — 2 exclusimus, de hoc adhuc quaedam dicenda. Quan- 
do numerus 2 est modulus, numerus quicuuque erit residuum, npn-rcsidua nulln 
erunt. Quando vero 4 est modulus, omnes numeri impares formae 4A-|- 1 crunt 
residua, omnes vero formae 4/r-f- 3 non-residua. Tandem quando 9 aut altior 
potcstas numeri 2 est modulus . omnes numeri imparcs formae SA-+ 1 erunt re- 
sidua, rcliqui vcro, scu ii qui sunt formarum SA-|-3, sA*-|-5, 8A"-f-7, erunt 
non-residua. Pars |josterior huius propositionis inde clara, quod quadratum cu- 
iusvis numeri imparis. sivc sit fonnae Ak-\- I , sive formae 4A - — 1. fit formac 
S*-f- 1. Priorem ita probamus. 

1} Si duornm numcrorum vcl suinma vel differentia per 2* -1 est divisihilis. 
numerorum quadrata erunt congrua secundum modulum 2". Si enim alter poni- 
tur — a , erit altcrformae 2 n-1 A + «, cuius quadratum invenitur =a<i fmod. 2" . 

2) Quivis numerus impar, qui ipsius 2" est residuum quadraticum, congruus 
crit quadrato alicui, cuius radix est ^iumerus impar et <2" — *. Sit enim qua- 
<lratum quodcunque, eui numerus ille eongruus, aa atque numerus n =+« 
(mod. 2* , ~ 1 ) ita ut a moduli semissem non superet (art. 4), eritque aa = aa. 
Quarc ctiam numcrus propositus crit = a«. Manifesto vcro tum a tum a erunt 
imparcs atquc a < 2"~*. 

3} Omnium numerorum imparium ipso 2"~ * minorum quadrata secundum 
2" incongrua erunt. Sint enim duo tales numeri r et .v, quorum quadrata si se- 
cundum 2" esscnt congrua, foret K r — $) (r -f- *) per 2" divisibilis posito r>*;. 
Facile vero perspicitur numeros r — r-f-J» simul per 4 divisibiles esse non 
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posse, quare si altcr tantummodo per 2 est divisibilis, altcr. ut productum per 2" 
divisibilis ficrct, pcr 2" _l divisibUis csse dcberct. Q.E.A. quoniam uterquc 

4) Quodsi deniquc hacc quadrata ad residua sua minima positira reducuntur, 
habebuntur 2"~ 3 residua quadratica diversa modulo minora ') , quorum quodvis 
erit formae bk-\-l. »Sed quum praecise 2"~ 5 numeri formae S/r— |— 1 modulo 
minorcs c.xstent, necessario hi omnes inter illa residua reiK-rientur. Q. E. D. 

Ut quadratum numero dato formae &k-\- 1 secundum modulum 2" con- 
gruum invcniatur, mcthodus similis adhibcri potest. ut in art. 101; vid. etiam 
art. SS. — Deniquc dc numeris paribus cadcm valent, quac art. 102 generaUtcr 
exposuimus. 

104. 

Circa multitudinem valorum diversorum [i. e. secundum modiUum incongru- 
orum), quos expressio talis V=^A(~V0A.p*) admittit, siquidcm A est rcsidu- 
um ipsius p", facile e praecc. colliguntur haec. (Numerum j» supponimus cssc 
•primum, ut ante, ct brevitatis caussa casum n = 1 statim includimus}. I. Si A 
per p non cst divisibilis. V unum valorcm habet pro p = 2, n= 1 , puta V 
= 1 ; duos, quando p cst impar, nec non pro p=2,n=2, puta ponendo unum 
= r, alter erit = — r; quatuar pro p = 2, «>2. scilicet poncndo unum SSV, 
reliqui erunt 55—», 2" _l -fr, 2" -1 — r. II. Si A per p divisibihs est, neque 
vcro per p n , sit potestas altissima ipsius p ipsum A metiens p 9 * (manifesto enim 
ipsius cxponens par essc debebitj utque A^ap^. Tuuc patet, omnes valores ip- 
sius T' pcr p* divisibilcs esse, et quotientcs c divisione ortos fieri valorcs expr. 
\"= y'a imod.^* - * 1 *; ; hinc omnes valores diversi ipsius V prodibunt, multipli- 
cando omnes valores expr. V intcr 0 et p n ~' t sitos iper p^\ quare iUi exhibe- 
buutur per 

tp* , vp* . vp* + ip"'" ■ • vpT + y — 1 ) p"-" 

si r indefinite omnes valores dirersos expr. V exprimit. ita ut illomm multi- 
tudo fint yA 2p? vel 4y/\ prout multitudo horum :j>er casum lj est 1,2 vel 4. 
III. Si A per p" divisibilis est. facile perspicictur. statuendo n = 2m vel — 2w — 1. 
prout par est vel inqMir. omnes numeros per p'" divisibiles, neque ullos ahos. esse 
valores ipsius V; quare omues valores diversi hi erunt u.p'", 2;/". . . p"~"' — l p'", 
quorum multitudo p H ~ m . 

*) 1'uU quoniam multitudo numerorum impnriuiii infra 7"" e«t i"". 
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105. 

Superest casus. ubi modulus m e pluribus numcris primis compositus est. 
Sit m=abc... designuntibus a.b.c etc. numeros primos iliversos aut primorum 
diversorum potestates. patetque statim, si n sit residuum ipsius m, fore etiam n 
residuum singulorum a.b.cvtc, adeoque n certo non-residuum ipsius m esse, si 
fuerit XII. ullius c numeris a,b. cetc. Vice versa autem, si w singulorum a.b.r 
etc. rcsiduum est. etiam residuum producti m erit. Supponendo cuim, w = .4 J . 
B*,C etc. sec. mod.a.b.c ctc. resp., patet. si numerus N ipsis A.B, C etc. sec. 
mod. a, b, c etc. resp. congruus eruatur (art. 32), fore n = NN secundum omnes 
hos modulos adeoque etiam sccundum productum m. — Quum facile perspi- 
ciatur, ho<; modo c combinatione cuittscis valoris ipsius A sivc expr. yn^mod.a) 
cum quovis valore ipsius B cum qttovis valore ipsius C etc. oriri valorem ipsius 
N sivc cxpr. y w :mod. m) , nec non e combinationibus diversis produci diversos 
iV, et c cunctis cunctos : multitudo omnium valorum diversorum ipsius N ae- 
qualis erit producto e multitudinibus valorum ipsorum A, B, Cetc. quas dcter- 
minare in art. pracc. docuimus. — Porro manifestum est, si unus valor ex- 
pressionis v 'w'mod.»t) sivc ipsius N fuerit notus, hunc simul forc valorcm om- 
nium A. B, C vtc ; et quutn hinc per art. praec. omnes reliqui valores luirum 
quantitatum dcduci possint, facilc scquitur, ex uno valore ipsius N omnes reli- 
quos obtineri i>os.se. 

Kx. Sit modulus 315 cuius rcsiduum an non-residuum sit 46, quaeritur. 
Divisorcs primi nuincri 315 sunt 3,5,7. atque numerus 46 rcsiduum cuiusvis 
eorum quare etiam ipsius 315 erit residuum. Porro, quia 46 =1, et =64 
yinod. 9);. =1 et = 16(mod. 5); =4 et = 25(mod. 7), inveniuntur radices 
quadratorum, quibus 46 secundum modulum 315 congruus. 19.26.44,89, 226. 
271.289,296. 

Critrrium tjenerale, ntrum numern» datiu numert jnrimi thtti m k hm » rit nn nan-retuiumn . 

106. 

Ex pruccedcntibus colligitur, si tantummodo semper dignosci possit utrum 
uumertts primus datus numeri primi dati residuum sit an non-residuum. omncs re- 
liquos casus ad hunc reduci posse. l'ro illo itaque casu criteria certa omni studio 
nobis ernnt indaganda. Antequam autem hanc perquisitionem aggrediamur, cri- 
tcrium quoddam c.xhibcmus ex Sect. praec. petitum. quod quamvis in praxi nid- 

I l 
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luni fcre usum habeat. tamen proptcr simplicitntem atque gencralitatem memoratu 
dignum est. 

Numerus quicunque A per numerum primum 2m-f-1 non dirisibilis, huius 
primi residuum est vel non-residuum , prout ;l"=+l vel = — I imod. 2m-|-l}. 

Sit enim pro modulo 2m-\- I in systemate quocunquc numcri A iudex a, 
eritque a par quando A cst residuum ipsius 2m-\-\, impar vero quando .4 
non-residuum. At numeri A m indcx erit ma, i.e. =0 vel = wt ( niod. 2wi ). 
prout a par vcl impar. Hinc dcniquc .1"' in priori casu erit = + 1 , in poste- 
riori vero = — 1 (mod. 2 m -f- 1 }. V. artt. 57, 62. 

Ex. 3 ipsius 13 est rcsiduum quia 3*= 1 (mod. 1 3 ) , 2 vero ipsius 13 
non-residuum, quoniam 2 a = — 1 mod. 13). 

At quotics numcri cxaminandi mediocriter sunt magni, hoc criterium oh 
calculi immensitatcm prorsus inutilc crit. 

Ditquititione* de numerit primit quorum retidua aut unn-retidua tint numrri dati. 

107. 

Facillimuiu quidem est, proposito modulo, omnes assignarc numeros, qui ij»- 
sius residua sunt vel non-residua. Scilicct si illc numcrus ponitur = m, detcr- 
minari debent quadrata, quorutn radiccs semissem ipsius m non superant, sive 
etiam ttumeri his quadratis secundutn »» eougrui ad praxin methodi adhuc cxpe- 
ditiores dantur), tuncquc omnes nutncri horum alicui secuiulum m congrui, erunt 
residua ipsius m, omncs autcm numeri nulli istorum congrui erunt non-residua. — 
At quaestio inversa, proposito numero aliquo, assignare omnes numeros quornm ille 
sit residuum vel non-residuum , multo altioris cst indaginis. Iloc itaquc probleiua, 
a cuius solutione illud quod in art. praec. nobis proposuimus pendet, in sequentibus 
perscrutabimur. a casibus simplicissimis inchoantes. 

R**iduum — l. 

I0S. 

Theorema. Omnium numeromm primorum formae 4 n -f- 1 , — 1 est residuum 
quadraticum, omnium vero numerorum primorum formae \n + 3, non-residuum. 

Rr. — 1 est residuum numerorum 5, 1 3, 17, 29, 37,4 1, 53, 61.73, 8ft, 97 
otc. e quadratis numerorum 2, 5, 4, 1 2, ti, 9, 23, 1 1 . 27, 34, 22 etc. respective ori- 
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undum; contra non-residuum est numerorum 3, 7, 1 1 , 1 9, 23, 3 1 , 43, 47, 59, 67, 7 1 , 

79, S 3 etc. 

Mentionem huius tlieor. iam in art. 64 fecimus. Demonstratio vero facile 
ex art. 10t> petitur. Etenim pro numero primo formae 4«-|- I cst ( — 1)** = I , 
pro numero autem formae 4«-f-3 habctur ( — 1 == — 1. Conveuit haec 
dcmonstmtio cum ca quam 1. c. tradidimus. Sed jirojitcr thcorematis elegantiam 
atque utilitatem non superfluum erit, alio adhuc modo idem ostendisse. 

109. 

Designemus complexum omnium rcsiduorum numeri jiriini p. quae ipso p 
sunt minora, excluso rcsiduo 0, jjer litcram C, ct quoniam horum residuorum 
multitudo scmjicr — , manifestum est, eam forc parem. quoties p sit formae 
4 « + 1 , imjmrem vero, quoties p sit formae 4 « + 3 . Dicantur, ad instar art. 77, 
ubi de numeris in genere agcbatur, residua socia taha, quorum j>roductum =1 
(mod.//; manifcsto cnim si r cst rcsiduum, etiam ~[moA.p) rcsiduum crit. Et 
quoniam idem residuum jdura socia intcr n^sidua C liabere nequit, jmtet omnia 
rcsidua C in classcs distribui pos.sc, quarum quacvis bina residua so<:ia contineat. 
Iam j»ersjncuum cst, si nullum residuum daretur, quod sibi ipsi esset socium, i. e. 
si quacvis classis bina residua inaequalia contineret, omnium residuorum nume- 
rum forc duplum numeri omnium classium; quodsi vero aliqua dantur rcsidua sibi 
ipsis socia i. e. aliquae classcs quae unic um tantum residuum aut, si quis malit. 
idcm residuum bis contincnt, jiosita harum classium multitucline -= a . reliqua- 
rumque multitudine —6; crit omnium rcMduorum C numerus — a-{-'2b. 
Quare quando p est formac 4 »— |— 1 , erit a numerus par; quando autem p est 
formac 4 n -f- 3 , erit a imjiar. At uumeri ipso p minores alii , quam 1 et 
p — I , sibi ij)sis socii e.sse nequeunt , vid.art. 77 ); priorquc 1 certo inter residua 
occurrit: unde in jiriori c asu p— 1 ; seu quod hic idem valct. — 1 ] debet esse 
residuum , iu jjosteriori vero non-residuum ; alias enim in illo casu forct a = 1 , 
in lioc auteiii = 2 , quod fieri nequit. 

110. 

Etiam hacc dcmonstratio ill. Eulcro debctur . qui et priorcm primus invcnit 
X. Opusc. Anal. T. I. p. 135. — Eacile quisquis videbit eam similibus princi- 
piis innixaiu csse, ut deinonstratio nostra secunda thcor. Wilsoniani art. 77. Si 

I I • 
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vero hoc theorema supponere velimus, facilius adhuc demonstratio exhibcri pote- 
rit. Scilicet inter numeros 1, 2, 3...» — 1 cnuit p -~- residua quadratica ip- 
sius p totidcmquc non-residua; quarc non-residuorum multitudo erit par, quandu 
p cst formac I n -\- I ; impar quando p cst formac 4 n -j- 3 . Hinc productum 
ex onmibus numeris 1 , 2 , 3 . . . ji — 1 in priori casu erit residuuin, in posteriori 
non-residuum (art. 99}. At productum hoc semper = — 1 (mod.p); adeoquc 
etiam — 1 in priori casu residuum , in posteriori non-residuum crit. 

I 11. 

Si itaquc r cst rcsiduum numcri alicuius primi formae 4n-f-l, etiam 
— /• huius priiui residuum erit, omniu autem talis numeri non-rcsidua, ctiam sig- 
no contrario sumta non-residua manehunt - . Contrarium cvcnit pro numeris pri- 
mis formae 4 »-+-3, quorum residua quando signum mutatur, non-rcsidua fiunt 
et vice vcrsa. vid. art. its. 

Ccterum facile cx pracccdcntihus derivatur rcgula generalis: — 1 est re- 
siduum omnium numerorum qui neque per 4 neque per ullum numerutn primum 
formae 4 »+3 dividi possunt; omnium reliquorum non-residuum. V. artt. 103 
ct I0S. 

IU*itl<M +-i et —2. 

' 1 1 2. 

1'rogrediniur ad residua -\-'2 ct — 2. 

Si cx tahula II colligiinus omnes numcros primos quorum rcsiduum est 
-4- 2, hos hahchimus: 7, 1 7, 23, 31 , 4 1 , 47, 7 1 , 73, 79. S!>, »7. Facilc autcni uni- 
madvcrtitur. intcr lios numcros nullos invcniri formarum SH-j-3 ct S m — j- r> . 

Yidcamus itaquc, num hacc inductio ud ccrtitudincm cvehi possit. 

Primum ohservamus quemvis numcrum coiuposituin formae S « -f- :* vel 
Srt-J-. r ) necessario factorem primuin alterutrius forinac Sn-f-3 vcl sw-|-5, in- 
volvere; manifesto enim e solis numeris primis formarurn Sn-j-l, S /i — |— 7 . alii 
uumcri quam qui sunt formac s n — |— I vel s n-f-7, componi nequcunt. Quodsi 
itaquc inductio nostra gcncrnliter cst vcra, nullus omnino numcrus forniac 



*) Quando igitur dc numrro quocunqui- liiquemur quati-nu» nunuri formnc t « + l reniduuro vcl non -n> 
«iduum e»t, i|»iu» <ignum omnino msli>:cri> •»« ctiam vitfiiuni ancip» ± ip*i trihuere potMMHM. 
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s«-|-3, sw -f- 5 dabitur, cuius rcsiduum + *i« sitquc uullus certe uumcrus 
huius formae infra 1 00 e.vstat. cuius residuum sit -f- 2. Si autem ultra hunc limitem 
tales numeri repcrirentur, ponamus mininnini omnium — t. Krit itaque t vel 
formae S n -f- 3 vel s n -f- 5 ; -f- 2 ipsius residuum erit , omnium autem numcro- 
rum similium minorum non-rcsiduum. Ponatur 2 =_lfl«; mod. t) poteritque a 
ita scmper aecipi ut sit impar simulquc <r\ (habebit enim a nd minimum duos 
valorcs positivos ipso t minorcs quorum summa — t, quorumque adeo alter par 
idter impar v. urtt. 104. 105). Quo facto sit aa — 2 + tu, sive tu=aa — 2. 
eritque aa formae S/i-f-l, tu igitur formae S« — 1, adeoque u formae 
S«-f-3 vcl S;/-f-:>, prout t est formae posterioris vel prioris. At cx aequatione 
flfl~2-f-t*M scquitur, etiam '2sz.aa mod.ii i. e. 2 etiam ipsius « rcsiduuni 
forc. Facile vero perspicitur, esse w<f, quare t non est minimus numerus in- 
ductioni nostrae contrarius contra hyp. Undc manifesto scquitur id quod per 
iuductionem inveneramus gcneraliter verum cssc. 

Combinando haec cum prop. art. 1 1 1 scqucntia theoremata nanciscimur. 

L Numermtm omnium jtrimorum formae s«-f-3, -f-2 erit non-rexidunm, 
— 2 vero residuum. 

II. Numerorum omnium primorum formae Sn-f-5 tum -f- 2 tum — 2 
erunt non-residua. 

113. 

Pcr similcm inductioncm ex tab. II iiivcniuntur numeri primi quorum re- 
siduum est — 2 hi: 3, 1 1 . 17, 19, 1 1 . 43, 59, G7, 7 3, S3, S9, 97 *). Inter quos quum 
indli inveniantur foruiarum s/i-f-5, sw-f-7, num etiam haec inductio theore- 
matis generalis vim udipisci possit investigemus. Ostenditur simili modo ut iu 
art. praec. quemvis immerum eompositum formac S//-f-5 vel S«-f-7, factorem 
primum involvere formae sw-f-5 vel formae s«-f-7, ita ut. si inductio nostra 
gcneralitcr vera. — 2 nullius omnino numeri formae Sn-f-5 vcl bn-f-7 resi- 
duum essc possit. Si autem talcs numeri darentur, ponatur omnium minimus 
-^r. liatque — 2 — aa — tu. I bi si uti supra a impar ipsoque t minor acci- 
pitur, « erit formae s«-f-5 vel s«-f-7, prout / formae Sn-f-7 vel S«-f-5. 
At ex eo quo</ aa-f-2 = /u ntque a</, quisquis facile derivare poterit. etiam 
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m ipso t minorcm forc. Deniquc — 2 ctiam ipsius u rcsiduum crit , l. e. t non 
crit minimus numcrus qui inductioui nostrac ad\ ersatur, contra hyp. Quare ne- 
cessario — 2 oiiinium numerorum formarum Sn-f-5, S»-f-7 non-residuum. 
('ombiiiando haee cum prop. art. 111, prodeuut theoremata haec: 

I. Omnium numerorum primorum SM-f-5, tum — 2 tum -f- 2 sunt noti- 
residua, uti iam in art, jiraee. invcnimus. 

II. Omnium numerorum jtrimorum formae &»- f-7. — 2 est non-rcsiduiim, 
-f- 2 rero residuum. 

Cctcrum in utrnque dcmonstrationc pro a ctiam valorem parem accij>cre 
potuisscmus; tunc autcm casum ubi a fuissct formae 4«-f-2, ab co distinguere 
ojiortuissct. ubi a formae 4 «. Evolutio autem j>erindc procedit uti supra. nulli- 
que difficultnti est obnoxia. 

114. 

Inus adhuc sujiercst casiis, scilicet ubi numertis primus est formne 8«-f- 1 
Hic vcro niethodum j)raecedentem eludit, artificinque jirorsus j)cculiaria postulat. 

Sil pro modulo primo Sw-f- I, rndix quaccunque primitiva «, eritquc 
iart. 02, «*" = — 1 (mod. S«-f- 1 ) , qune conc;rucntia ita etiain exhibcri jiotcst, 
•>*"+ 1 )*= 2 «*" >uod. S « -f- 1 j , sivc ctiam ita. Ur"— l)'= — 2«*". Unde sequi- 
tur tum 2«'-'" tum — 2«'" ijisius s«-f-l esse residuum : at quia «*" est qua- 
dratum per modulum non divisibilc, manifesto etiam tum -f- 2 tum —2 resi- 
dun erunt art. i»s . 

115. 

Haud inutilc crit, adhuc nliam huius theorematis denionstrationcm adiiccre, 
quae similem rclationcm ad jiraeeedcntcm habct . ut thcorcmatis nrt. 10S demon- 
stratio sccundn art. 109 ad primam ^art. loSl Pcriti facilius tunc jiersjHcient, 
binas dcinonstrationcs tam illas quam has non adco heterogcneas esse, quam j>ri- 
mo forsan usjicctu videantur. 

I. Pro modulo quocunque jmmo formae 4 w/ — f- 1 , inter numeros ipso mi- 
nores 1,2, 3... 4 m, rejicrientur m qui biijuadrato congrui esse jxissunt . reliqui 
vero :?«i non jioterunt 

Kncile quidcin hoc cx |)rincij)iis Sect. j)raec. derivatur, sed ctiam absque his 
dcmonstratio haud difficilis. Deiiionstrnvimus enim j>ro tali modulo — 1 sem- 
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por cssc residilum quadratieum. Sit itaque //ee— 1 }>atetquc, si z fucrit nu- 
merus quicunque per modulum non divisibilis, quatemorum numerorum -\-z, 
— z,-\-fz, — fz (quos incongruos esse facile perspicitur) biquadrata intcr sc con- 
grua fore; porro manifcstum cst biquadratum numeri cuiuscunque, qui nulli ex 
his quatuor congruus. illorum biquadratis congruum tieri non posse. (alias enim 
congruentia = quae est quarti gradus plures quam 4 radices liaberct . con- 
traart. 43). Hinc facile colbgitur , omnes numeros 1 , 2, 3, . . . 4 m, tantummodo 
m biquadrata incongrua praebere, quibus inter eosdem numeros m congrui rcpe- 
rientur, rcliqui autcm nulli biquadrato congnii essc poterunt. 

II. Sccundum modulum primum formae S «— {— 1 , — I biquadrato congru- 
us fieri poterit ( — 1 crit residuum biquadraticum huius numcri primi,. 

Omnium enim rcsiduorum biquadraticorum ipso S w-j- 1 minorum (cifra 
cxclusa multitudo erit =2» i. e. par. Porro facile probatur, si r fuerit rcsi- 
duum biquadraticum ipsius Sn-|-1, etiam valorem expr. ~ (mod. 8 n ■+- 1 ) fore 
tale residuum. Ilinc omnia rcsidua biquadratica in classes simili modo distribui 
poteruut, uti in art. 109 residua quadratica distribuimus : nec non rcliqua dcmon- 
strationis pars prorsus codem modo procedit ut illic. 

III. Iam sit g* = — 1, ct h valor cxpr. — (mod. Sn-\- 1 ). Tunc erit 

(proptcr gh = l). At g* = — 1 , adeoque — A* = g l h* = g*, unde tandem 
/+^'=0, atque ig±h)* = + 2 i. e. tum +2 tum —2 residuum quadra- 
ticum ipsius 8»-f l. Q. E. D. 

116. 

C cterum ex praecc. facilc rcgvila scqucns gencralis deducitur: -\-2 est resi- 
duum numeri cuiusvis, qui neque per 4, neque per ullum primum formae H «+3 vel 
Sn-f- 5 dividi potest, reliquorum autem [ex. gr. omnium numerorum fonnarum 
sn-j-3. Sn-j-5, sive sint primi, sive compositi) non-residuum. 

— 2 est residuum numeri cuiusvis, qui twque per 4, neque per ullum primum 
formae Sn-f-5 tW Sn-|-7 dividi potest , omnium autem reliquorum non-residunm. 

Theoremata haec elegantia iam sagaci Fermatio innotuerunt. Op. Mathem. 
p. 16S. Demonstrationem vero quam se habere profossus est, nusquam commu- 
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nicavit. Postca ab ill. Kulcro frustra scmper cst investigata: at ill. "I.a (irange pri- 
mus dcnionstrationem rigorosam Tcperit, NoM>, Mim. de fAc. de Berlin 1775. 
p. 34 9, 351. Quod ill. Eulcruin adliuc latuisse videtur. quando scripsit di->s. in 
Ojiusc. Analyt. conscrvatain, T. I. p. 25». 

Itr*<Jua +3 tt - s. 
117. 

lVrgimus ad residua -f-3 ct — 3. A posteriori initium faciamus. 

Kcperiuntur ex tab. 11. numcri primi quorum residuum cst — 3 hi: 3, 7. 
13,19,31,87,43,61,67,73,79,07, intcr quos nullus invcnitur formae 6»-(-5. 
Quod vcro ctiam ultra tabidac limitcs nulli primi huius formae dantur quorum 
residuum — 3, ita dcmonstramus: Primo patct quemvis numerum compontum 
formae 6n-j-5 necessario factorcm primum aliqucm eiusdem formae involvcre. 
Quousque igitur nulli numcri primi formac <>»-f-5 dantur. quorum residuum 

— 3 , cousque talcs etiam compositi non dabuntur. Quodsi vcro ultra tabulac 
nostrac limites tales numeri darentur, sit omnium minimus = t. ponaturque 

— 3 — aa — tu. Tunc crit, si acccperis a parcm ipsoque r minorem, u<^t, at- 
que — 3 residuum ipsius «. Sed quando a fonnae G«+2, tn erit formae 
6« -f-1, adeoquc u formae 6n-f-5, Q. E. A. quia t minimum esse numcrum 
inductioni nostrae advcrsantem supposuimus. Quando vcro « formac 6n, crit 
tu formae 36n-f-3 adcoquc \tu formae 12» — f— 1 . quore \u erit formac 
6n-f-5; patet autcm — 3 ctiam ipsius \u rcsiduum fore, atque esse }«</, 
Q. E. A. Manifcstum itaquc, — 3 nullius numcri formae 6«-f-5 residuum 
csse posse. 

Quoniain quisque numerus formae 6n-)-5 necessario vel sub forma 1 2w-f-5, 
vcl sub hac 1 2n-f- 1 1 continetur, prior autem forma sub hac 4 n-f 1 , posterior 
sub liac 4 w -f- 3 . haec habcntur theoremata : 

I (.'niuseis nunten frinii fonnae l2«-f-5, tum —3 tum -4-3 nonresi- 
ifiium est. 

II. Cuiusvis niimeri primi formae 1 2 « -f- I I . — 3 est non-residuum . -f-3 
eero residuiim. 
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Numeri quorum residuum est +3 ex tabula II. inveniuntur hi: 3, II, 13. 
23, 37, 47, 59. 61. 7 i. 73, 03, «7, inter quos nulli sunt forniae 12« + 5 vcl 
12»-f-7. Nullos autcm omnino numeros fonuarum 12»-f-5, 12» -j- 7 dari 
quomm -(-3 sit residuum, eodem prorsus modo, ut in artt. 1 12. 1 13, 1 17, com- 
probari potcst, quare hoc negotio supersedemus. Hal»emus itaque collato art. 1 1 1 
theoremata : 

I. Numeri cuiusris primi formae 12» -f- 5 non-residua sunt tum -f- 3 tum 
— 3 {uti iam in art praec. invenimus }. 

II. Numeri cuiusris primi formae 12»-}- 7 non-residuum est -f- 3, — 3 vero 
residuum. 

» > 

119. 

Nihil autem per hanc methodum pro numeris formac 12« — (— 1 invcniri 
potest, qui proin artihcia singularia requirunt. Ex inductioue quidem facile col- 
ligitur, omnium numerorum primorum huius formae residua esse -f-3 et — 3. 
Manifesto autem dcmonstrari tantummodo debct, numerorum talium residuum 
csse — 3, quia tunc necessario etiam +3 residuum essc dcbet !art. 1 1 1). Osten- 
demus autem generalius, —3 esse residuum numeri cuiusvis primi formae 
3»-f-l. 

Sit p huiusmodi primus atque a numerus pro modulo p ad exponentem 3 
pertinens (qualcs dari cx art. 54 manifestum, quia 3 submultiplum ipsius p — l). 
Erit itaquc «'= 1 \mod.p) i. e . a* — 1 sive (fl*-f-«-f- I ) (o — 1) per p divisi- 
bilis. Sed patet a esse non posse = I {mo&.p\ , quia 1 ad exponentem 1 pcr- 
tinet, quare a— 1 per p divisibilis non erit , sed a ! -f-a-f-l erit. hincquc ctiam 
4 aa -f- 4 a -f- 4 , t.& erit 2 a -f- 1 } 1 = — 3 (mod. j») sive — 3 residuum ipsius p . 
Q. E. D. 

Cctenim patet, hanc demonstrationem iquae a praecedentibus est indepcn- 
dens) etiam numeros primos formae 12»-f-7 complecti quos iam in art. praec. 
absolvimus. 

Observare adhuc conveuit, hanc analysin ad instar methodi in artt. 109, 1 1 5 
usitatae exhiberi posse. at brevitatis gratia huic rei non immoramur. 
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120. 

(olliguntur facile ex praecc. theoreuiata haec vid. artt. 102. 103. 105). 

I. — 3 est residuitm omnium numerorum , qiti neque j>er 8, neque per 9, ne- 
que per ullum numerum primum formae 6« + 5 dividi possuttt, non -residuum autem 
omnium reliquorum. 

II. -(-3 est residuitm omnium numeroritm , qui neque per 4, neque per 9, ne- 
que per itllum primum formae 12« -(-5 vel 1 2» -f- 7 dividi possunt , omuium reli- 
qitorum non-residuum. 

Tcneatur imprimis casus particularis hic: 

— 3 est residman omnium numcrorum primorum formae 3«-|- 1 , seu quod 
idem est omttittm, qiti ipsitts 3 sunt residtta, non-residuum vero omnium numerorum 
primorum formae 6 « + 5. scu. excluso numero 2, omnium formae 3«+ 2, i.e. 
omnitm qui ipvius 3 sunt non - residita. Facile vero perspicitur omnes reliquos ca- 
sus cx hoc Rponte sequi. 

Pro]K»sitiones ad residua +3 6t — 3 pertinentes iam Eermatio notae fu- 
erunt, Opera WaHisii T. II. j». 857. At ill. Euler primus dcmonstrationes tradi- 
dit. Cttmm. nov. Petr. T. VIII. p. 105 sqq. Eo magis est niirandum, demonstra- 
tiones propositionum ad residua +2 et — 2 pertinentium , prorsus similibus 
artificiis innixas. semper ipsius sagacitatem fugisse. V r id. etiam comment. ill. I^a 
Grange, Nottr. Mem. de l Ac. de Berlin, 1775 p. 3f>2. 

Hfiiua + l el — i. 
121. 

Per inductionem deprehenditur , -|- 5 nullius numeri imparis formae 
5»H-2 vel 5«-|-3 residuum esse, i. e. nullius uumeri imparis qui ipsius 5 
non-residuum sit. Hanc vero regulam nullam exceptionem pati, ita demonstratur. 
Sit numerus minimus, si quis datur, ab hac regula cxcipicndus =r, qui itaque 
numeri 5 est non-residuum, 5 autera ipsius t rcsiduum. Sit aa^b-\-tu , ita 
ut a sit par ipsoque / minor. Erit igitur u impar ipsoque t minor. -f- 5 au- 
tem ipsius u rcsiduum crit. Quodsi iam a per 5 non est divisibihs, etiam u uon 
crit; manifeBto autem tu ipsius 5 est residuum, quare quum t ipsius . r ( sit non- 
residuum, etiam u non-residuum erit ; t". e. datur non-rcsiduum impar numeri 5, 
cuius residuum est -+- 5 , ipso / minus, contra hyp. Si vero a per 5 cst divisi- 
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bilis, ponatur a = 5A, atquc u = ot\ unde tv~ — I =4 (raod. 5), i. e. ro crit 
residuum numcri 5. In rcliquis demonstratio pcrindc procedit ut in casu priori. 

122. 

Omnium igitur numerorum primorum. qui simul sunt ipsius 5 non-residua 
simulque formae 4n-f-l, i, v. omnium uumcrorum primorum formac 20«-f-13 
vel 20 n + 17. tum +5 quam — 5 non-residua erunt; omnium autem numc- 
rorum priinomm formae 20«-|-3 vel 20»-f-7, non-residuum erit + 6 , — 5 
rcsiduum. 

Potest vcro prorsus simili modo demoiiMtrari , — 6 esse non-residuuiu om- 
nium uumerorum primorum formarum 20»~f-ll, 20»-f-13, 20«-)- 17, 20»-f-19, 
facilcque jierspicitur hinc sequi, -f- 5 esse residuum omnium numerorum primo- 
rum formac 20 « -f- 11 vel 30* -(- (0, non-rcsiduum autem omnium formae 
20»-f- 1 3 vcl 20 n-f- 17. Et quoniam quivis numerus primus. praeter 2 et B 
qtiorum residuum +•>). in aliqua harum formarum continetur 20»-f- 1, 3.7, 9, 
II. 13, 17, 19, patet, de omnibus iam iudicium fcrri posse. exccptis iis qui sint 
formnc 20»-f-l vel formae 2o»-f- 9. 

123. 

Ex inductione faoile deprchenditur, -f-5 ct —5 essc residua oninium 
numerorum primorum formac 20»-f-l vel 20» -f- 9. Quodsi hoc gcneraliter 
vcrum est . lcx elegans hnbebitur, -f- 5 esse residttum omnium numerorum primorum 
qui ipsius 5 sint residuu hi enim in alterutra forumrum 5»-f-l vel 5 « — j— 1 si- 
ve in aliqua hannn, 20 « -f- 1 , 9, 1 1 , 1 9, continentur, de quarum tertia et quarta 
illud iam ostcnsum est , non-rvsiduum rero omnium numvrorum imparium qui ipttiits 5 
sint non-residua, ut iani supra demonstravimus. Clarum autcm est, hoc theorema 
sufficere ad diiudicandum , utrum -f-5 coquc ipso, — 5, si tamquain productum 
ex -f- 5 ct — 1 considerctur numeri cuiuscunque dati residuum sit an non-resi- 
duum. Dcnique obscrvetur liuius theorematis cum illo quod art. 120 dc rcsiduo 
— 3 exposuimus analogia. 

At verificatio illius inductionis non adeo facilis. Quando numcrus primus 
formae 20w-f-l. sivc gcneralius formae 5»-f-l proponitur, res simili modo ab- 
solvi potest, ut iu artt. 114, 119. Sit scilicct numcrus quicunque pro modulo 
5»-f-l ad exponentem 5 pertinens a, quales dari ex Sect. praec. manifestum, 

12 " 
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eritque a 4 = I . sive a — I a* + a* + a s + a -4- 1 ) = 0 f raod. »«+ 1). At quia 
ncquit esse a=l, nequc adeo a — 1=0; neccssario erit a*-|-a s -|-a s -|-a-|- 1 
= 0. Quare etiam 4 iV-f-a^-r-rt^ + a-j- 1 } = 2aa+a-j-2 )* — 5a* erit =0 
i.e. 5a s erit residuum ipsius 5«-J-l, adcoque etiam 5, quia a* est residuum 
per 5n-f-l non divisibile [a euim |>er r» » — f— 1 non divisibiUs propter a*=1 . 
Q. E. D. 

At casus, ubi numerus primus formae 5»-f- 4 proponitur, subtiliora artifi- 
cia postulat. Quoniam vero propositioncs quarum ope negotium absolvitur in sc- 
quentibus gcncralius tractabuntur, hic brevitcr tantum cas attingimus. 

[. Si p est numerus primus atque b non-rcsiduum quadraticum datum 
ipsius p, valor cxpressionis 

Ai - • • ^4 

ex qua evoluta irrationalitatem abire facile pcrspicitur 1 . semper per p divisibilis 
erit, quicunquc numerus pro x assumatur. Fatet cnim cx inspectione coefficien- 
tium qui cx cvolutione ipsius A obtinentur . omnes tcrminos a secundo usquc ad 
penoltfanum inel.) per p divisibilcs fore, adeoque esse A= '2{ji-\- \) (j?-\~xb~*~) 
\\uod.p). At quoniam b ipsius p non-rcsiduum est, erit = — 1 (mod./) , 

art. 106; xf autem scmper est = x (Sect. praec.) , unde fit A = 0. Q. E. D. 

II. In congruentia A = o (mod./)) , indeterminata x habet p dimensiones 
omnesque numcri 0,1,2..../) — 1 illins radiccs crunt. Inm ponatur e esse divi- 
sorem ipsius /)-f- 1 eritquc cxpressio 

(quam ]>cr B designamus) si evolvitur, ab irrationalitate Uliera, indetermiuata x 
in ipsa e— 1 dimensiones habebit. constatque ex unalyscos primis elementis, A 
pcr B (indefinite) esse divisibilcm. lam dico e. — 1 vnlorcs ipsius x dari, quibus 
in B substitutis, B pcr p divisibilis cvadat. Ponatur eniin A = BC. habcbit- 
que .r in C dimcnsiones p — e-\- 1 , adeoque congruentia C = 0(mod./>) non 
plurcs quniu p — e-\- 1 nuUces. Indc facile patet, omnes reliquos numeros cx 

his 0,1,2,3 p I, quorum multitudo —e—\, congruentiae B=0 radi- 

ces fore. 

III. Iam ponatur p csse formae 5i» + 4, e — b, b non-residuum ipsiu* 
p, atqne numerum a ita determinatum . ut sit 
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(a + v »)» -( 0 -ytt)' 

per /> divisibdis. At illa expressio fit 

= l0a*+20aab+2bb = 2 [ (*+ 5««)* — 20« 4 

Erit igitur etiam (6+ 5««)* — 20 «' per /> divisibilis i. e. 20 «' residuum ipnius 
p; at quoniam 4«' re«iduum est per p non divisibile (facile enira intelligitur. a 
per p dividi non posse) . etiam 5 residuum ipsius p erit. Q. 23. D. 

, Hinc patet tbeorema in initio huius articuli prolatum generaliter verum 

esse. — 

Observamus adbuc, demonstrationes pro utroque ca.su Ul. Iji Grangc dcberi. 
Mhn. de TAc. de Tierlin 1775, p. 352 sqq. 

124. 

Per similem metbodum demonstratur, 

— 7 esse non-residuum cniuxtis numeri qui ipsius 7 sit non-residuum. 

Ex inductione vero concludi potest. 

— 7 esse residuum cuiusris numeri primi qui ipsiut 7 sit residuitm. 

At hoc a nemine hactcnus rigorose demonstratum. l'ro iis quidem residuis 
ipsius 7, quae sunt formae 4» — I, facilis est demonstratio; etenim per metho- 
dum ex praecc. abunde notam ostcndi potcst, -)-7 scmperessu talium numerorum 
primorum non-residuum , adeoque — 7 residuum. Sed parum hinc lucramur: 
reUqui cnim casus per hanc methodum tractari nequeunt. l'num quidem adhuc 
casum simili modo ut artt. 1 19, 123 absolvere possumus. Scilicet si p est nurae- 
rus primus formae 7 n -\- 1 , atque a pro modulo p ad exponentem 7 |*ertinens. 
facile perspicitur 

l MzJl « , 2<I a -|-« ! — fl — 2 ; s 4-7 (« J -f « l 

|>er p divisibilcm, adeoquc — 7 «* + « ,* ipsiu* p residuum forc. At ;«*+«)*. 
tamquam quadratum, ipsius p residuum est, insuperque per p non divisibile; 
quum cnim o ad exponentem 7 pcrtincre supponatur . neque = 0 , neque 
= — I (mod.yr cssc potcst, i. e. ncque « neque « + I i>er p divisibilis crit, 
adcoqucctiam quadratum «4-1)*«*. Tnde manifcsto etiam 7 ipsius p residunm 
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erit. Q.E.l) — At primi nuracri formae 7 »-f-2 vcl 7« + 4 oinnes methodos 
hncusquc trnditas eludunt. Ceterum etiam haec demonstratio ah III. La Grange 
primum est dctccta L c. — Infra Sect. VII. docehimus generalitcr, expressionem 
semper ad formam X*~f~/> Y* rcduci possc. ubi signum superius est ac- 
cipicndum quando p cst numcrus primus formae 4/>-f-l, inferius quando est 
formac 4 » — J— U) , denotnntibus X, V functiones rationales ipsius .r, a fractioni- 
bu.s liberas. Ilanc discerptionem III . La Grange ultra casum // — 7 non perfe- 
cit V. 1. c. p. 352. 

Prarparatio ad dinjuititionrm tfrwralrm. 

125. 

Quoniam igitur mcthodi prncccdcntes ad demonstrationes generalcs stabili- 
endas non sufficiunt. iam tcmpus est, aliam ab hoc defectu liberam exponere. In- 
itium facimus a tlieoremate, euius demonstrntio satis diu operam nostram elusit, 
quamvis primo as|>cctu tnm obvium videatur. ut qnidam nc ncccssitatem quidcm 
demonstrationis intellcxerint. Est vero hoc: Quemris numerum, praeter qumlrata 
positice sumta, alitpuirum numerorum primorunt tion-resitluum esse. Quia vero hoc 
theorematc tantummodo tamqunm nuxilinri ad alia dcmonstranda usuri sumus. 
alios casus hic non explicnmus qunm quibus ad hunc finem indigcmus. l)e reU- 
quis casibus postea sponte idem constabit. Ostendemus itaque. quemvis numeritm 
primum /ormae 4 n -f- 1 , sive positire sire negatice accipiatur*), non-resitluum essc 
a/iqttorttm numerorum primorum, et fsi > 5) quidcm taliura qui ipso sint minores. 

Priino, quando nuraerus primus p, forniae 4n-f-l Ol7; sed — 13iV3, 
— 1 7 iV r> , , negatire sumendus proponitur, sit 2o numerus par proxime maior quam 
\!p; tum facile perspicitur , 4ao sempcr fore < 2p sivc loo — /></>• At 
4ao— -// est formac 4 » — |— 3 , -f-p autcm residuum quadraticum ipsius iaa^-p, 
fquoniam p 4 aa mod. 4«a —//)); quodsi igitur 4oa — p est numerus primus, 
— p ipsius non-residuum erit; sin minus, necessario factor aliquis ipsius 4oo— // 
formae 4«-f-3 erit; ct quum -f-y/ ctiam huius residuum esse debcat, — // ipsius 
non-residuum erit. Q. E. I). 

Pro numeris primis positirc sumendis duos casus distinguimus. Primo sit 
p numcrus primus formae Sn-f-:». Sit a numcrus quicunquc positivus <i\'ip. 
Tum s«-|-5 — 2oo erit numcrus positivus formae 8«-f-5 vel 8 « + 3 (prout a 
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par vel itnpar) , adcoque necessario per numerum aliquem prinnun formae 8 n -f- 3 
vel bw-(-5 divisibilis, productum enim ex quoteunque uunieris formae 
et S«-(-7 neque formam >>w-|-3 neque hanc 8 » + 5 habere jxitest. Sit hic 
q, eritque 6 « + 5 = 2 a* (mod. q). At 2 ipsius q non-residuum erit (art. 112), 
adeoque etiam 2a* *, et S» + 5. Q. E. D. 

1 26. 

Sed numerum quemvis primum fonnae S n — |— 1 po.sitive acecptum semper 
alicuius numeri primi ipso minoris non rcsiduum esse . pcr artificia tam obvin de- 
monstrari ncquit. Quum autcm haec veritas maximi sit momenti, demonstratio- 
nem rigorosam, quamvis ahquantum prolixa sit, praeterire non ]K)ssutnus. 1'rae- 
mittimus sequens 

Lkmm.y. Si habentur duac series numerorum 

A, B, C etc (I), .4'. H. C etc II: 

utrum terminorum multitudo in utraque eadem sit necnc nihil interest; ita com- 
jntratae . ut, denotante p numerum qucmcunque primum aut numeri pritni potestatem, 
tcrminum aliquem secundae seriei ( sive etiam plures ) metientem , totidcm ad minimum 
termini in serie prima sint per p dicisiiiiles, quot sunt in secunda: titm dico produc- 
tum ex omnibus numeris I i dirisibile fore per productum ex omnibus numeris ,11). 

Exempl. Constet (I) e numeris 12, 1S, 45; II ex his 3,1,5,6.9. Tum 
divisibiles eruut per 2,4,3,9,5 in (I) 2,1,3,2,1 tennini , in (II) 2,1,3,1,1 
termini, respective; productum autem omnium tcrminorum (I) =97 20 divisibile 
est pcr productum omuium terminorum (II), 3240. 

Demonstr. Sit productum ex omuibus tcrminis (1), — Q, productum om- 
nium terminorum seriei (II), =Q\ Patet quemvis numerum primum qui sit di- 
visor ipsius Q etiam ipsius Q divisorem fore. Iam ostendemus quemvis facto- 
rcm primum ipsius Q , in Q totidcm ad minimum dimensiones habere quot ha- 
beat in Q'. Esto talis divisor p, ponaturque, in serie (1) a terminos esse per p 
divisibiles, b terminos jter p* divisibiles, c tertniuos j>er p* divisibiles etc, similia 
deuotent literae a', b', r' ctc. pro scrie (II . pcrsjiicieturque facile, p in Q habcre 

') Art. l'atct i-nim a* esiio residuum ipiiiiM y per y non divinibile, n«m iilia- ctiam uumcru* pri- 
DMM p per | foret divUibili». Q. E. .1. 
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a-f-i-f-c-f- etc. dimcnsiones, in Q vcro a'-f- J>'-f-c'-f- etc. At d certe non 
maior quam a. b' non maior quam ietc. (hyp.); quare a'-f-6'-f-c'etc. certo non 
erit >a-f-6-f-cetc. — Quum itaque nullus numerus primus in Q plures di- 
mensione.s habere possit. quam in Q, Q per Q' divisibiUs crit (art. 17). Q. E. D. 

127. 

Lemma. In progressione 1 , 2. 3, 4, n, plures termini esse nequeunt per nn- 

merum quemcunque h divisibiles, quaminhac a, a-f-l,a-f-2 a-\-n — 1 ex toti- 

dem terminis constante. 

Kullo enim negotio perspicitur si n fuerit multiplum ipsius h, in utraquc 
progrcssione j terminos fore per h divisibilcs; sin minus. ponatur n = eh-\-J, 
ita ut / sit <A, eruntquc in priori scric e termini per h divisibiles, in poste- 
riori autem vcl totidcm vel e -f- 1 . 

Hinc tamquam Coroll. scquitur propositio ex numcrorum tiguratorum theoria 
nota. scd a nemine, ni fallimur, hactcnus dircctc dcmonstrata. 

« . a + I . u -+- 2 . a-\-n — l 

1.1.3 » 

semper esse numerum intcgrum. 

Denique I^emma hoc generaUus ita proponi potuisset: 

In progrcssione a, a-f-l,a-f-2 a-f-w — 1 totidcm ad minimum dati- 

tur termini secundum modulum h numero cuicunque dato. r, congrui, quot in 
hac 1,2.3...« termini pcr h divisibUcs. 

12S. 

Theorema. Sit a numerus quicmque fomae 8 n -f- 1 , p numerus quicunque 
ad a primus, cuius residuum -f-a, tandem m numerus arbitrarius : tum dico, in 
proyressione 

«. fla — 1), 2(a — 4 , }{a — 9), 2(a— 16) 2 a—m*), vel |(a— m*) 

prout m par rel impar, totidem ad minimum dari terminos per p dirisibiles quot den- 
tur in hac 

I . 2 . 3 2 m -f- 1 

Priorem progrcssionem designumus per I , posteriorem per (II). 
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Demmstr. I. Quando p=2, in ( I ) omnes termini praeter primuni , »'. e. 
ffl tcrmini divisibiles crunt; totidem autem erunt in (II). 

II. Sit p numerus impar vel numeri imparis duplum vel quadruplum, at- 

que a ~rr {mod.p}. Tum in progressione, — m, — (m — 1), — 1>» — 2), -\-m 

quac terminor^im multitudine cum (II) convenit et per (III) desiguabitur) totidcm 
ad minimum tcrmini erunt secundum modulum p ipsi r congrui, quot in serie (II) 
per p divisibilcs (art. praec). Inter illos autem bini, qui signotantum. non mag- 
nitudine, discrepent. occurrere ncqueunt'). Taudem quisque eorum correspon- 
dcntem habebit in scrie (I), qui per p crit divisibilis. Scilicet si fuerit +b ali- 
quis terminus seriei III; ipsi r sccundum p congruus, crit « — bb per p divisi- 
bilis. Quodsi igitur b est pur, terminus seriei (I) , 2{a — bb). per p divisibilis 
erit. Si vero b impar, terminus ^(« — bb) per p divisibilis erit: namque mani- 
festo a ~ && erit integcr par, quoniam a — bb pcr S, p autem ad summum per 

4 divisibilis {a enim per byp. est formae 8 »-}- 1 , bb autem idco quod est numeri 
imparis quadratum eiusdem formae erit, quare differentia erit formae Hit). Hinc 
tandcm concluditur, in scrie (I) totidem terminos esse per p divisibiles, quot in 

III) sint ipsi r secundum p congrui i.e. totidem aut plures quam in II sint 
]kt p divisibUes. Q. E. D. 

III. Sit p formae Sh, atque a~=rr (mod. 2p : . Facile enim pcrspicitur, a. 
quum cx hyp. ipsius p sit residuum, etiam ipsius 2p residuum fore. Tum in se- 
rie (III) totidem ad minimum termini erunt ipsi r secundum p congrui. quot in 

II) sunt per p divisibiles. fflique omnes maguitudinc erunt inaeqiudcs. At cui- 
que corum respondebit aliquis in (I, per p divisibilis. Si euim -\-b vel — b 
— r mod.p , erit bb — rr (mod. 2p\ ~) , adeoquc terminus {{a — bb, |)er p di- 
visibilis. Quare in (I totidem ad minimum termini crunt per p divisibiles 
quam in (II). Q. E. D. 

129. • 

Tiieorema. Si a est numrrus primtis formae bn-\-\, necessario infra 2yVi-H 
dabitur aliquis numerus primus cuius non-residuum sit a. 

') Si cnim csact — /— -f/fmod.f»), ficrct 2/ pcr p divinibili», adeoquc cham »« (propter // 

5 a (mod.ji) ). Hoc autem alitcr ficri ncquit, quam *i p = l, quum pcr hyp. n ad p »it primus. Scd dc boc 
caau iam Bcornira diximu». 

t) Erit «cilicet bb — rr a ^b-r)[b + r) e duobus factoribus componilu», quorum alU-r pcr p divi»ibi- 
li» (hyp.). alur pcr i l.quia tum b tum r sunt imparc»); adeoque bb-rr pcr 1p di»i*ibili». 

13 
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Demotistr. Esto, si ficri potest, a residuum omnium priniorum ipso 2y'a+l 
minorum. Tuni facile perspicietur, a etiam omuium numerorum compositorum 
ipso 2y/«+ 1 minorum residuum fore (oonferantur praecepta per quae diiudicare 
docuimus, utrum numerus propositus sit uumcri compositi residuum nccnc; art. 
105). Sit numerus proximc minor quam y'a, — m. Tum in serie 

(1) «, l[a— 1). 2(a — 4). { (a— 9) . . . . 2 (« — mm vel i(a—mm) 

totidem aut plurcs tcrmiui crunt pcr numcrum qucmcunque ipso 2 y'a + I mino- 
rem divisibiles, quam in hac 

( II) 1, 2, 3. 4 2m + 1 (art. praec.) 

Hinc vero scquitur, productum ex omnibus tcrminis (I) per productum omnium 

tcrrainorum (II) divisibile esse, (art. 126). At illud est aut — a',a — 1) a — 4) 

a—mm) aut semissis huius producti (prout m aut par aut impar). Quare pro- 
ductum a'a — 1) (a — 4). . .. (a — m m) certo \wr productum omnium tcrrainorum 
(II) dividi poterit, ct, quia omnes hi termini ad a sunt primi, etiam productum 
illud omlMO factore «. Scd productum cx omnibus tcrminis (II) ita ctiam cxhi- 
beri potest, 

"(»+!). C(«,4.|)*_l).C(»+i)»-4)....((»l+l)*-«l»3 

Fiet igitur 

i a — I a — 4 « — m* 

m+l (m-fl)* — 1 (m+l)' — 4 (m+t)' — »«* 

numerus integer, quamquam sit productum cx fractionibus unitate minoribus : 
quia enim necessario y'« irrationaLis esse dcbct, crit t« +• 1 > , adcoque 
(w+l)*)>a. Hinc tandcm concluditur suppositionera nostrain lo<:um hal)ere non 
possc. Q. E. D. 

Iam quia a certo >9, erit 2\/« + l<a, dabiturque adeo aliquis primus 
<a cuius non-residuura a. 

ftr inditctionem thrnrrma grneraU (fundamentuU) tttMlitur, etmclutionetqw intU tUducuntur. 

130. 

1'ostquam rigoro.se deiuoustravimus quemvis numcrum primum formai- 
4n + l, et positive ct negative acccptum. alicuius numeri primi ipso minoris non- 
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residuum esse . ad comparationem exactiorem et gencralioreiu numerorum primo- 
ruin, quatenus unus alterius residuum vcl non-residuum est, statim transimus. 

Omni rigore supra demonstravimus. — 3 et +5 esse residua vel non-re- 
sidua omnium numerorum primorum, qui ipsorum 3, 5 rcspcctive sint residua vel 
non-rcsidua. 

Per inductionem autem rirca numeros sequcntcs institutam invenitur: — 7. 
— 1 1, -f- 13, -f- 17. — 19. —23, + 29,— 31, + 37, + 41, —4 3, - - 47, +53, —59 
ctc. cssc residua vel non-residua omnium numerorum primorum. qui, positive 
sumti, illorum primorum respertive sint residua vel non-rcsidua. Inductio haec 
perfacile adiumento tabulae II confici potcst. 

Quivis autem levi attcntione adhibita obscrvabit, cx his numcris primis sig- 
no positivo affectos esse eos, qui sint formae 4n + l, negativo autem eos . qui 
siut formae 4«+ 3. 

131. 

Quod hic per inductionem deteximus. gcneraliter locum habere mox demon- 
strabimus. Antequam autcm hoc negotium adcamus, neccssc crit, omnia quae 
ex theoremate, si veruni esse supponitur, sequuntur, eruere. Theorema ipsum ita 
enunciamus. 

Si p est numerwt primujt formae 4»+1. erit +/>, si vero p formae 
4h+ 3, erit — p residuum vel non-residuum cuiusvis numeri primi qui positire 
acceptus ijtsius p est residuum vel non-rejiiduum. 

Quia omnia fere quae de residuis quadraticis dici possunt , huic theorcmati 
innituntur, denominatio theorcmatis fundamentalis , qua in sequentibus utemur. 
haud absona crit. 

Ut ratiocinia nostra quam brevissime exhiberi possint, per a,a',a" etc. nu- 
meros primos formae 4 n + 1 , per b, V, b" etc. numeros primos formae 4 « + 3 
denotahimus; pcr A,A',A"etc. numeros quoscunque formac 4»+l. pcr B, 
If, B etc. autem numeros quoscunque formae 4 « + 3 : tandem litera R duabus 
quantitatibus interposita indicabit, priorem sequentis essc residuum, sicuti litera 
N significationcm contrariam habcbit. Ex.gr. +5J?11, +2A T 5, indicabit +5 
ipsius II csse rcsiduum, +2 vel — 2 esse ipsius 5 non-rcsiduum. Iam col- 
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lato thcoremate fundamcntali cum theorcmatibus art. 111, sequentes propositio- 
nes facilc dcduccntur. 





Si 


erit 


1 . 




± alia 


* • 


+ aNa 




3. 


|+ aRb\ 
} aNb) 


+ 


4. 


i + fliVtj 
1 — aRb* 


. ... + 6.V« 




+ bRa 


j-f- alib 
\— aNb 


ti. 


+ bNa ... 


) + aNb 
\— alib 


7. 


i+bRb', 
1- 6iV6'i 


i + 6'A*6 
l— 6'i/6 


8. 


<+ 62V6'| 
I— 6i2&*( 


{+ 6'i?6 
I— b'Nb 



132. 

In his omues casus. qui, duos numeros primos comparando. occurrerc pos- 
sunt. continentur: quae sequuntur. ad numeros quoscunque pertinent: sed harum 
demonstrationcs minus sunt obviae. 

Si erit 

9. + aRA + ARa 

10. + bRA \+ ARb 

— ■ I — ANb 

11. + aRB + BRu 

12. — aRB + BNa ' 

13. + bRB 

!+ BNb 

14. -bRB \+BIib 

l— BXb 
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Quum omnium liarum propositionuin demonstrationes ex iisdem principiis 
sint pctcndnc, ncccssc non crit omnes evolvere: demonstratio prop. 9, quam ap- 
ponimus tamquam exemplum inscrvirc potcst. Ante omnia autcm observctur, . 
quemvis numerum formae 4 n -J- 1 aut nidlum factorcm formac 4 « + 3 habere, 
aut duos, aut quatuor etc. , i.e. multitudinem talium factorum (inter quos ctiam 
acqualcs cssc possuntj scmper fore parcm : quemvis vero formae 4 n -f- 3 multitu- 
dinera imparem factorum formac 4n-f-3 (i. e. aut unum aut trcs aut quinque 
etc.) implicare. Multitudo factorum formac 4n-f-l indetcrminata manet. 

Prop. 9 ita demonstratur. Sit A productum c factoribus primis a, a", a" 
etc., b, V, b" ctc. ; critquc factorum b, b', b" etc. multitudo par (possunt ctiam nulli 
adesse, quod eodem redit;. Iam si a cst rcsiduutti ipsius A, erit rcsiduum etiam 
omnium factorum a', a", a " ctc. b, I/, b" etc. quarc per propp. 1 , 3 art. praec. sin- 
guli hi factores erunt rcsidua ipsius a , axlcoque etiam productum A . — A vcro 
idem esae del>et. — Quodsi vero — a cst rcsiduum ipsius A , eoque ipso om- 
nium factorum a.a" etc. 6,6'etc; singuli a',a "ctc. crunt ipsius a residua, sin- 
guli b, b' etc. autem non-residua. Sed quum posteriorum multitudo sit par, pro- 
ductum ex omnibus. i.e. A, ipsius a residuum crit, hincque ctinm — A. 

• 

I 33. 

Investigationcm adhuc gcneralius instituamus. (.'ontcmplemur duos numc- 
ros quoscunque impares inter se primos , signis quibuscunque affectos , 7* et Q. 
Concipiatur P sinc respectu signi sui in factores suos primos resolutus , dcsigne- 
turque per p, quot inter hos rcperiantur quorum non-residuum sit Q. Hi vero 
aliquis numerus primus, cuius non-residuum est Q, pluries inter factores ipsius 
P occurrit, phuies etiam numerandus erit. Similiter sit q miUtitudo factorum 
primorum ipsius Q, quorum non-residuum cst P. Tum numeri p, q c crtnm 
relatdonem mutuam habebunt ab indole numerorum P, Q pcndcntem. Scilicet 
si alter numerorum p.q est par vel impar, numerorum P, Q forma doccbit, 
utrum alter par sit vcl impar. Hacc relatio in scqucnti tabula cxhibctur. 

Erunt p,q simul pares vcl simul impares, quando numcri P. Q habcnt 
formas : 

2. +A. - A 
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3. + A, + B 

4. + A, — B 

5. — A, -A' 

6. + B, - ff 

Contra numerorum p, q altcr crit par. altcr impar, quando numcri P,Q 
liabent formas : 

7. — A, +B 
4 S. — A, — B 

9. +B, +B 

10. -B, -B- 

Ejc. Sint numeri propositi — 55 et -f-1197. qui ad casum quartum 
erunt rcfcrendi. Est autcm 1197 non-residuum unius factoris primi ipsius 55. 
seilicet numeri 5, —55 autem non-residuum trium fartomm primorum ipsius 
1197, scilicet numerorum 3. 3, 1 9. 

Si P ct Q numcros j)rimos designant, projwsitiones hac abeunt in cas quas 
art. 131 tradidimus. Hic scilicct p et q maiorcs quam 1 fieri nequeunt, quare 
quando p ponitur cssc par neccssario crit — 0 ». e. Q erit residuum ipsius P, 
quando vero p est impar, Q ipsius P non-residuum crit. Et vicc versa. Ita 
scriptis a, b locoipsorum A, B, ex 8 sequitur, si — a fuerit residuum vel non- 
rcsiduum ipsius b , forc — b non-residuum vel rcsiduum ipsius a . qiuxi cum 3 
et 4 art. 131 convenit. 

Generaliter vero patet, Q residuum ipsius P esse non posse nisi fuerit p 
= 0; si igitur p impar, Q ccrto ipsius P non-residuum erit. 

Hinc etiam propp. art. praec. sine difncultate derivari possunt. 

Ceterum mox patebit, hanc repraesentationem generalem plus esse quam 
speculationem sterilem. quum theorcmatis fundamentalis demonstratio completa 
absque ea vix perfici possit. 



') ffit I - i «uterque P, Q =s{mod.4), aUuquin I-» 
m - 1 «iutcrque P, Q ncgativu», alioquin m — » 
tunc rclatio pendet ab /4- m . 
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134. 

Aggrcdiainur nunc deductionem harum propositionum. 

I. Concipiatur, ut ante, P in factores suos primos resolutus, signis neglec- 
tis, insuperque etiam Q in factores quomodocunque rcsolvatur, ita tamen ut sig- 
ni ipsius Q ratio habeatur. Combinentur illi singuli cum singidis his. Tum si 
s de.signat midtitudincm oinnium combinationum , in quibus factor ipsius Q est 
non-residuum factoris ipsius P, p et a vel simul parcs vcl simul impares eruut. 
Sint enim factores primi ipsius P, hi /, f, f etc. et inter factores in quibus Q 
est resolutus, sint m qui ipsius / sint non-residua, m non-residua ipsius /. 
/«" non-residua ipsius f etc. Tum facUe quisquis pcrspicict. fore 

s = m -\-m'+ wi"-f- etc 

p autem exprimcre quot numeri inter ipsos m, m, »»"ctc. sint impores. I nde 
spontc jjatet, s fore parem quando p sit i>ar, imparem quando p sit impar. 

II. Ilaec generaliter valent. quomodocunque Q in factores sit resolutus. 
DeSCendamttB ad casus particulares. Contcmplemur primo casus, ubi alter nu- 
merorum, P, cst positivus, altcr vero, Q, vel formae -\-A vel formac — B. Re- 
solvantur P, Q in factores suos primos, attribuatur singuhs factoribus ipsius P 
signum positivum, singulis autem factoribus ipsius Q signum positivum vel nega- 
tivum , prout sunt formae a vcl b ; tunc autem manifesto Q fict vcl formae + A 
vcl — B uti requiritur. Conibinentur factores singuli ipsius P cum singulis 
factoribus ipsius Q, designetque ut ante * multitudinem combinationum in qui- 
bus factor ipsius Q est non-residuum factoris ipsius P, similiterque / multitu- 
dinem combinationum in quibus factor ipsius P cst non-rcsiduum factoris ipsius 
Q. At ex theorcmate fundamcntali sequitur UIu combinationcs idcnticas forc 
tum lus adeoque s — t. Tandcm ex iis quae modo demonstravimus sequitur essc 
p = * mod. 2) , q = t (mod. 2) , unde fit p = q (mod. 2). 

Habentur itaque propp. 1, 3, 4 et 6 art. 133. 

1'ropositiones reliquae per methoduin similem directe crui possunt, sed una 
consideratione nova indigent; facilius autem cx praect^dcntibus scqucnti modo de- 
rivantur. 

III. Denotent rursus P, Q, numeros quoscunque impares inter sc primos, 
p, q multitudinem factorum primorum ipsorum P, Q. quorum non-residua Q. 
P respective. Tandem sit p nndtitudo factorum primorum ipsius P, quorum 
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iion-rcsiduuin est — Q quando Q per Se est negutivus , manifcsto — Q nume- 
runi positivum iudicabit). lam omncs factorcs primi ipsius P in quatuor classes 
distribuantur. 

1} in fartorcs formac a, quorum residuum est Q. 

2, factores formac />. quorum residuum Q. Ilorum multitudo sit y. 

3) factores formae a , quorum non-rcsiduum cst Q . Horum multitudo sit ip. 

I) factorcs forniae b, quorum non-rcsiduum Q. Quoruni multitudo =u>. 

Tum facilc perspicitur fore /» = qy -f- u» . //=-/-f-ij>. 

Iam quando P est formac + A, crit y-{-iv adccHpie ctiam y — u» numc- 
rus par: quare fiet //=/>-f- y — u»=/>:mod. 2 ; quando vcro P cst formae + />*, 
pcr similc ratiocinium invcnitur, nunieros />,// sec. mod. 2 incoiurruos fore. 

IV. Appliccmus lincc ad ca-sus singidos. Sit primo tuni P tum Q formac 
-\-A. eritquc cx prop. 1 p = q[mod. 2): at erit //=/>:mod. 2 '.: quare etiam p'=q 
linod.2). Quod convenit cum prop. 2. — Siniili modo si P cst formae — A. 
Q formac -t-.l, erit /» = ? mod.2j cx prop. 2 quam modo demonstravinius; hinc. 
ob //=/>, erit // = <y. Est itaquc ctiam prop. 5 demonstrata. 

Eodem modo prop. 7 cx 3; prop. 8 vcl cx I vcl cx 7 ; prop. 9 ex 6; ex ca- 
dcmque prop. 10 derivantur. 

135. 

Per art. pracc. propositioncs art. 133 non quidem sunt dcmonstratac . sed 
tainen caruin veritas a veritatc theorematis fundameiitalis quam aliquantispcr sup- 
|M»suitnus pendere ostcusa est. At ex ipsa deductionis mcthodo mamfestum cst. 
illas valerc pro numcris P. Q. si modo theorema fundamcntalc pro omnibus fac- 
toribus primis horum numcrorum intcr se comparatis locum habeat, etiamsi gene- 
ralitcr vcrum non sit. Kunc igitur ipsius tlieorematis fundamentalis dcmonstra- 
tionem afifrrediamur. CtU praemittimus sequentem explicationcm. 

Theorema fundanwntale usque ad numerum aiiquem M verum esse dicemus, si 
ralet pro duobus numeris primis quibuscunque , quorum neuter ipsum M superat. 

Simili modo intelligi dcbet, si thcorcmata artt. 1 31, 132. 133 usqiie ad ali- 
qucm terminum vcra esse dicemus. Facile vero i»erspicitur. m de vcritatc theore- 
matis fundamentahs usquc ad aliquem terminum constct. has propositioncs usquc 
ad cundem tcrminum locum cssc habituras. 
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130. 

Thcorcma fundamcntale pro numcris parvis verum csse, per inductioncm fa- 
cile conftrmari,atquc sic limcs dctcrminari potest usque adqucm ccrto locum tcncat. 
Hanc inductioncm institutam esse postulamus: prorsus autem indiffercns estquons- 
quc eam persccuti simus; sufficeret adeo, si tantummodo usquc ad numerum f> 
eam conftrmavisscmus , hoc autcm per unicam observationcm absolvitur. quod est 
-4-r>A T 3. ±*N:>. 

lam si thebrema fundamcntalc pcneraliter vcrum non est, dabitur limes ali- 
quis, T. vsque ad quem valebit, ita tamen ut usque ad numerum proximc maio- 
rem , T+ 1 . non amplius valeat. Hoc autem idcm cst ac si dicamus , dari duos 
numeros primos quorum maior sil T+ 1 , et qui inter se comparati theoremati 
fundamentali repugncnt. binos autem alios numcros primos quoscunque. si mo<lo 
ambo ipso T+ 1 sint minores, huic theoremati esse conscntaneos. Unde sequi- 
tur, propositiones artt. 131. 132, 133 usque ad T etiam locum habituras. Hane 
vero suppositionem consisterc non possc nunc ostendemus. Krunt autem secun- 
dum fonnas divcrsas . quas tum T+ 1 . tum numcrus primus ipso T-\- 1 minor, 
quem cum T + 1 comparatum tbcoremati repugnare supj>osuimus . habere pos- 
sunt . casus sequentes distinguendi. Xumerum istum ])rimuin per p designamus. 

Quaudo tum T-\- 1 tiun p sunt formae An-\-\, theorcma fundamentale 
duobus modis falsum esse posset . scilicet si simul esset . j^>/ 

±pR T-\-\ : et ±(T+i)Np 
velaimul ±p*f[T+i) et ±{T-\-t)Rp 

Quando tum T-\- 1 tum p sunt formae 4/1 + 3. theor. fund. falsum erit, 
si simid fuerit vel 

+pR{T-\-\) et _(r-f-l iV> 
(sive quod eodcm rcdit ~pN T+\) ct +{T+\ Rp) 
rel + p N(T+l) et — (T+l)Rp 

(sive -pR\T+\ ct + : T+ 1 Np) 

Qnando T+\ est formae \n+\, p vero formae \n + 'A, tlieor. fund. 
falsum erit, si fuerit vef 

±pR:T+\, et +{T+i)Np (sive -{T+\)Rp) 
vel ±pNi T+ 1 ) et - . T+ 1 , Np fsive + ( T+ 1 : Rp) 

14 
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Quando T± 1 est formae 4« + 3, p vero formae 4n+l, theor. fund. 
falsum crit . si fuerit vel 

+pR(T+l) (sive — p N{T±\)) et ±{T+\)Np 
vel ±pN{T±\) (sivc — pR{T±\)) et ±{T±\)Rp 

Si demonstrari poterit, nullum horum octo casuum locum habcrc posse, 
simul certum erit, theorematis fundamentali» veritatem nulhs Emitibus circum- 
scriptam csse. IIoc itaque negotium nunc aggrcdimur: at quoniam alii horum 
casuum ab aliis sunt dcpendcntes, cundcm ordincm, quo cos hic cnumcravimus. 
servare non licebit. 

137. 

Casus primus. Quando T±\ est formae 4n+l (=a), atque p eiusdem 
formae; insuper vero ±pRa, non potest esse ±aNp. Hic casus supra fuit primus. 

Sit 4-^=V(mod.rt! f atque e par et <a (quod semper obtineri potestV 
lam duo casus sunt distingucndi. 

I. Quando e per p non est divisibilis. Ponatur e 2 =p± af, eritque / 
positivus, formae 4« ±3 (sivc formae 2?), <a, et per p non divisibilis. Porro 
erit c* = p 'mod./i , i.e. pRf adeoque ex prop. 11 art. 132 ±fRp quia enim 
p,f <o, pro his prop>)sitiones istae valebunt). At est etiam afRp, quare fiet 
quoquc ±aRp. 

II. Quando e per p est divisibilis, ponatur e = qp, atque e* =p-\-aph. 
sive pg* = 1 -f-<*^- Tum erit h formae 4 » — J— 3 [B), atque ad p et g~ pritnus. 
Porro erit pg~Rh, adcoquc ctiam pRh, hinc (prop. 1 1 art. 132) ±hRp. At 
cst ctiam — ahRp, quia — ah = \ (mod.n); quare tiet ctiam + aRp. 

138. 

Casus secundus. Quando T-\-\ estformae 4n-f-l =a . p formae 4n-j-3, 
atque ±pR{T±\), non potest esse ±{T±\)Np sive —(T±\)Rp. Hk 
casus supra fuit quintus. 

Sit ut supra e~=p-\-fa atque e par et <a. 

I. Quando e per p non est divisibilis, erit etiam / per p non divisibilis. 
Practerea autem erit / positivus, formae in±\ (sive A), atque <a; -\-pRf, 
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adcoquc (prop. 10 art. 132; +fRp. Sedestetiain -\-faIlp, quare fiet + aRp, 
sive —aNp. 

II. Quando e per p est divisibilis, sit e=pg, atque f=ph. Erit itaque 
g s p = 1 -f-Afl. Tum A erit positivus, formae 4n-f-3 (-#, . et ad p ct primus. 
Poito +g*pRh, adeoquc +pRh; hinc fit (prop. 1 3 art. 1 32) — hRp. At est 
— haRp, unde fit -\-aRp atque — aAy 

139. 

Casus tertius. Quando T+l estformae 4n+l (=a), p eiusdem formae . 
atquc + pNa: non potest esse + aRp. Supra casus sccundus). 

Capiatur aliquis numcrus primus ipso a minor, cuius non-rcsiduum sit 4-«. 
quales dari supra demonstravimus (artt. 125, 129). Sed liic duos casus seorsim 
considerare oportet, prout hic numerus primus fuerit formae 4«-f-l vel 4n-f-3, 
non enim dcmonstratum fuit, dari tales numcros primos utriusque formae. 

L Sit iste numcrus primus formae 4n-f-l et — d. Tum erit +a'Xa 
art. 131; adeoque + a'pRa. Sit igitur e* = a'/> fmod.a) atque e par. <a. Tunc 
iterum quatuor casua erunt distinguendi. 

1 ) Quando e ncquc per p ncque pcr a' cst divisibilis. Ponatur r — 
dp + af, signis ita acccptis ut f fiat positivus. Tiun crit / <a, ad d et p 
primiLs atque pro signo superiori formae 4 w-f-3, pro inferiori formac 4»+l. 
Dcsignemus brevitatis gratia per {.r,y) multitudinem factorum primorum numeri 
y quorum non-rcsiduum cst x. Tum crit dpRf adcoque \dp,f\=0. Hinc 
erit [f, a'p\ numerus par (propp. 1, 3, art. 133), i. e. aut -=0 aut =2. Quare 
crit / aut residuum utriusque numerorum a',p, aut neutrius. Illud autem est 
impossibile, quum +af sit residuum ipsius a' , atque + aNd (hyp.); unde fit 
+fNa. Ilinc / dcbct csse utriusquc numcrorum a',p uon-rcsiduum. At 
propter +afRp erit + aNp. Q. E. D. 

2) Quando e per p. neque vero per d est divisibilis. sit e=gp, atque 
g : p = d + ah. signo ita detcrminato. ut h fiat positivus. Tum crit h <a, ad 
d. g et p primus , atque pro signo superiori formac 4 n + 3 , pro inferiori vero 
formae 4«-f-l. Ex aequatione g*p = a' + ah si pcr p et d multiplicatur, 

nullo ncgotio dcduci potcst, pdRh [«); +ahp Rd .... (6); adhRp (y). 

Ex (a) sequitur lj>d. h~H. adeoque propp. 1.3. art. 133) h.pd par. i.e. 

14* 
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erit h non-rcsiduum vel utriusque p,d, vel neutrius. Priori in casu cx (6*) se- 
quitur ±apNd, et quum per hyp. sit + aNd, erit +pRd . Hinc per theor. 
fundam. quod pro numeris p,d ipso T-f- 1 minoribus valet, -jrdRp. Hinc 
et ex eo quod hNp. fit pcr (y) + aNp. Q. E. D. Posteriori casu ex (6) se- 
quitur + apRu, hinc + pNd, +a'Np, hincque tandcm ct cx Alty fit 
ex (y) + «A>. Q. E. D. 

3) Quando r per a' non autem ]ier /> est divisibilis. Pro hoc casu dc,- 
monstrntio tantum non codcm modo proccdit ut in praec, neminemque qui hanc 
pcnetravit potcrit morari. 

4} Quando e tum i>er d tum ]>er p est divisibilis adeoquc etiam pcr pro- 
ductum d p (numcros d, p enim inaequales cssc supponimus, quia alias id quod 
dcmonstrarc opcram damus, esse aNp iam in hypothcsi aNd contcntum foret), 
sit e—gdp atque g*dp = i+ah. Tum erit h <a, ad d ct p primus atque 
pro signo supcriori formae 4n-f-3, pro inferiori formae 4n-f-l- Facilc vero 
pcrspicitur, ex ista acquatione dcduci posse hacc dpRh.... (ct) ; +ah Rd .... (0*) ; 

+ ahRp (y). Ex ;«} quod convenit cum (a) in (2) sequitur pcrinde ut illic, 

es.se vel simul hRp, hRd , vel hNp, hNd. Sed in casu priori foret pcr 'dj, 
uRd. contra hj-j).; quarc crit hNp, adeoque per (y) etiam aNp. 

II. Quando iste numerus primus est formae 4n-f-3, demonstratio prae- 
cedenti tam similis est, ut eam apponcrc superfluum nobis visum sit. In eorum 
gratiam qui ]>cr se eam cvolvcre gcstiunt fquod maxime commendamus;, id tantum 
obscrvamus, postquam ad talem aequationem e* = bp + af (designantc b illum 
numerum primum) perventum fuerit, ad perspicuitatem profuturum. si utrumquc 
signiim seorsim considerctur. 

- 

140. 

Casus quartus. Quando T-f- 1 est formae 4n-f-l (=a), p formae 4n-f-3, 
atque +pNa, non poterit esse -\-aRp sive —aNp. (Casus scxtus supra). 

Ktiam huius casus dcmonstrationcm, quum ]>rorsus similis sit demonstrationi 
casus tertii, brevitatis gratia omittimus. 
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Casus quintus. Quando T-\- 1 est formae 4»4-3(=6), p eiusdem formae. 
atque -\-pRb sive —pNb, nequit esse -\-bRp sive —bNp. (Casus ter- 
tius supra). 

Sit p = e 1 (mod. b) , atquc e par ct <^6. 

I. Quando e pcr p non est divisibilis. Ponatur e* —p-\-bf, eritque f 
positi>-us, formac 4n-|-3, <6 atque ad p primus. Vorro crit pRf adcoque 
per prop. 13 art. 132, —fRp. Hinc: ct ex -\-bfRp fit — bRp adeoque 
-\-bNp. Q. E. D. 

II. Quando e per p est divisibilis. sit e—pg, atque ggp=\ -\-bh. 
Tum crit h formac 4»-f-l atque ad p primus, p = g*p* (mod. k) , adeoquc 
pRh; hinc fit -\-hRp (prop. 10 art. 132), unde ct ex —bhRp sequitur —bRp, 
sive -\-bNp. Q. E. D. 

142. 

Casussextus. Quando T-f-1 estformae 4«-f-3(=6), p formae 4»-f-l, 
atque pRb, non poterit esse + bNp. (Supra casus septimus). 
Dcmonstrationem praecedenti omnino similem omittimus. 

143. 

Casus septimus. Quando T-f-1 est formae 4n-f-3(=4), p eiusdemfor- 
mae, atque -\-p Nb sive —pRb, non poterit csse -\-bNp-sive —bRp. (Casus 
quartus supra). 

Sit — p = e* [mod.b), atquc e par et <6. 

I. Quando e pcr p non divisibilis. Sit — p = e* — bf eritque f positi- 
vu8, formac 4n-f-l, ad p primus ipaoque b minor (etenim e certo non maior 
quami— 1, p<b— 1, quare erit fc/=<r , -f-f></> , — 6, ».e./<fc— 1). Porro 
erit —pRf, hinc (prop. 10 art. 132) -\-fRp. undc et ex -\-bfRp fit -\-bRp. 
sivc —bNp. 

II. Quando e per p est divisibilis, sit e—pg, atque g*p = — \-\-bh. 
Tum erit A positivus, formae 4»-J-3. ad p primus et <6. Porro erit — pRh. 
unde fit (prop. 1 4 art. 132) -\-hRp. Hinc ct cx bhRp sequitur -\-bRp sive 
— bNp. Q. E. D. 
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144. 

Casus octams. Quando jT-f- 1 est formae 4 »-f- 3 (— b\, p formae 4«+ 1, 
atquc -{-pNb sive —pRb, tioti poterit esse + bRp. [Casus ultimus supra). 
Demonstratio perinde proeedit ut in casu praecedenti. 

145. 

In dcinonstratt. praecc. semper pro e valorem parem accepimus artt. 1 37 .. 
144); observare convenit, etiam valorcm imparcm adhiberi potuisse. sed tum plu- 
res adhuc distinctiones introduccndac fuisscnt. Qui his disquisitionibus delcc- 
tantur, haud inutilc facient. si vires suas in evolutione horum easuum exercitent. 
Praeterea theoremata ad residua -f- 2 et — 2 pertinentia tunc supponi debuis- 
sent; quum vero nostra dcmonstratio absque his theorematibns sit perfecta, no- 
vam hinc methodum nanciscimur, illa demonstrandi. Quac minime est contem- 
nenda, quum methodi , quibus supra pro demonstratione •thcorematis, + 2 esse 
residuum cuiusvis numeri primi formae 8 n -f- 1 , usi sumus, minus directae vide- 
ri possint. Reliquos casus fqui ad numeros primos formarum S«.-f-3, Sw-f-5, 
S«-f-7 spectant) per methodos supra traditas dcmonstratos, illudque thcorema 
tantummodo per inductioncm invcntum esse supponemus; hanc autem inductio- 
nem per sequentes reflexiones ad certitudinis gradum evehemus. 

Si +2 omnium numerorum primorum formae 8»-f-l residuum non es- 
set, ponatur minimus primus huius formae, cuius non-residuum +2, — a, ita 
ut pro omnibus primis ipso a minoribus theorema valeat. Tum accipiatur nu- 
merus aliquis primus <' | a . cuius non-residuum a (qualem dari cx art. 129 fa- 
cile deducitur). Sit hic =p eritque per theor. fund. pNa. Hinc fit -^r2pRa. 
— Sit itaque e* = 2/>(mod. a) ita ut e sit impar atquc <a. Tum duo ca*us 
erunt distingnendi. 

I. Quando e per p non cst divisibilis. Sit e* — 2p-±-aq critque q po- 
sitivus. formae 8«-f-7 vel formae Sn-f-3 (prout p est fonuae 4 « -f- 1 vcl 
4«-f-3), <^a, atque per p non divisibilis. Iam omnes factores primi ipsius q 
in quatuor classcs distribuantur, sint scilicet e formae S n -f- 1 , f formae s n -f- 3, 
g formae S«-f-5, h formae S«-f-7; productum e factoribus primae classis sit 
E, producta e factoribus secundae, tertiae, quartac classis respectivc. F,G.H'). 

') Si cx aliquu claw nulli factores ade»*ent, loco producti ex hin i laibnc o]>orteret. 
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His itafactis, consideremua primo casum ubi p est formae 4n-f-l, sive q for- 
mae $«-+- 7. Tum facilc pcrspicitur forc iRE.lRH, unde pRE, pRH, 
hincquc tandcm ERp, HRp. Porro erit 2 non-residuum cuiusvis factoris for- 
mac 8n-f-3 aut 8« + 5, adeoque etiam p; liinc quivis talis factor non-resi- 
duum ipsius p; unde facile concluditur FG fore ipsius p rcsiduum si f-±-g 
fuerit par, non-residuum si f-\-g fucrit impar. At f-\-g imparesse non potest; 
facilc enim perspicietur omncs casus enumerando, EFGH sive q fieri vel formac 
Sw-f-3 vel Sw-f-5, si fuerit f-\-g impar, quidquid sint singuli e,fg,h, contra 
hyp. Erit igitur FGRp, EFGHRp. sivc qRp, hincque tandem, propter 
aqRp, aRp contra hyp. Secundo quando p est formae 4«-f-3, simili modo 
ostcndi potcst, fore pRE adeoque ERp, — pRF adeoque FRp, tandem 
g-\-h parem hincque GHRp, unde tandem sequitur qRp, aRp coutra hyp. 

II. Quando e per p divisibilis, dcmonstratio simili modo adornari, et a 
peritis (quibus solis hic articulus cst scriptus) haud difficulter evolvi poterit. Nos 
brevitatis gratia cam omittimus. 

SoitUto probUmati» gtntraiu. 
146. 

Pcr theorema fundamentale atque propositioncs ad residua — 1 et + 2 
pertinentcs semper dctcrminari potcst utrum numerus quicunque datus numeri 
primi dati residuum sit an non-residuum. At haud inutile erit, reliqua etiam 
quae supra tradidimus hic iterura in conspectum producere, ut omnia coniuncta 
habeantur quae sunt neccssaria ad solutioncm 

Phoblematis: Propositis duobus numeris quibuscunque P, Q, invenire, utrum 
alter Q, alterius P residuum sit an non-residuum. 

Sol. 1. Sit P=a a 6 8 c T etc. designantibus «.fc.cetc. numeros primos in- 
aequales positive acceptos (nam P manifesto absolute est sumcndus). Brejitatis 
gratia in hoc art. relationem duorum numcrorum x,y simplicitcr dicemus eam 
quatcnus prior x posterioris y rcsiduum cst vel non -rcsiduum. Pcndet igitur 
relatio ipsorum Q, P a relatiouibus ipsorum Q, a"; Q, b fj etc. (art. 105). 

■ 

II. l't relatio ipsorum Q, a 1 (de rcliquis cnim Q, b'' ctc. idem valet; in- 
notescat, duo casus distinguendi. 
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1. Quaudo Q per o est divisibilis. Ponatur Q=Qa", ita ut Q per 
a non sit divisibilis. Tunc si e = a vcl *>a, erit Q-Rtf*; si vero e <a at- 
que inipar, erit QiW: tandcm si e <a atque par. habebit Q ad a 1 eandcm 
rclationcm quam habet Q ad o*~ *■ lleductus est itaque bic c&sus ad 

2. Quando Q per a non est divisibilis. Hic denuo duos casus distin- 
guimus. 

[A) Quando a = 2. Tunc scmpcr erit QRa*, quando pt= i; quando 
vero a = 2. rcquiritur, ut sit Q formae 4n-\-l: deniquc quando a=3 vel 
>3, Q debet esse fonnae 8n-f-l. Quae conditio si locum habct. crit QRa*. 

[B\ Quando a est alius numcrus primus. Tuuc Q ad a* eandem rclatio- 
nem habebit quam habct ad a (V. art. 101). 

III. Relatio numeri cuiuscunque Q ad numerum primum a (imparemi ita 
invcstigatur. Quando Q>«, substituatur loco ipsius Q ipsius residuum npni- 
mum positivum secundum modulum IIoc ad a candem rclationcm habebit 
qunm habct Q. 

Porro resolvatur Q, sive numerus ipsius loco assumtus, in factores suos 
primos p , p, p" etc. , quibus adiungendus factor — 1, quando Q est ncgntivus. 
Tum constat rclationem ipsius Q ad a jjcndcrc a rclationibus singulorum p.ji.p" 
etc. ad a. Kcilicet si inter illos factores sunt 2m uon-residua ipsius a, crit QRa, 
si vera 2m+ 1 , erit QNa. Pacilc autem perspicitur, si inter factorcs p. p, p" 
etc. , bini aut quatcrni aut seni aut geueraliter 2* aequales occurrant, hos tuto 
ciici possc. 

IV. Si inter factores p.p.p" reperiuntur — 1 et 2, horum relatio ad a ex 
artt. 10S. 1 12, 1 13, 1 14 invcniri potest. lleliquorum autcm rclatio ad a j)endet a 
relationc ipsius a ad ipsos ;thcor. fund., atquc propp. art. f3J). Sit p unus ex 
ipsis. invenieturque, (tractando nuiueros a, p eodera modo ut antea Q et a il- 
lis respective maioresi relationem ipsius a ad p aut per artt. 10S — 114 determi- 
nari posse (si scilicct rcsiduum minimum ipsius a (mod. p nullos factores primos 
imjiarcs habcat; . aut insuper a relatione ipsius p ad numeros quosdam primos 
ipso p uiinores pendere. Idetn valet de reliquis factoribus p\ p" ctc. Pacile iam 



•) Rendnnm in »if!ninc. art. t, — Plcrumque praestat residuum aUtuluU minimum accipcrc. 
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]>rrspicitur pcr continuntionem huius oporntionis tnndem ad nuineros pervcntum 
iri quoruui relationes per propp. artt. 10* — 1 14 determinari possint. Per exem- 
plum haec clariora fient. 

Rr. Quacritur rclatio ivumeri + 453 ad 1 23«. Est 1236 = 4.3. 103; 
+ 453 Jf 4 per II. 2 .1 ; + 453Jf3 per II. 1. Supcrest igitur ut relatio ipsius 
-(- 453 ad 103 exploretur. Eadem autem erit quam habet + 41 (= 453, mod. 
103 ad 103; eadcm ipsius + 103 ad 41 Itheor. fund.;, sive ipsius —20 ad 41. 
At est — 20JMI; namque — 20-^ — 1.2.2.5; — I R 4 1 (art. 108); ntque 
+ 5 R 41 ideo quod 41 = 1 adeoque ipsius 5 residuum cst ,theor. fund. i. Ilinc 
sequitur + 153 R 1 03 . hincquc tandem +453 R 1 230. Kst autem revera 453 = 
297* mod. 1236). 

147. 

Proposito numero quocuuque A, formulae certae cxhiberi possunt, sub qui- 
bus omncN numeri nd A primi quorum residuum cst .4 continentur, sivc omnes 
qui esse possunt dicisores nunierorum formae xx — A (designante xx quadratum 
indeterminatum) *). Sed brevitatis gratia ad eos tantum divisores respiciemus, qui 
sunt imparcs atque ad A primi . quum ad Iior casus reliqui facile reduci possint. 

Sit primo A aut numcrus primus positivus formao 4 w + 1 , aut negativus 
formae 4 n — 1 . Tum secundum theorema fundamentale omnes numeri primi. 
qui. positive sumti, sunt residua ipsius A. erunt divisores ipsius xx — A: omnes 
autem numcri primi excepto numero 2 qui semper est divisor) qui ipsius A sunt 
non-residua erunt non-divisores ipsius xx — A. Sint omnia residua ipsius A ipso 
A minora (exclusa cifra r, r\ r ctc. omnia non-rcsidua vero n, ri, n ctc. Tum 
quivis numerus primns, in aliqua formarum Ak-\-r, Ak-\-r\ Ak-\-r" etc. con- 
tentus, erit divisor ipsius xx — A, quivis autem primus in aliqua formarum Ak-\-n, 
Ak-\-ri etc. contentus non-divisor crit, designante k numerum integrum inde- 
terminatum. Illas formas dicimus formas divisorum ipsin.s xx — A, has vero for- 
mas non-dirisorum. Utrorumque multitudo erit 4, — • )• Porro si B est nume- 
rus compositus impar atquc ARB, omnes factores primi ipsius B in aliqua for- 

*) Huiuiunodi numero* ftimpliciter divuore* ijuitu xx — A dicemu* unde «ponte patet quid «int nnn- 
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marum priorura continentur adeoque etiara B. Quare quivis numerus impar in 
• forma non-divisomm contentus, erit non-divisor formae xx — A. Sed hoc thco- 
rcma convertcre non licct; nam si B est non-divisor compositus impar formae 
xx — A, inter factores primos ipsius B aliqui non-divisores erunt, quorum mul- 
titudo si est par, B nihilominus in aliqua forma divisorum reperietur. V. art. 99. 

Ex. IIoc modo pro .4 — — 11 formae divisorum ipsius xr-f- 1 1 invcniun- 
tur hae : 1 1 k-\- 1 , 3, 4, 5, 9 ; formae non-divisorum autom erunt 11*4-2,6, 7, 8, 1 0. 
Erit itaque — 1 1 non-residuum omnium numerorum imparium , qui in aliqua po- 
steriorum formarum continentur, rcsidunm autem omnium primorum ad aliquam 
priorum pertinentium. 

Similes formae dantur pro divisoribus atquc non-divisoribus ipsius xx — A, 
quemcunque numerum designet A. Sed facile perspicitur, eos ipsius A valores 
tantummodo considerari oportere, qui per nullum quadratum sint divisibQcs; patet 
cnim si fuerit A = a*A', omncs divisores * ipsius xx—A etiam fore divisores 
ipsius xx — A\ similitcrque non-divisores. — Distinguemus autem tres casus, 
I) quando A est forraae -j- (4« -f- 1 ) vel — (4« — 1). 2) quando A est formae 
— (4»-f-l) vel -f-!' l» — 1). :» quando A cst par sivc formae + ;t»-f-2. 

148. 

Casus primus, quando A est formae — |— (4« — J— 1 ) vel — in — 1}. llesolvatur 
A in factores suos primos, tribuaturque iis qui sunt formae 4n-f- 1 signum posi- 
tivura, iis vero qui sunt formac 1» — I signum negativum (undc fict productum 
ex ipsis — A). Sint hi factores a, b, c, d etc. Distribuantur ornnes numeri ipso 
A minores et ad A primi in duas classes, et quidem in primam classem omnes 
numeri qui sunt nullius ex numeris a. b, c, d etc. non-residua, aut duorum, aut 
quatuor aut gcneraliter multitudinis paris ; in secundam vcro ii , qui sunt non-re- 
sidua uiiius ex numeris a, b, c etc. aut trium etc. aut generaliter iuultitudinis im- 
paris. Designentur priores per r. /, r" etc., posteriores per n, »', n" etc. Tum for- 
mae Ak-{-r, Ak-\-r. Ak-\-r" ctc. erunt formae divisorum ipsius xx — A. for- 
mae vero ^4Ar-f-«, Ak-{-n etc. crunt formae non-divisorum ipsius xx — A [i.e. 
numerus quicunque primus, praeter 2, erit divisor aut non-dicisor ipsius xx — A, 
prout in aliqua formarum priorum aut posteriorum continetur). Si enim p est numc- 



*) Nempc quiuntprimi ad A. 
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rus primus positivus atque alicuius cx numeris a, b, c ctc. residuum vel non-resi- 
duum, hic ipse numerus ipsius p residuum vel non-residuum erit fthcor. fund.). 
Quare si inter numeros a, b, c etc. sunt m, quorum uon-residuum est p, totidem 
erunt non-residua ipsius p, adeoque si p in aliqua formarum priorum contiuetur, 
erit m par et ARp, si vero in aliqua posteriorum, erit m impar atque ANp. 

Ev. A = -{-105 — + — 7. T um numeri r.r, r" etc. crunt 
hi: 1, 4, 16, 46, 64,79 (qui suut uon-residua nullius numerorum 3, 5,7); 2, 8,23, 
32. 53. 92 (qui sunt nou-residua numerorum 3,5); 26,41.59,89,101,104 qui sunt 
non-rcsidua numerorum 3. 7 ; 1 3, 52,73. V2, 97. 103 (qui sunt non-residua nume- 
roruin 5.7.— Numeri autem n.n.n" etc. crunt hi : 1 1,29.44,71.74, 86; 22, 
37,4 3,58,67,88; 19.31,34,61.76.94: 17,38.47,62,68,83. Seni primi sunt non- 
residua ipsius 3, aeni posteriores non-residua ipsius 5, tum sequuntur non-residua 
ipsius 7, tandem ii qui suut non-residua omnium trium simul. 

Facile ex combinationum theoria atque artt. 32, 96 deducitur. numerorum 
r, r, r" etc. multitudinem fore 

'V* • i.l ' • i.j.j.i ' ' 
numerorum w , n, n" etc. multitudinem 

= '(' + + , .»..,.» + ' • •) 

ubi / designat multitudinem numerorum a, b, c etc. ; 

/ ss 2 _/ (a — l)(b — l)(c — i; ctc. 

ct utraque serics continuanda doucc abmmpatur. (Dabuntur scilicet / numcri 
qui sunt rcsidua omnium o, b, c etc., * ' 1 ' l ~ ' qui sunt non-residua duorum, etc. 
sed demonstrationem hanc fusius explicare brevitas non pcrmittit). Utriusque 
autem seriei summa*} est = 2 ,_1 . Scilicet prior prodit ex hac 

iuugendo terminum secundum et tcrtium, quartum et quintum etc.. posterior vero 
ex eadem iungendo terminum primum atque secundum , tertium et quartum etc. 
Dabuntur itaque tot formae divisorum ipsius xx — A, quot dantur formae non- 
divisorum , scilicet J (a — l) [b — t ) (c — 1 ) etc. 

*) Xvglecto factore I . 

15* 
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149. 

Casum secundum et tertium hic simul contemplari possumus. Poterit seilicet 
A sempcr hic poni = (— 1)Q. aut = (-f-2 Q. aut = ( — J)Q, designante Q 
numerum formae -f- (4 n -f- 1 'i . aut — (4» — I), qualcs in art. pracc. considcra- 
vinms. Sit generalitcr A—aQ, ita ut sit a aut = — 1, aut = + 2. Tum 
erit A residuum omnium numerorum , quorum residuum est aut uterque a et 
Q, aut neuter; non-residuum autcm omnium, quorum non-residuum altcruter 
tantum numerorum a, Q. Hinc formae divisorum ac non-divisorum ipsius 
xx — A facilc derivantur. Si ct = — 1. distribuantur omnes numeri ipso 4.1 
minores ad ipsumque primi in duas clnsses, in priorem ii, qui sunt in aliqua forma 
divisorum ipsius xx — Q simidque in forma 4n-f-l. iiquc, qui sunt in aliqua 
forma non-divisorum ipsius xx — Q simulque in forma 4«-f-3; in jiosteriorem 
reliqui. Sint priorcs r, r, r" etc. , posteriores «.»', «"etc, critque A residuum 
omnium numerorum primomm in aliqua formarum 4.4A:-f-r, 4/lA-f-r'. \Ak-\-r" 
etc. contcntorum, non-residuuni autem omnium primorum in aliqua formaruin 
4/lAr-f-n, 4.4A--f-»' etc. contentorum. — Si a — + 2, distribuantur omnes nu- 
mcri ipso S Q minores ad ipsumque primi in duas classcs, in primam ii, qui 
contincntur in aliqua formn divisorum ipsius xx — Q simulque in aliqua for- 
marum Sn-f-1, bn-f-7 pro signo superiori , vcl formarum s»-f-l, sn-f-3 pro 
infcriori. iiquc qui contenti sunt in aliqua forma non-divisorum ipsius xx — Q si- 
mulquc in aliqua harum Sn-f-3. S»-f-5 pro signo superiori . vel harum S»-f-5, 
Sn-f-7 pro inferiori. — in scciuidam rcliqui. Tum dcsignatis numcris classis 
prioris per r. r, r etc. , numerisque classis posterioris per »,»',»" etc. , +iQ 
erit residuum omnium numerorum pfimonim in aliqua formamm >Qk -f- r. 
sQk-\-r. sQk-\-r" etc. contentorum, omniuni autem primorum in aliqua forma- 
rum sQk-\-n, ^Qk-\-n', sQk-\-n" etc. non-residuum. ( 'eterum facile denion- 
strari potest, etinm hie totidem forrnas divisoruin ipsius xx — A datum iri ac 
non-divisoruni. 

22*. Hoc ttiodo invcnitur -f- 1 o cssc rcsiiluum omnium nunieroruin pri- 
morum in aliqua formarum 4oA*-f-l, :t, 9, 13, 27, 31, 37. 39 coiitentorum . non- 
residuum vcro omnium primorum. qui suh aliqua fonnarum 4l)A--f-7, 11, 17, 19, 
21. 23, 29. 33 continentur. 
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Formnc bae plures habent proprietntcs satis memorabilcs . quarum tamen 
unani tantummodo apponimus. Si B est numerus compositus ad A primus, in- 
ter cuius factores priinos occurrunt 2 m , qui in aliqua forma non-divisorum ipsius 
xx — A contiueutur, B in aliqua forma divisorum ipsius jcx — A contentus 
erit; si vero midtitudo factoruni primorum ipsius B in aliqua forma non-diviso- 
rum ipsius xx — .4 eontentorum impar est. B quoque in forma non-divisorum 
contentus erit. Deinonstratiouem quae non est difticilis omittimus. Hinc vero 
sequitur , non morlo quemvis numerum primum sed etiam quemvis compositum 
imparcm ad A primum , qui iu aliqua forma non-divisorum contineatur, non-di- 
visorein fore; necessario enim aliquis factor primus talis numeri del»et esse non- 
divisor. 

151. 

Theoremu fundanientale. quod sane inter ele«antissima in hoc genere est 
referendum, in eadem fornm simpiiei, in qua supra propositum est, a nemine huc- 
usque fuit prolatum. Quod eo mngis est mirandum . quum aliae quaedam propo- 
sitiones illi superstruendae, ex quibus ad illud facile reveniri potuisset, ill. Eulero 
iam innotuerint. Kornia-s ccrtas dari, in quibus oinnes divisores primi numerorum 
foimae xx —A contineantur, aliasque in quibus omncs non-divisores primi nu- 
merorum eiiisdem formne sint comprehensi , ita ut hae illus excludant, noverat 
metliodumque illas formas invenicndi erucrat : sed omnes ipsius conatus ad demon- 
strntioneiu |»erveniendi scin|>er irriti fuerunt, veritatique illi |»er inductionem in- 
vcntae maiorem tautiimiuodo verisimilitudinem couciliaverunt. In aliqua quidem 
tractatione. Norae demonstratiimes circa divisores uumerorum formae xx-\-nyy , 
qune iu Acad. 1'ctrop. rccitnta cst 1 77 5 Nov. 20, et itost mortem viri summi in 
T. I. Nor. Act. huius Ac. p. 17 sqq. est conservata. voti se compotem crcdidisse 
vidctur: sed hie error irTcpsit. scilicet p. 05 tacite supposuit, formas tales diviso- 
rum et non-divisoruni exstnrc " unde non dirhcilc erat quales essc debeant derivn- 
re: inethodus autem qua usus est ad comprobationem illius snppositionis bnud 

') Ncmpc dari numoro* r, r',r" cte. j n, n" elc. oume» diteno» et <tA tale* ut omnen dirinorei. 
primi ip*iu» x* — A sub aliqua formarum I A + r, \Ak + r' etc. contineantur. omne*quc non-dmKort-* pri- 
mi »ub .iliquu hjvnim i Ak + n, tAk + n' etc. (dc«ignantc k numcrum indctcrminntum). 
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idonca vidctur. In alio schediasmate , De criteriis aequationis fxx-\-gyt/ = hzz 
utrumque resolutionem admittat necne, Opusc. Anal. T.L (ubi fg,h sunt dati, 
x, g, z indcterminati) per inductioncm invcnit, si aeqnatio pro aliquo valore ipsius 
h = s solubilis sit , candcm pro quovis alio valorc ipsi s sccundum mod. 1 fg 
congruo , siquidem sit numerus primus , solubilem fore , ex qua propositione sup- 
positio de qua diximus haud diflicile demonstrari potest. Sed etiam huius theo- 
rcmatis dcmonstratio omncs ipsius laborcs elusit*j, quod non est mirandum, quia 
nostro iudicio a theoremate fuiidamentali erat proficiscendum. Ceteruin vcritas 
huius propositionis ex iis quae in Sect. sequenti doccbimus sponte demanabit. 

Post Eulcrum. clnr. LeGendre cidcm argumcnto operam navavit. in egregia 
tract. Beeherches dattalyse indttermtnee, Hist. de l'Ac. des Sc. 17S5 p. 465 sqq., ubi 
pervenit ad theorema, quod si rem ipsam spectas cum th. fund. idem est, scilicet 
designantibus p, q duos numeros primos positivos, forc residua absolute minima 
|M>testatum p * , q » sec. mod. q, p resp. aut ambo -j- 1 , aut ambo — 1 . quando 
aut p aut q sit formae 4»-f-l ; quando vero tum p tum q sit formae 4»-J-3, 
altcrum res. min. fore -f- 1 , altcrum — 1. p. 516. cx quo scc. art. 106 deriva- 
tur, relationem (in signif. art. 146 acceptam) ipsius p ad q ipsiusque q ad p euu- 
dem esse, quando aut p aut q sit formae 4»-|-l, oppositam, quando tum p 
tum q sit formae i « — J — 3 . Propos. haec intcr propp. art. 131 cst contenta. se- 
quitur etiam ex 1,3,9, art. 133; vicissim autem theor. fund. ex ipsa derivari 
potest. Clar. Le Gendre etiam demonstrationem tentnvit, dc qun quum perquam 
ingenio8a sit in Sect. seq. fusius loquemur. Sed quoniam in ca plura sine demon- 
strationc supposuit (uti ipse fatctur p. 520 Nous avotts suppost 1 settlement etc.) , 
quae partim a nemine hucusque sunt demonstrata, partim nostro quidem iudicio 
sine thcor. fund. ipso demonstrari ncqueunt: via quam ingressus est, ad scopum 
dcducere non possc videtur, nostraque demonstratio pro prima erit habcnda. — 
Ceterum infra duas alitts demonstrationes eiusdem gravissimi theorematis tradcmus, 
a praec. et inter se toto coelo diversas. 



*) Uti ip»o fatetar, I. c. p. Iltl ..Huius elegantissimi theorcmatis dcmonstratio adhuc desideratur, post- 

quam a pluribus iaradudum fruntra cst umatigatji Quocirca plurimum is pratwtitisse conscndus crit. cui suc- 

cessorit demonstrationem huius theorematis invenire." — Quanto ardorc vir immortalis demonstrationem hu- 
iu» theoremati* aliorumquc, quac Uintummodo cusus spccinlcs theor. fundam. sunt. dcsidcravcrit, vidcre licct ex 
multis aliis locis Opuscc. Anall. Conf. Auditammtum ad du*. VIII, T. I. et diu. XIII, T. II. pluresque disa. tn 
Comment. Hctrop. . iam pa«im lauilalae. 
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152. 

Haetenus congruentiam puram ,r.r=^i mod. m} tractavimus, ipsiusquc re- 
solubilitatem dignoscere docuimus. Radicum ipmrum invcstigatio pcr art. 105 ad 
cum casum est rcducta, ubi m cst aut primus aut primi potcstas, posterior vero 
pcr art. 101 ad eum, ubi m cst primus. Pro hoc autcm casu ca quae in art. 01 
sqq. tradidimus una cum iis quac in Scctt. V ct VIII docebimus, omnia fcrc com- 
plcctuntur quac pcr methodos dircctas crui possunt. Scd bac ubi sunt applicabi- 
lcs plcrumque infinitics prolixiorcs sunt quam indircctac quas in .Scct. VI doccbi- 
mus, adco<]ue non tam propter utilitatem suam in praxi quam proptcr pulcritudi- 
nem mcmorabilcs. — Congruentiae secundi gradus non purae ad puras lacile redu- 
ci possunt. Proposita congruentia 

axx-\-bx-\-c = 0 

sccundum mod.m solvenda, huic aequivalcbit congrucntia 

\aaxx-\-Aabx-\-\ac = 0 (mod. Aam, 

i. e. quivis numerus alteri satisfaciens etiam alteri satisfacict. Haec vero ita ex- 
lulieri potest 

lax+b)* = bb — 4ac(mod.4<im) 

unde omnes valores ipsius 2ajr-|-* minores quam 4rtm si qui dantur inveniri 
possunt. Quibus per r, r, r" etc. designatis, omnes solutioncs congr. prop. dedu- 
centur ex solutionibus congrucntiarum 

2ax = r — b, 2ax = r — b etc. (mod. 4am) 

quas in Scct. II invenirc docuimua. Ceterum obscrvamus, solutionem plerumque 
per varia artincia contrahi posse , ex. gr. loco congr. prop. aliam inveniri posse 

a'xx+2b'x + c' — 0 

illi aequipollentem, ct in qua a ipsum m metiatur; hacc vero de quibus Sect. ul- 
tima conferri potest , hic explicare brcvitaa non permittit. 



SECT IO QI INTA 



FORMIS AEQUATIONIBUSQUE INDETERMINATIS 



SECUNDI GRADUS. 



Di*qui»ilionit propotUum : /ormarum 




In hac 8ectione imprimis de functionibus duarum indeterminatarum x, </. 
huius formae 



ubi a,b,c sunt integri dati, tractabimus, quas formns secundi gradwi sive simpli- 
citer formas dicemus. Huic disquisitioni superstruetur solutio problemntis famosi, 
invcnire omnes solutiones acquationis cuiuscunque indeterminatae secundi gradus 
duaa incognitas implicantis, sive hac incognitae valores integros sive rationales 
tantum nancisci debeant. Problema hoc quidem iam ab ill. La Grange in omni 
gencrnlitntc est solutum , midtaque insuper nd nnturam formanim pertiiientia tum 
ab hoc ipso magno geometra tum ab Ul. Eulero partim primum inventa. partim. 
a Fcrmatio olim inveuta, denionstrationibus munita. Sed nobis acriter formarum 
perquisitioni insistcntibus tam multa nova se obtulcrunt, ut totum argumentum 
ab integro resumerc opcrae prctium duxerimus, eo mngis. quod Yirorum illorum 
inventa, multis locis sparsa, paucis innotuisse experti sumus; ]K)rro quod metho- 
dus per quam haec tractabimus nobis ad maximam partem est propria; taudem 



ax.t-\-2bxy-\-ct/y 
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quod nostra sine nova illorum exj>ositione ne intelligi quidem possent. Nullum 
vcro dubium nobis csse videtur. quin multn eaque egregia in hoc gcncre adhuc la- 
tcant, in quibus alii vircs suos exercere jwssint. ( ctcrum quae ad veritatum in- 
signium historiam j>ertinent, loco suo semper trademu». 

Formam axx+1bxy-\-cyy, quando de indeterminatis x,y non agitur, 
ita dcsignabimus, (a.b.c). Ilacc itaquc cxpressio denotabit indcfinite summam 
trium partium, producti numcri dati « in quadratum indcterminatae cuiuscunque; 
producti duplicati numeri b in lianc indeterniinatnm iu aliam indctcrminatam ; 
producti numcri c in quadratum huius secundae indcterminatae. Ex.gr. (1,0,2) 
exprimet summam quadrati et quadrati duplicati. Ceterum, qunmvis forraae \a, b, c) 
et [C,b,a) idera designent, si ad jiartes ipsas tantuin respieimus, tamen different 
si insupcr ad partium ordinem attendimus : quare sedulo eas in jwsterum distin- 
guemus; quid vero inde lucremur in sequcntibus sufficienter patebit. 

■ 

154. 

Ntunerum aliqucm datum pcr formam datam repraesentari dicemus , si for- 
mae indeterminatis tales valorcs intcgri tribuuntur, ut ipsius valor numero dato 
fiat aequalis. Hic habebimus sequens 

Theorema. Si numerus M ita per formam \a, b, c) repraesentari potest, ut in- 
determinatarum valores, per quos hoc efficitur, inter se sint primi: erit bb — ac resi- 
duum quadraticum numeri M. 

Dem. Bint valores indeterminatarum m.n, scilicet 

amm-\-1bmn-\-cnn — M 

accipianturque numcri u, v ita ut sit m m -+-''" = 1 (a* 1 - 4u )- Tum per evolu- 
tioncm facile jtrobatur esse 

a m m 1b m n -\- c n n f«vv — 2 bn *-{-cfi u. 

( p m b~nc -t m a + » b) f — b b—a t) m u -+- n v)* 

sive 

M a v v — 2 bp v -f- cp fi) = fjj {m b -+-» c, — v ;m a -+- Hb, f — {b b — ac) 
Qunre erit 

lb 
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bb — ac = (fi(mb-\-nc) — v(ma-f-N6))' (mod.J/; 

i. e. bb — ac residuum quadraticum ipsius M. 

Numerum bb — ac, a cuius indole proprietates formae (a, b, e) imprimis 
pendere in sequentibus docebimus , determinantem huius tormae vocabimus. 

VaJorti txpr. \'(bb — ae) (mod. M) ad qtu>$ rvpraetenUttio nttrnrh &f par /ormam (a. h. c) prrlinet. 

155. 

Erit itaquc 

H{mb-\-nc)— vima+nb 

valor expressionis 

y \b b — ac) (mod. M) 

Constat autem, numeros u,v infinitis modis ita dcterminari posse ut sit um-f-vn 
= 1 , unde alii aliique valores illius expressionis prodibunt , qui quem nexum in- 
ter sc habcant videamus. Sit non modo um-f-vn = I . ^ed etiam u'm-f-v'n 
= 1 , ponaturque 

fi{mb-\-nc) — v{ma-\-nb) — v. fi{mb-\-nc) — V ma-\-nb) — v' 

Multiplicando aequationem jtim-f-vn=1 per fi , alteram u'm-f-v'n = i per u, 
et subtraliendo fit u' — u = n(u*v — j»V) similitcrquc multiplicando illam per v', 
hanc per v, fit subtrahendo v' — v=m'uV — p,'v). Hinc statim prodit 

v — v — (jm'v — u.v')(amm-f- 26mn-f-cnn) — (u'v — uv")Af 

sive v =v(mod.M). Quomodocunque igitur u, v determinentur, formnln 
u (m b — f- n c) — v 'm a -f- n b) valores diversos (i . e. incongruos) cxpressionis ^(b b — a c) 
(mod.3/j darc ncquit. Si itaque v est valor quicunque illius formulae: rcprae- 
sentationem numeri M performam axx-\-2bxjf-\-cjfy eam ubi x=m, ,y=n. 
pertinere dicemus ad valorem v expressionis \J\bb—ac) \mod. M). Ceterum faci- 
le ostendi potest. si valor formulae illius aliquis sit v atque i/ = t'(mod. M). lo- 
co numerorum u, v, qui dant v , alios fi, v' accipi posse , qui dent v. Scilicet 
facieudo 

u' = uH--^, V = v-"i^ 

fiet 

um-f-Vn = um-f-vN = l 
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valor autem formulae ex (i, »' prodiens superabit valorem ex /<, v prodeuntem 
quantitate (u.'v— uV)i»f. quae fit = (um + v»)(t>'— ») = v'—v, sive valor ille 
erit = »'. 

156. 

si duae repraesentationes eiusdem numeri M per candem formam «, 6, c) 
habentur, in quibus indeterminatae valores inter se primos habent: hae vel ad 
eundem valorem expr. ]j[bb — a c)/mod. Jtf; pertinere possunt vel ad diversos. Sit 

M — amm+2bmn + cnn = am'm'+2bm'ri+criri 

atque 

um+v» = J , u-'m' + v'»' = 1 

■ . 

patetquc si fuerit 

\ilmb+nc)-*ima + nb) = ^(mb + ric) — v'(m'a + »'6) (mod.M) 

congruentiam semper manere, quicunque alii valores idonei pro f*. v; ii', v' 
accipiantur, in quo casu utramque repraesentationem ad eundem valorem expr. 
^(bb — ac,, 'mod. M) pcrtincre dicemus; si vero congrucntia pro ullis valoribus 
ipsorum u, v; u'.v' locum non habet, pro nullis locum habebit, repraesentationes- 
que ad valores diversos pertinebunt. Si vero 

\i(mb + nc) — *(ma + nb) = — Qi'(m'b+ric) — v'(m'a + »6)} 

repraesentationes ad valores oppasitos expr. ^(66 — ac) pertinere dicentur. Om- 
nibus hisce denominationibus etiam utcmur, quando de pluribus repraesentatio- 
nibus eiusdem numeri jier formas diversas, sed quae eundem determinantem ha- 
bent, agitur. 

JEr. Sit forma proposita haec (3,7, — 8) cuius determinans =73. Per 
hanc formam habentur repraesentationes numeri 57 hae 

3. 13*+ 14. 13.25 — 8.25*; 3. 5"+ 14 . 5. 9 —8 . 9* 

Pro prima poni potest a = 2 , v = — 1 , unde prodit valor cxpr. \jl 3 (mod. 57) 
ad quam repr. pertinet 

= 2 13.7— 25. 8)+ (13.3 +25. 7) = — 4 

16* 
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Simili modo repraesentatio secunda pertinere iuvenitur, faciendo /i=2, v = — l, 
ad valorem -f-4. Quare ambae repraesentationes ad valores opjJOsitON pertinent. 

Anteqnam ulterius progredimur, observamus, formas quarum determinans 
-=0 ab investigationibus sequentibus prorsus exclusas csse, quippe quac theo- 
rematum concinnitatem tantummodo turbarent, adcoque tractationem peculiarem 
postulent. 

Farma alitim imjtlieatu, tire tub alia contenta; trantformalu), propria et imprnpria. 

157. 

Si forma F, cuius indetcrminatae sunt x,j/. in aliam F, cuius indeter- 
minatac sunt x, jj, substitutiones tales 

transmutari potest , ita ut a, 6, y, 6 siut integri : priorem implicare posteriorem , 
sivc postcriorem sub priori contentam nsse dicemus. Sit forma F haec 

axx + 2bxt/ + ct/j/ 

fornia F' vero haec 

dx'x'+1b'x'j/' + c'j/'y' 

habebuntUTque scqucntes tres aequationes : 

d — aaa + 2bay + cyy 

b' = aati + b(a£ + Gy)+cy6 

c' = a$G + 2bTi8 + cc8 

Multiplicando aequationem secundam pcr sc ipsam, primam per tcrtiam. ct 
subtrahcndo tit delctis partibus se destruentibus 

b'U — dc = [bb — a C) {ac — 6>! ! 

Unde sequitur determinantcm formae F' per determinantem formae F divisibi- 
lem et quoticntcm cssc quadratum ; manifcsto igitur bi determinantes eadem signa 
habcbunt. Quodsi itaquc insuper forma F' pcr similcm substitutionem in for- 
mam F transmutari potcst, i. e. si tum F' sub F. tum F sub F' contenta cst. 
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I 

forniarum determinantcs erunt aequalcs*) atque <ac — 6yj* = 1 . In hor ca»u 
formas aequivalentes dicemus. Quare ad fonnarum aequivalentiam aequalitns de- 
terminantiura est conditio necessaria . licet illa ex hac sola minimc sequatur. 
Sub8titutionem x — ax + l>/, y=^x'-\-Cy' vocabimus transforma tionem prtt- 
priam, si ac — liy est numerus positivus, impropriam, si a 6 — tfy est ncgati- 
vus; formam F' proprie aut improprie sub forma F contentam essc dicemus. si F 
per transformationcm propriam aut improj)riam in formam F' transmutari potedt. 
Si itaquc formae F. F' sunt aequivalentcs , erit (ctc* — fjy )* — 1 , adeoque si 
transformatio est propria, ac — 6y = -f- 1 , si est impropria, — — 1 . Si 
I)lures transformationes simul sunt propriae, aut simul impropriae. simites eas di- 
cemus; proprinm contra et impropriam dissimiles. 

A^aUntia . pnyri* ,t fayrtp*. 
t 5S. 

Sifurmirum F, F' detrrminantes xunt aequales atque F' sub F contettta : etmm 
F sub F' contenta erit et qttitlem proprie rel improprie prout F' xub F proprie ve/ 
improprie continetttr. Transcat F in F' poncndo 

.r -ax+fy, j,^yz+ry 

transibitque F in F ponendo 

X = cx—iiy, y = — yr-\-ay 

Patet enim per hanc substitutioncm ex F' tieri idcm , quod fiat ex F ponendo 

x sa a cx— lfjr)+^( — 7*+«*). V =* — — y • + «»; 

sive 

x -- ac — Gj)x, jr =■ iac — f) y,jr 

Ilinc vero manifesto ex F tit («c — tiyfF ». e. rursus F lart.praec, 1'erspi- 
cuum autem est. transformationcm postcriorem esse propriam vcl impropriani. 
prout prior sit propria vel impropria. 

Si tuni F' sub F, tum F sub F' proprie coutiuetur, formas proprie aequt- 

') Manifeatum o»t ex analysi praoccdcntc hanc prfipo*itiom-m etiiun nil frirman riunrum deterrainan» - <>. 
patere. Sed aenuatio (i& - 6t)' - i ad hunc canum non eat cxUndcnda. 
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valentes, si illae sub invicem improprie, vocabimus improprie aeqvivalentes Ce- 

terum usus harum distinctionum mox innotcscct. 

Exempl. Forma 2xx — S xy + 3 yy per substitutioncs x = 2x" + /. 
jr = 3.r+ J/ transit in formam — 1 %x'x' — 1 2 x'y — 2//, haec vero in illam factis 
x" =■ 2x — y . /= — 3x+2j». Quare formae (2. —4,3). ( — 13. —6, — 2} 
erunt proprie aequicalentes. 

Problemuta quae tractare iam aggrediemur sunt haec : L Propositis duabus 
formis quibuscunque eundem determinantem habentibus . investigare utrum sint 
aequivalentcs necne , utrum proprie aut improprie aut utroque modo , nam etiam 
hoc fieri potest. Quando vero dcterminantes inaequales habent, annon saltem 
altern alteram implicet, proprie vel improprie vel utroque modo. Denique invenire 
omnes tran8formationes alterius in alteram, tam proprias quam improprias. 
II. Proposita forma quacunquc. invenire utrum numcrus datus per eam repraesen- 
tari jMissit omnesque repraesentationes assignare. Sed quoniam formae determi- 
nantis negativi hic aliam methodum requirunt quam formae determinantis positivi, 
primo trademus ea quae utrisquc sunt communia, tum vcro formas cuiusvis 
generis seorsim considerabimus. 

159. 

Siforma F formam F' implicat, haec vero formam F", forma F etiam for- 
mam F" implicabit. 

Sint iudetcrminatae formarum F,F',F" rcspective x,y; J?',/; x",y" trans- 
eatque F in F' ponendo 

x = aj?'+6jf'. y = yx'-\-cy 

F' in F" ponendo 

*' = aV'+gy. / = T v+cy 

patetque, F in F* transmutatum iri poncndo 

x = ai aV + d>")-f-6( T V-h6V), y = •W.+W^+V) 

sive 

x = («a' + * 7 0*r+(a«'+«l)jr. Jf - [j*+tf)S+b*+*S)f 
Quarc F ipsam F" implicabit. 
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Quia 

adeoque positivus, si tum ao — tum a$ — 6"/ positivus aut uterquc ncgati- 
vus, negativus vero si alter horum numerorum positivus alter negativus: forma 
F formam F" proprie implicabit. si F ipsam F' et F' ipsam F" eodem modo 
implicant, improjme si diverso. 

Hinc sequitur, si quotcunque formae habeantur F, F', F", F" etc.. qua- 
rum quacvis sequentcm implicet, primam implicaturam essc ultimam , et quidcm 
proprie, si multitudo formarum, quae scqucntcm suam improprie implicant, fuerit 
par. improprie si multitudo haec impar. 

Si/orma F formae F' est aequivalens, formaque F' formae F" : forma F 
formae F" aequivalem erit, et quidem proprie, siforma F formae F' eodem modo 
aequivalet utforma F' formae F", improprie, si diverso. 

Quia enim forraae F, F 1 , his F', F", resi>ective sunt aequivalentes , tum 
illae has rcsp. implicabunt, adeoque F ipsam F", tum hac illas. Quarc F, F" 
aequivalentes crunt. Ex pracc. vcro sequitur, F ipsam F" proprie vel iraproprie 
implicare, prout F ipsi F' ct F' ipsi F" eodem modo vel diverso sint aequiva- 
lentes, ut et F" ipsam F: quare in priori casu F, F" proprie, in posteriori im- 
proprie aequivalentes erunt. 

Formae [a, — b,c), c.b.a), (e, — b,a) formae a,b,c\ aequivalent, et quidem 
duae priores improprie , ultima proprie. 

Xam axx + ibxy + cyy transit in axx — 2bx'y' + cyy , ponendo 
x=x'-\-Q.jf, y — Q.x — y', quac transformatiocstimpropriapropter IX — 1 — 0.0 
= — 1 ; in formam cjrV+2 6j/y+ay'y vero per transformationem impropriam 
x= 0.J+ y, y = x-\-Q.y'\ et in formam cxx' — Ibxy -\-ay'tj pcr proprkm 
x = 0.x-y, jfss^+O/- 

Jlinc manifestum est, quamvis formam, formae [a, b, c) aequivalentem , vel 
ipsi, vel formae (a, — b, c) proprie aequivalere; similiterque, si quac forraa formam 
[a,b,c) implicct aut sub ipsa contineatur, cam vel formam [a, b,c) vel formam 
(a,* — b, c) proprie implicare. aut sub alterutra proprie contineri. Forraas 
[a, b, c), (a, —b, c) oppositas vocabiinus. 
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forrtute conftyunc. 

160. 

Si formae \a, b, c , [a, b', c"\ cundem determinantem habent, insuperque est 
c — a' ct i== — b'mod.c), sive b-\-b'~ 0 inod. c) , fonnas has contitpias dicemus, 
et quidem, quando dctcnninationc aecurariori opus est, priorem posteriori aparte 
primu , posteriorcm priori a parte ultima contiguatn dicemus. 

Ita tx.gr. forma 7. 3, 2; formae (8, 4, 7) a parte ultima contigua. forma 
(3. 1. 3) oppositae suae (3. — I, 3) ab utraquc parte. 

Formae contiguae semper sunt proprie aequivalentes. Nam forma axx-\- 1 bxy 

-\-cyy transit iu formam contiguam crV+ 2 b 'x'y' + cyy pcr substitutionem 

X — — y = x" - y quae cst propria ob 0 — IX — 1 = 1), uti per 

• • . , ' h + b' 

evolutioueni adiumcnto acquationis bb — ac = b'b' — cc facile probatur; —~— 

vcro per hyp. est integer Ceterum hae definitiones et conclusiones locum non 

hnbcnt. si c — a'=0. Hic vero casus occurrcrc ncquit. nisi in formis quarum 

determinans est numerus quadratus. 

Formae [a,b,c,a',b',c, proprie aequivalentes sunt, si a—a, b = b'mod.a). 

r orma enim a.b.c formac [c. — b.a propric acquivalct nrt. pracc. ) . haec vero 

formae {a',b',c f ) a parte prima contigua erit. 

Dm$orw$ w m m m i ttitffitirntiumforttiarum. 
161. 

Siforma [a.b.c) formam \a'Ji,c'\ implicat. quiris dirisor communis numero- 
rum a.b.c rtiam numeros a.U.c metiehtr, et quiris divisor communis numerorum 
a, 2b, c ipsos a',lb',c. 

Si cnim forma axx + Ibxy + cyy per substitutiones ,r = a,r' + 6y, 
_y = yjr' + cy in formam a'x'x -\- 2b'x'y + cyjf' transit: habcbuntur hae 
aequationes 

aaa-\- 2bay-\- cy^ — a' 
aa1i + b{a8-\-1>y)-\-c 7 t = b 
a66+ 2fcfJ<5+c8^ = c' 

unde propositio statim sequitur (pro parte secunda propos. loco aequationis secun- 
dac hanc adhibendo 2<iafj+ 2b \ac + Gy) + 2cy& = 2b'\. 
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llinc sequitur maximum divisorem communem numcrorum a,b{2b),c si- 
mul motiri divisorem communcm maxiinum numcroruru d, b' (2 b'), c. Quodsi igi- 
tur insuper forma («', V, c) formam {a, b, c) iiuplicat , t. e. formae sunt aequiva- 
lentes, divisor communis maximus numerorum a,b{'2b), c, divisori communi ma- 
ximo numerorum a',b' [%V), c aeqmilis erit, quoniam tum illc hunc mctiri dcbct, 
tum hic illum. Si itaque in hoc < asu a.b [24), c divisorem communem uon ha- 
bent, t.iff.si maximus —1, etiam d,b'[2b'\,c' divisorem commuuem non ha- 
bebunt. 

Xexut omniwn traniformatwnum timilium formar datae in frrmam datam. 

162. 

Pkoblema. Siforma AX X + 2 B X Y + CY Y . . . F 

formam a xv + 2 A .ry + cyy / 

implicat , att/ue transfonnatio aliqua illius in hanc est data : ex hac omnes reliquas 
tramformationes ij^i similes deducere. 

Sofutio. Sit transformatio data hacc X — ax + tfy, Y=yx + &jf, po- 
namusque primo aliam huic similem datam csse X — d x + 1iy, Y=y'x+cjf, 
ut quid inde scquatur investigemus. Tum positis determiuantibus formarum 
F, f, == D, d, atquc ac — b'y = e. a? — 6"/ = <?'. erit (art. 157), 
d = Dee — Dee, et quum cx hyp. e, e eadem signa habeant, e = e. Habe- 
buntur autcm scquentes sex acquationes : 



Aaa + 2Bay + Cyy =a [1] 

Aa'a' + lBa'y'+Cy'y=a [2] 

AaG + B[a&+tiy) + Cyo =b [3] 

Aa'6*'+£(a'c*+ «Ty') + CfS =b 4 

Att +IBKI +CU =c . . [5] 

Atfff + iBGS + CSX =c [6] 



Si brevitatis gratia numeros 

■ 

Aad + B,ay' + yd) + Cyj 
A ,«6" + bV + B{aV + 6y + y& + &a') + C(yS + &tf 
At# + B{68+tf) + Ct$ 

17 
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per d, 26', c designamus, ex aequ. praecc. seqnentes novas deducemus-*): 

* 

dd — Dfay — ya'* = aa [7] 

2a'6' — D(ay' — yal^a^+gy' — ytf — Sd) = 2a6 . . [8] 
46'6'- DC{*8+*f— yo" — £aY+ 2ee') = 266 + 2ac 

undefit, addendo iDee = 2a"-— 266— 2ac, 

Ab'b' — Daft-\-1>y' — yo" — cVj* = 4 66 [•] 

dc — Da%—y t? tj y' — la") = 66 

unde subtrahendo D(ae — t>y)(ot9 — ff^ = 66 — ac fit 

dc' — DiaY — yaytfV-ttir! ==ac [10] 

26V — D(a&+Gy'-y& — ga') ;6c v -o6'j = 26c . . [11] 
H— D^ff— aC)*=:ee [itj 

Ponamus iam, divisorem communem maximum numerorum a, 26, c esso m 
numerosque 21, 23, (5 ita determinatos , ut fiat 

2(a-H 2336 + Sc = m 

;art. 40 ; multipbcentur aequationes 7, S, 9, 1 0, 1 1, 1 2 resp. per 2131, 2 21©, 3333. 
2 216, 233 <£, 66 summenturque producta. Quodsi iam brevitatis caussa ponimus 

2la'+2936'+ec' = T [13] 

9(ay' — ya') + W a$ + tiy' — yff — 3a'j-f <S(o"o* — £&",= */ . . £1 41 

ubi T, J/ manifesto erunt integri , prodibit 

TT — DUU= mm 

Deducti itaque sumus ad hanc conclusionem elegantcm , ex binis quilmscun- 
que transformationibus similibus formae F M / sequi solutionem aequationis indeter- 
minatae tt — Duu = mm, in intepris, scihcct / — T, «=£/. Ccterum quum in 



*) Origo harum aequationum Wc Mti 7 fit ex 1.2 (i. o. n acquatio (l) in aequationcm (3) multiplica- 
tur, «ive potiusi, «i illiun pars prior in partem priorem huiun multiplicatur, illiusquc par» poaterior in poateriorein 
huiua, produclaque ucqualia ponuntur) : S ex 1.4 + 1.3; ■cqueni quae non eat numcrata cx i . * + 2 . b + 
1.4+1.4; «equen» non numerata ex ».4| II n l.i+i.iill n l.i. Simili desijrnaUone etiam in 
nequcntibua *ctnpcr utemur. 
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ratiociniis nostris uon supposuerimus , transformationcs esse diversas: una adeo 
transformatio bis considerata solutionem praebere debet. Tum vero fit propter 
a—a, {T = detc. a' — a,b' = b, c—c, adeoque T=m, £7=0, quac solutio 
per se est obvia. 

Iam primam transformationem solutionemque acquationis indeterminatae 
tamquam cognitas consideremus, et quomodo liinc altera transformatio deduci pos- 
sit, sive quomodo a, 0", y, «?, ab his o, 6", y,$, T, U pendeant, investigemus. 
Ad hunc finem multiplicamus primo acquationcm [1] pcr oo' — tfy'. [2] per 
<x6* — yff, [3] per ay — ya, 4 per ya — ay\ addimusque producta, unde 
prodibit 

(,+^«'1- yff+««> [»] 

Simili modo fit ex 

c«f-«^{[i]-[2))+(««'-«/-T^+«^(WH-w)H-(«y-T<oa*}--E«)) 

2(e+«» !(«*— T*+*«0* f ,el 
Denique ex (86'— $6*) ([3] — [4l; + (aff- yff) [5] + - [0] prodit : 

(*+*>' = (ac v -t> r '- r 6 v + 8o')c [17 

Substitucndo hos valores (15, 16, 17] in 13 fit 

| „ + e, T = (o ff - o" / - 7 6" + (5 flO 1« « + 2 9 6 + <S c) 

sive 

2*»T = iat' — t>y' — yff-{-ca r )m [18] 

unde T multo facilius deduci potcst . quam ex 13]. _ C ombinando hanc ae- 
quationcm cum 15, 16, »7 obtinetur ma'=Ta, 2mb' = 2Tb, mc'=Tc. Quos 

valores ipsorum a',2b',c in aequ. 7 12 substituendo et loco ipsius TT scri- 

bendo mm-{-DUU, transeunt illae post mutationes debitas in has 

(07— yajmm = aalJU 
a y-ya'} a c'+ty-y(? -Sa')mm = 2abUU 

17* 
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(off + Sy'— ytT — S«'>jii _ ibbUV 
\ay — ya'](6& — c$')mm = acUU 
[a8 + 1f — i# — te)(t6ff—tir}mM = IbcUU 
tfS—ltTfmm = ccUU 

llinc adiumento aequationis [14] et huius 9(a + 23}fc + 6c m, facile 
deducitur imultiplicando primam. secundam. quartam; secundam, tertiam, quin- 
tam; quartam. quintam, sextam, resp. per 2l,iP,<S addendoque producta) : % 

(a y' — y T7/n m= ma U U 

(66* — oVjt/»/» _ ,«cf/i/ 
atque hinc, dividendo pcr m U ') 

af/--ay' — ya*)«i [191 

26l/_(a6*+6y— 76*— oVJm 2(r 

c f/ _ fj^ _ <?iT)m [21 

ex quarum acquationum aliqua U nudto facilius quam ex 14' deduci potest. 
Simul hinc colligitur, quomodocunque 31. 6 determinentur fquod infinitis tno- 
dis diversis fieri potestl. tum T tum U ettndem valorem adipisci. 

Iam si aequatio 18 multiplicatur pcr a. 19 per 2 6, 20 per — a, rit per 
additionem 

2aeT+ 2{6a — ah)U= 2{a$ — 6y)a'm _ tea m 
Simih modo fit cx 6* [18 + G L 20] — 2a 211 

2 rj*f T+ 2 ff>6 — ac) U— 2 [at — 6*y) _ 2 c 6't» 

Porroex y 18' + 2C 1«' — y 20 fit 

2yrT+ 2 c^a — yfc:^_2 ;ac — 6y /,» _ 2ey'm 
Tandem ex $ 18] + 6 [20] — 2y 21 prodit 

2o> r+ 2(^6 — yc C/ — 2 ac — 6y, cTm _ 2«o'»i 

*) Hoc non liceret, si e»Mt V = o : tunc vero acquationuro iv, l», 31 veriU» sUtim cx pnraa, tertia 
et nexta praeccdentium iequcretur. 



Digitized by Google 



THANSFOKMATIO. 

k 



133 



In qtiibus formulis , si pro a. b, c valores ex 1,3,5 substituuntur . fit 

am = aT - aB + y C U 
6'm = (>T - l>B + tCU 

y m = y T+{aA+ 7 B)u 

Vm = ST+ (6.4-1- cB\ U*) 

Kx analysi praec. sequitur. nullaiu transformationem forniae F in / propo- 
sitae similcm dari , quae non sit contenta sub formula 

X — i, (at— aB + yC u )x + ^(jSt— [tSB+SC)u)y 
r^l,ty+(aA + fB )u)x + L t tft+ GA + tBtu)* . . [V, 

dcsignantibus t, u indefinite oiunes numeros intt-^ros aequationi tt — Dmm — m/« 
satisfacientes. Uinc vero concludcrc nondum possumus, omnes valores ipsorum 
t, u, aequationi illi satisfacientes . in formula I ) substitutos, transformationes 
idoneas praebere. At 

1 . i ormam /*' per Nubstitutionem, e quibusvis ipsorum / , « valoribus or- 
tam, semper in formam / trausmiitari, per evolutionem confirmari facile potest 
adiumento aequationum 1,3,5 et huius tt — Duu — mm. ("alculum prolixiorem 
quam difficiliorem brcvitatis gratia suppriminius. 

2. Quaevis traiisformatio ex formula deducta projKisitae erit similis. Namque 

i(a<-;a/i + T C',«)xi(^+^+f'«i«) 
- : (6 1 - {{J B + 6 ( J) u) x • ( r / + (« A + y B u) 

= &(«o , -tf T )(« -Dun) = «S-6* 7 

3. Si formae F, f determinantes inaequnles liabent . fieri potest . ut for- 
mula { I ) pro quibusdam valoribus ipsorum t, u praebeat substitutiones , quae 
fractiones implicent. adcoque reiici debeant. Omnes vero reliquae erunt trajis- 
formationes idoneae , aliaeque praeter ipsas non dabuntur. 

4. Si vero forinae F, f eundem determinantem habcnt adeoque sunt ae- 
quicalentejt, formula (I; nullas transformationes quae fractiones implicent praebe- 

*) Hinc fncilc diducitur AtU = (&f — T 4)m 

lB*V « (•!■ - W + T * — « 7 >. 
C,V = (««' - • «')« 
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bit, ndeoque tn hoc casu solutiouem completaui problematis exhibebit. Illud vcro 
ita dcmonstramus. 

Ex theorcmatc art.praec.sequiturin hocce casu, m simulforedivisorcmcommu- 
nem nnmerorum A, 2B, C. Quoniam tt — Duu—mm.Ht tt — BBuu=mm — ACuu. 
quare tt — BBuu pcr mm divisibilis erit: trinc etiam a potiori 4tt — ABBuu 
adeoquc quia 2B per m divisibilis; etiam Att per mm et proin 2t pcr m. 
Hinc i (t-{-Bu). j| — Bu) erunt integri, ct quidcm fqnoniam difFerentia inter 
ipsos m Bu est par; aut utcrque paraut utcrque impar. Si utcrque impar esset.etiam 
productum impar foret, quod tamquam quadruplum numeri J M (tt—BBuu , qucm 
intcgrum essc modo ostendimus, necessario par: quare hic casus cst impossibilis. 
adeoquc „ t-\-Bu . m 't — Bu) semperparcs, unde m (t -f- Bu , m [t — Bu 
crunt intcgri. Hiuc vero nullo ncgotio dcducitur, omncs quatuor coefficientes iu 
[ semper essc integros. Q. E. D. 

Ex praecedentibus colligitur, si omncs solutiones acquationis tt — Duu = mm 
habeantur. omnes transformationcs formne [A, B, C in [a. b. c) transf. datae si- 
Diiles inde derivari. lllas vero in sequcntibus invenire doccbimus. Hic tantum- 
modo observamus multitudinem solutionum semper esse finitum, quando D sit 
negativus . aut positivus simulquc quadrntus : quando vcro D jwsitivus non qua- 
dratus, infinitam. Quando hiccasus locum habct. simulquc D non — d supra 3"), 
disquiri insiipcr dcbcret, quomodo ii valores ipsorum /, «, qui substitutioues a fruc- 
tionibus liberas, ab iis, qui fractas producunt, a priori dignosci possint. Scd pro 
hoece CMU infra alinm mcthotium ab hoc incommodo libcrnm cx])Oncmus (nrt.21 4). 

Kvempl Forma xx-\-2tfy pcr substitutionem propriam ,r — 2 ,r -+- 7 y , 
* = jr'-f-5y transit in formam IG. 24, 99): desidcrantur omnes trdiisfonnationes 
propriae formae iilius in hanc. Hic D = — 2, m = 3 . ndcoquc acquatio sol- 
venda hacc: tt-\-2uu = 9. Huic scx modis divcrsis satisfit ponendo scilicet 
f=3. —3.1. —1.1, —1; u = 0, 0. 2. 2. —2.-2 resp. Solutio tertia et sexta 
dant substitutioncs in fractis, adeoque sunt reiiciendae; ex reliquis sequuntur 
(piatuor substitutioncs : 

2.t' -1-7/ r'4-5y 
\ — 2x — 7/ \ — .*•' — r»y 

' = i — 2.1-9/ 9 ~ J *+ 3/ 
2j'4- «/ — x — 3/ 

quarum ])rima est proposita . 
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Formar aneipitei. 

163. 

Iam supra obiter dixiraus fieri posse ut forma aliqua, F, aliam. F'. tam 
|iropric quam improprie implieet. Pcrspicuum cst hoc eveuire, si inter formas 
F. F' alia G interponi possit, ita ut F ipsam G, G ipsatn F' implicet. for- 
maque G ita sit comparata. ut sibi ijisa sit improprie aequivalens. Si cnim F 
ipsam G propric vel impropric implicare supponitur : quum G ipsam 0 impro- 
prie implicet, F ipsam G impropric vel proprie (resp.i implieabit, adeoquc. in 
utroque casu, tam proprie quam improprie (art. 159]. Eodem modo biuc deduei- 
tur. quomodoeunquc G ipsam F' implicare supponatur, F semper ipsam F' 

tum proprie tum impropric implicarc debcre Talcs vero formas dari, quae sibi 

ipsae sint improprie aequivalcntes, videtur in casu maximc obvio, ubi formac ter- 
minus medius =0. Talis enim forma sibi ipsa erit opposita (art. 1 51* i adeoque 
impropric aequivalens. Generalius quaevis forma a, b, c) hac proprietate est 
pracdita. in qua 2b pcr a est divisibilis. Huic enim forma {c, b,a) a parte pri- 
ma erit contigua 'art. 160] adeoque propric aequivalens: sed (c, b, a) per art. 159 
formae a, b, c improprie aequivalet: quare (a, b, c) sibi ipsa improprie aequi- 
valcbit. Tales formas [a, b, c) in quibus 2 b per a cst divisibilis, ancipites vooa- 
bimus. Ilabcbimus itaquc thcorcma hoc: 

Forma F, aiiam /ormam F' tum proprie tum improprie implicabit, si forma 
anceps inretiiri potext sub F contenta ipsam F' vero implicans. Sed haec propositio 
etiam converti potest: scilicet 

Throrrma circa catum vhi/orma *u& alia timul proprir rt improprir eontrnta rtt. 

164. 

Thborbju. Siforma Axx -{- 2Bxy -f Cyy (F) 

formam A'x x + iBx f + C S ' y .... (F") 

tum proprie tum improprie implicat: forma anceps inveniri potest, sub F contenta for- 
mamque F' implicans. 

Ponamus , formam F transirc in formam F tum per substitutionem 
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tuui pcr hanc illi dissimilem 

x = aV+ 0*V, j* = y'.r' + cjr' 

Tum dcsignatis numcris ac — tfy. aV — f>y per f t V, erit SB — A' C = 
ee B B — AC) — e'e'{B B — ACy, hinc ee=e'e', et, quia pcr hyp. e, e signa 
opposita habent, <■ = — e' sive e~\-e — 0. lam patet si in F' pro x substitua- 
tur cV — 6"/'. et pro /,— 7V + a'y", eaudem formam esse prodituram ar si 
in F scribatur 

aut 1 ) pro * a $x - ff/) + 6 :- /V + a>" } 

,-. e. iac ~_tf/; .r"+(6a'-a6"')/ 

etproj, y («y_ */}+«(._ /^+tf/") 

[ r 8r_« T >-+(V- 7 *')/ 

a«f 2) pro x a' cV"— 6^1 + 6"'(— yV+ a>") i. e. e'x 

ctprojr /(«V- */) + c~(- Y V+ «>") i.,. e'/ 

Designatis itaque numeris a ? — 6y, 6*a' — a6*\ yc7 — cy', cV — 76" per 
a, <», c, d : forma F per duas substitutioncs 

x — a V+ hy", tf _ c.r" + rfy"; x = e'x", y = c>" 
in eandcm formam transmutabitur, unde obtinemus tres aequationes sequeutes : 

Aaa+lBac-\- Ccc = Ac'e [1] 

Aab-\-B{ud-\-bc)-\-Ccd _ Bee 2' 

^6ft + 2B6rf+Crfrf= CeV ....... [31 

Ex valoribus ipsorum a, b, c, d autem invenitur 

a d — bc = = — ce = — «V [4] 

Hinc fit c.v d , I — c 2 , 

,4« + J*r ru/-ftc _ Ad—BceV 

adeoque 

.4 /1 + </) = 0 
Porro ex « + «" 2 — 6 1 — c i fit 
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OU + fl(a + rf) + Cc)(arf — bc) = (— Ab-\-B{a + d)- Cc>V 

adeoque 

B{a+d) = 0 

■ 

Deniquc cx a 3] — 4 2j fit 

| J B6 + Ca>d-&c) - (-.B&+Ca}eV 

adcoquc 

C{a-\-d) = 0 

Quare quum omnes A. B, C ncqueant esse =0, necessario erit a + rf=0 
sive a — — d. 

Ex «[2] — fit 

(Ba+CcKad-ic) = {Ba — Ab)ee 

undc 

46 — 2fia— Cc = 0 . * [5] 

Ex acquationibus e-\-e — 0, 0+0^=0 sive 

a 8-ty + a'8-Gy' = 0. ac*- 6y— y(T+r3a' = 0 
sequitur {a + a 1 ) {& + cT) = (6 + &*) (y + /) sive 

(a + a'} : (y + y') = (6+o~) : $ + *) 

Sit rationi huic*) in numeris minimis aequalis ratio m : n, ita ut m, n inter se 
primi sint, accipianturque u, v ita ut fiat fim + vn = 1. Porro sit r div. 
comm. max. numerorum a, b, c ; cuius quadratum propterea metietur ipsum 
aa + 6c sive 6c — ad sive *■<■; quare r etiam ipsum e metietur. His ita fac- 
tis , si forma F per substitutionem 

in formam Mtt + 2 A^fw + Puu (G) transirc supponitur, hacc anceps erit 
formamquc F' implicabit. 

•) Siomne» * + *, T+T'. * + *'. * + *' HMl = », ratio indetcnninala foret, adcoque methodu» 
nun applicabili*. Sed exigua attentio docct, hoe cura auppotitionibu* nostru conaiatcrc non po«c. Forct cnim 
•« -« T = «'J'-«Y i.t. «=.' adeoque, qoi» « = -•', t = S = 0. Hine wo etiam B Bf -AC Lt. 

18 
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Dem. L Quo pateat, formam G esse ancipitem, ostendemus esse 
M{b\xa — 2flfi v — evv) — 2 Nr 

unde quia r ipsos a. i, c metitur ^(6um — 2auv — •cvv) integererit, adeoque 
2iV multiplum ipsius itf. Erit autem 

M = Amm + iBmn-r-Cnn. Nr = (>4mv — £(mu — »v) — Cnu)e . . ;6; 

Porro per evolutionem facile confirmatur essc 

2e + 2a = e — e'+a — d - (a — cO (« + ff) — (6 — 6") (y + /) 

26 = («4-00(6 — 6").— (0 — 0*) (tS+tf) 

Hincquouiam m (y + /) = n (o + o*) . m (8 + ff) = n (6 + 6*) erit 

m(2e+2a) = — 2n6 sive 

me + ma + nfc = 0 [7] 

Kodem modo erit 

2c-2a = e-e'-a + d = ( a + o 1 ) (8 — o") — (o+ff)(r — TJ 

= (T-rt(*-r-*)-(7+V)(*-*) 

atque hinc *{2e — 2a) = — 2mc sive 

ne — na + mc = 0 [8] 

Iam si ad m m b(i i, — 2aftv — cvv) additur 

I 

(1 _ mjlt _ nv) Cm v (e _ a) + ( mw + , ) fc) 
+ (me+mo+n6)(mu.v + v) + (ne — na + mc)mw 

quod manifesto = 0 . propter 

1— um— v»=0, me + ma + »<> = 0, ne — na + mc = 0 

prodit productis rite evolutis partibusque se destruentibus deletis, 2mve + fc. 
Quare erit 

mm(6fiu — 2auv — cvv) = 2mve + 6 [9] 

Fxxiem modo addendo ad mn(fcuf* — 2auv — cw) haec: 
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1 — mu — nv)((nv — mu)c — (1 + mu + nv)o) 
— ( m c m fl + n b) m u u. + {« c — n a -|- m c) * v v 

invenitur 

nn{bpn — 2au.v — evv) = (nv — muc — a .... [10] 

Denique addendo ad nnbfifi — 2auv — cvv) haec: 

fm/m + nv — l)(nu(ff + a) + (nv+ 1)c) 
— ime-\-ma + nb)nnfx — (ne — na + mc) (n/iv + u) 

fit 

nn(bfxfi — 2afxv — evv) = — 2nuc — c .... [11] 

lam ex 9, 10. 11, deducitur 

.4 m m + 2 Bmn + Cn n) (b fifi — 2 auv — cvv) 

= 2e(4mv + £(nv— mu) — Cnu) + i46-2£a — Cc 

sive propter [6] , 

Mibfifi— 2ouv — cw)= 2JVr. Q. £. D. 

v 

II. Ut probetur, formam G implicare formam F\ demonstrabimus, primo 
G tranaire in F' ponendo 

t = (tt.a + v T ).r'+( f ,6+vo-)y, u = ^(„a-m T )^ + f {nt-mStf. - . (S) 

«cnna-o ^(na-my), >6-mS) csse integros. 
l . Quoniam F tranflit in O ponendo 

* = mi + "«, y = nf — ^n 

forma G per substitutionem (S) transmutabitur in eandem formam in quam F 
transformatur ponendo 

* = m((ua+v T) x'+(u6 + v%')+ v((na — m T )j/ + (n6 — mS)jO 
i. e. = atmu + nv)ar'+ 6(mu + »v)y sive =ax'+6y 

et y = n((/ia + v T )x'+(ft6 + v^y) — |*((na— m T )ar'+(n6 — rnoly') 
,. «. =y()iv-|-«/i)jr+8(«v + Mfi)y sive = T *' + h' 

18* 
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Per hanc vero substitutionem F trahsit in F': quare per substitutionem (8) 
etiam G transibit in F'. 

2. Ex valoribus ipsorum e, b, d invenitur a'e+yb — ad = 0, sive prop- 
ter </= — a, na'e + naa + nyb = 0\ hinc ex [7], nae+naa = mye + mya 
sive 

,na — my)a = (my — na r )e [12] 

Porro fit anb = — am(e + a), ymb — — m (a'e + aa) adeoque 

\na — my)b = {a' — a)me ....... [13] 

Denique fit ye — ya + ac = 0: hinc multiphcando per b, et pro na substi- 
tuendo valorem ex '8] fit 

na — my)c = [y — f)ne ........ [14] 

* 

Simili modo eruitur ffe + $b — tid = 0, sive n6'e+n8b + nGa = 0, adeoque 
per [7]. n&e + nGa = mSe + m§a sive 

ind — mS)a = (»$ — n5> [15] 

Porro fit $ub = — 6m(e + a), 6nb = — m(6'e-\-6a) adeoque 

(n6 — mS]b = (ff — ti)me 

Tandem Se — 8a + 6c = 0 : hinc multiplicando per n et substituendo pro na 
valorem ex [8] fit 

(»6* — mS)c = {8 — S)ne . . [17] 

Iam quum divisor communis maximus numerorum a. b. c sit r. integri 
«. SB. 6 ita accipi possunt. ut fiat 

Ha + ®b + <&t = r 
Quo facto erit ex 12, 13, U; 15, 16. 17 

'&(my — na"]-\-%[a'— a)m + $(y — f)n — ~ (na — my) 
*(m& — uV) + &(*-S)m + S(B-X)n=±(n1 — mS) 

i 

adeoque 7(110 — uy). 7(116 — m8) integri. Q. E. D. 
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165. 

Ejc. Forma 3 x x + 1 4 xtf — 4 <f % y in formam — 1 2 jfx — 1 8 x'y' + 3 9 /y 
transmutatur, tum proprie. poncndo 

* = iy+n/. y _= - y-2/ 

tum improprie, ponendo 

X = — 74,r'+$9/, ^=15* — lSy 

Ilicigitur a + a', 6 + 6'. 7 + 7', tf + tf sunt —70,100, 14. —20; est autem 
— 70:14 = 100: — 20 = 5: — 1. Faciemus itaquc wt = 5, n = — I. ju = 0, 
v = — 1. Numeri autcm a, b, c inveniuntur — 237, — 1 170, 4S. quoruin di- 
visor communis maximus — 3=r; denique fit e—Z. Hinc transformatio (S) 
haecerit, x—bt — w, y— — t. Per quam forma H. 7, — 4'' transit in for- 
mam ancipitem tf— u>tu + Zuu. 
■ 

Si formae F, F' sunt aequivalentes : forma C sub F contenta, etiam uub 
F' contenta crit. 8ed quoniam eandem formam etiam implicat, ipsi aequivalens 
erit, et proin ctiam formae /•'. In hoc igitur casu thcorema ita enunciabitur : 

Si F, F' tam proprie, quatn improprie sunt aequivalentes : forma anceps utrique 
aequivalens inveniri poterit. ( eteruminbocca.su «— +1. adeoque etiam r. 
ipsum e mctiens, = 1 crit. 

Haec de formarum transformatione iu genere sufficiant: transimus itaque 
ad considerationem rejtraesentationum. 4 

1 

GtnrraUa de rrprarnentatu.nibuti numerorum perfonna* , earumqu, nnu r«im trantforwation&H*. 

160. 

Si forma F formam F' implicat: quicunque numerus per F' repraesentari 
potest, etiam per F poterit. 

Sint indeterminatae formarum F, F' rcspective x,y;x',y, ponamusque nu- 
merum M per F' repraesentari facicndo x' = m, / = », formam F vero in F 
transire per substitutionem 



Tum manifestum est, si ponatur 

x — am-\-f>n, tf = ym-\-$n 

F transire in M . 

Si M pluribus modis per formam F" repraesentari potcst, e. g. etiam fa- 
cieudo x — m, y — ri: plures repraesentationes ipsius M per F inde sequentur. 
Si enim esset tum 

am + tin — am'-f-6*n' tum -ym-f-Sn — YnT-f-oV 

foret aut aZ — fjy_=0, adcoque etiam determinans formae F = 0 contra hyp.. 
aut m — tri, n — ri. Hinc sequitur M ad minimum totidem modis diversis j»er F 
repraesentari j>osse quot jier F'. 

Si igitur tum F ipsam F\ tum F* ipsam F implicat i. e. si F, F' sunt 
aequivalentes, numerusque M per alterutram repraescntari potest: etiam per al- 
teram repraesentari poterit, et quidem totidem modis diversis per alteram, quot 
per alteram. 

Denique observamus, in hocce casu divisorem communcm maximum nurae- 
rorum m,n aequalem esse divisori comm. max. numerorunr am-f-6n, ym + ^n. 
Sit ille = A, numerique u. v ita accepti , ut fiat Mm-f-vn = A. Tum erit 

f<5u- — yv^ain-f-oVj — {tifi — av) {ym-f-^n) = (ac - — 6y) fium-f-vn) = + A 

Hinc div. comm. max. numerorum am-f (in, ym-f-e^n metietur ipsum A, A vero 
etiam illum metietur, quia manifesto ipsos am-f-fJn, ym-f-o*n metitur. Quare 
necessario ille «rit = A. Quando igitur m, n inter se primi sunt, etiam 
ctm-f-6n, yn-f inter se primi erunt. 

i 

»67. 

Theorema. Si format 

axx + 2bxy + c#j (F) 

M+%Wj+W (F t ) 

sunt aequitalentes, ipsarum determinans = D, posteriorque in priorem transit ponendo 

x'=ax+fy. ri—yx + ty 
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porro numerus M per F repraesentatur, /aciendo x = m. y = n, adeoque per F' 
faciendo 

x = am -f- 6» = m, y' = ym -\- cn — n 

et quidem ita ut m ad n eoque ipso etiam m ad n sitprimus: ambae repraesenta- 
tiones aut ad eundem valorem expressionus \JD(mod.M) pertinebunt, aut ad oppositos, 
prout trans/ormatio /ormae F' in F propria est vel impropria. 

Dem. Determinentur nuraeri u, v ita ut fiat um-f-vn = l, ponaturque 

— r* __ - — t n + av _ v - 

ai — t f ■ * a? — f if 

'qui erunt integri propter ao* — y6 = + I). Tum erit 

H'm'+ vV = 1 . (Cf. art. praec. fin. 

Porro sit 

p(bm + cn< — v{am + bn) = V, p\b'm'+cn' ,-v'fa'm'+6V = V 

eruntque V, V valores expr. \/D(mod.M) ad quos repraescntatio prima et se- 
cunda pertinent. Si in V pro u'. v', m, n valores ipsorura substituuntur , in 
V vero 

pro a. a'aa + 2b'ay + c'yy 
pro b, aa&* + b'(a$ + 6y) + c f y& 
pro c, a'66 + 26'6*o +c'^^ 
invenietur evolutione facta V = V'(ao — 

Quare erit aut V = V, aut V — — V, prout aS — 6*-y = + l aut = — I, 
i. e. repraesentationes pertinebunt ad eundem valorem expr. \JD (mod. Jf) vel ad 
oppositos, prout transformatio forraae in F est propria vel impropria. Q. J3. D. 

Si itaque plures repraesentationes numeri M per formam (a, b, c) , ope va- 
lorura inter se primorum indeterminatarum x,y, habentur ad valores diversos cxpr. 
y/D(mod.Jf) pertinentes: repraesentationes respodentes per formam (a',b'.c) ad 
eosdem resp. valores pertinebunt, et si nulla repraesentatio numeri M per for- 
mam aliquam ad valorem quendam determinatum pertinens datur, nulla quoque 
dabitur ad hunc valorem pertinens per formain illi aequivalentera. 
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168. 

Thkorema. 8i numervs M per formam axj+ 2bxy cyy repraesentatur 
tribuendo ipsis x.jf. valores inter se primos m.n, valorque erpressionis \jD[mod.M). 
ad quem haec repraesetttatio pertinet, est N: formae [a, b, c) , (M, N, X -~ --) pro- 
prie aeqviralentes erunt. 

Demonstr. Kx art. 155 patet, numeros integros M, v inveniri posse ita ut sit 

mfi-\-nv — 1 , fj\bm-\-cn) — v(am-f-J-n) = JV 

Quo facto forma a,b,c) per substitutionem x = mx — vj/, tf = n x -\- fiy, quae 
manifesto est propria, transit in formam cuius dctcrminans - D m /t n v';* i. e. 
= _>, sive in formam aequivalentcm : quae forma si ponitur = [M\ N', — y ), 
erit 

M' — amm + 2bmn-\-cnn = M, N'= — mva + (mf* — nv}o-|-n|_c = N 

Quare forma in quam ia,b,c) per transformationcm illam mutatur. erit 
{M.N.^-^l Q.E.D. 

Ceterum ex aequationibus 



mft -J- nv = 1 , ju imb-\-nc) — v(«a-f-»6) — A' 

» 

deducitur 

n y+m a + ni _ nJf+ma + ni mi + nr- 

M - a mm+ ibmn + cnn ~ M ' V ~ " AT 



qui numeri itaquc erunt integri. 

Porro observandum, hanc propositionem locum non habere, si A/ = 0, 

Jf JV— D 

tum enim terminus — M — fit mdetermmatus *). 

169. 

Si plures repraesentationes numeri M, per (a, b.c) habcntur. ad eundom 
valorem expr. y'D ( mod. 3/; , N, pertinentcs (ubi valores ipsorum x,y seraper 
inter se primos supponimus) : plurcs ctiam transformationes propriae formae 
[a. b. c) . . \F\, in \M. N. A ' ). .{G} inde deduccntur. Scilicet si etiam per hos 
valores x = m', jr = «' talis repracsentatio provenit, \F) etiam per substitutionem 

*) In hoc cnim caau, si ad ipsum phrasin extendere volurr.u*. haec : A' esse mlorem expr. \>D(mod. ST;. 
sive AA*_ V{moii.M) ngnificabU. JfJf-D ««• multiplum ipaius Jf. adeoque _ I. 
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OEXERALIA DE REI-KAESENTATIOXIBUS XTMERORUM. 145 
. . . m'X-m'b-n'c , , . . n'JV+m'n + n'6 , 

x = mx -j v y. y = nx-\ M .y 

in [G) transit. Yicc vcrsa, cx qnavis transformatione propria formac (F) in (G) 
sequetur repraesentatio numeri M per formam (F) . ad valorem N pertinens. 
Scilicet si (F) transit in (G) positis x — mx — vy', y — nx'-{- fij, M reprae- 
scntatur pcr (F) ponendo x = m , y = n, et quoniam hic »«fi.-f-Mv= 1 , valor 
cxpr. yZKmod. M ad qucm rcpraesentatio pertinet erit p ffewi-f-c») — v'«»»-f-6») 
i. *\ _V\ Ex pluribns vero transformationibus propriis diversis, scquentur toti- 
dem repraesentationes diversae ad N pertinentcs* . — Hinc facile colligitur, si 
omncs transformationcs propriae formae (F) in (G) habeantur, cx his omnes re- 
praescntationcs ipsius 3/ per (F) ad valorcm N pertinentcs scqui. I ndc quae- 
stio de rcpracscntationibus numeri dati per formani datam lin quibus indctcrmi- 
natae valores inter se primos nanciscuntur} investigandis, rcducta cst ad quaestio- 
ncm dc inveniendis omnibus transfonnationibus propriis formae illius in datam 
acquivalcntcm. 

Applicando iam ad hacc ca quae in art. 162 docuimus, facilc concluditur: 
Si repraesentatio aliqua nuuieri M per formam (F) ad valorem JV pertinens sit 
haec: a =a. y — y. formulam generaleiu omnes repraesentationes eiusdem nu- 
meri per formam (F), ad valorem N pertinentes. comprehendcntem fore hanc: 

_ at-(ib + T <-)« l' + (" + ?"■) " 

* — m ' 9— m 

ubi »i divisor communis maximus numcrorum a, 26, c; et /, m omnes numcri, 
indefinite, aequationi tt — Duu = mm satisfacieutes. 

170. 

JVA* — D 

Si forma (a.b.c ancipiti alicui aequivaleus, adeoquc formae [M, N. — - ^ — ) 

I) , 

tam proprie. quam improprie, sivc tam formae (M, N, — ^ — ), quam huic 
\M, — N, — y jf— proprie: rcpraesentationes numcri M habebuntur per formam 

*) Si cs duabu» tr»n»formationibu» propriis divcms cadem repraencntatio deflucrc supponitur, illae ita 
»e habere dcbebunt : 

l) i = m/ - »y'. j, = »x' + uy'. 2) x = mx-vy. y = n x + 1»' 
Sed ex duabu* aoquationibui 

mp + »v = mu' + »v'. |i(«iH »«) — + »*) = + »<•) - v '( mfl + "')• 

facilr deducitur e«»e aut J/ = 1 aut |»=|»', v = v'. At .»/=0 iam excluaimu*. 

19 
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(F), tam ad valorem N, quam ad valorem — iV, pertinentes. Et vice versa si 
plures repraescntationcs numcri M pcr candcm formam (F), ad valores oppositos 
expr. \ ! D(tnod.M), N, — N, pertinentcs habcntur: forma (F) formae (G) tam 
proprie quam improprie aequivaleus erit , fonnaque anceps assignari poterit , cui 
(F) acquivalcat. 

Hacc gcncralia de repraesentationibus hic sufficiant : de repraesentationibus. 
in quibus indeterminatae valorcs intcr se non primos habcnt, infra dicemus. Re- 
spcctu aliarum proprietatum, formac quarum dcterminans cst ncgativus prorsus 
alio modo sunt tractandae, quani formae determinantis positivi: quare iam utras- 
que seorsim considerabimus. Ab illis tamquam facilioribus initium facimus. 

D* formis tfatmninantis neffativi, 
171. 

Problema. Projwsita forma quacunque, (a,b,a'). cuius determinans neqativus, 
— — D, designante D numerum positivttm , inrenire formam huic proprie aequita- 
lentem, (A, B, C), in qua A nec maior quam \j\D,C, nec minor quam 2B. 

Solutio. Supponimus in forma proposita non omnes tres conditiones simul 
locum habere: alioquin enim aliam formam quacrerc opus non cssct. Sit b' resi- 
duum abs. min. numcri — b secundum modulum d*) , atque a" — h b g f D , qui 
erit intcgcr quia bb' = bb,b'b'+D = bb-i r D=aa' = (\ (mod. a^ . Iam si a" < d. 
fiat denuo b" resid. abs. min. ipsius —6' secundum mod.a", atque a'"= — — 
Si hic iterura a'"<a", sit rursus b m rcs. abs. min. ipsius —b" secundum mod.a" 
atque a"" = 4 * Hacc opcratio continuctur doncc in progressione d, a", 

d", aT etc. ad tcrminum a"*" 7 "' ]>erveniatur f qui praecedentc suo a m non sit mi- 
nor, quod tandem evenire debct, quia alias progressio infinita numerorum integro- 
rum conlinuo decrcsccntium haberctur. Tum forma (a m , V", a m+l ) omnibus con- 
ditionibus satisfacict. 

Dem. 1. Iu progressione formarum (a.b.d), (d,b',d), (a",b",a m ) ctc. 
quaevis praetedeuti est.contigua, quare ultima primae proprie aequivalcns erit 
(artt. 159, 160). 

•) Observare convenit, *i formae alicuiu» («, 4, a) terminu* primua vel ultimu» a vel a' ait = o , ipaiu» 

deUnninantem eeae quadratum poaitivum : quaro illud in caau praeaenti evenire nequit Ex aimili rationr 

lermini uteri a, a formae determinantia negativi, aigna oppoaita habere non poaaunt. 
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11. Quum b m sit residuum absolute minimum ipsius — b m ~ x secundum 
mod.a m , maior quam \a m non erit (art. 4). 

UL Quia a m a m+l — D + b m b m , atque a m+I non <a m , a m a m non 
erit >D + b m b m , etquumi 1 " non >\a m , a m a m non erit >D + \a m a m 
et Ja"'a m non >D, tandemque a m non >\I\D. 

Exempl. Proposita sit forma (304, 217, 155), cuius detcrminans = — 31. 
Hic invenitur progrcssio formarum : 

304,217,155}, {155,— 62, 25), (25,12,7), (7,2,5), (5,-2,7). 

L ltima est quaesita. — Eodem modo formac (121,40,20), cuius dctcrminans 
= — 19. aequivalcntc8 inveniuntur: (20, — 9,5}, (5, — 1,4), (4,1,5): quare 
(4, 1, 5) erit forma quacsita. 

Tales formas (A, B, C% quarum determinans est negativus et in quibus 
A nec maior quam \j\D,C, ncc minor quam 1B, formas reductas vocabimus. 
Quare cuivis formac dctcrminantis negativi, forma rcducta propric aequivalcns in- 
veniri potcrit. 

172. 

Pboblema. Invenire conditiones, sub quibus duae formae reductae non identicae, 
eiusdem determinantis — D, (a, b, c), (a\ b', c) proprie aequivalentes esse possint. 

Solutio. Supponamus, id quod licet, a' cssc non >a, formamque 
axx + 2bxy + cyy transire in a'x' x'+ 2b'x'y' + c'y'y per substitutionem 
propriam' x — a x + 0*/, y = y x + c* y. Tum habcbuntur acquationes 

aaa + lbay + cyy = a' [1] 

a aG + b{a8 + tiy)+cyS = b' [2] 

aS— 6 T = 1 [3] 

Ex [1] sequitur aa'= (aa+by? + Dyy; quare aa crit positivus; et 
quum ac — D+bb, a'c — D -\- b'b', etiam ac, a'c positivi erunt: quarc 
a, d ', c, c omnes eadem signa habebunt. Sed tum a tum a non >^\D. adeo- 
que aa' non > \j\D\ quare multo minus Dyy (=aa' — (aa-f-iy;*) maiorquam 
\D esse poterit. Hinc y crit aut =0, aut = + 1- 

1. Si y = 0. ex [3 sequitur esse aut o= 1.2=1. autO = — 1, B= — I. 

19* 
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ln utroque casu fit ex [1] a'=a, etex[2] 6'— 6 = +_a. Sed 6 non >|a, ct 

b' non >|a', proin etiam non >±a. Quare aequatio 6'— 6 = + 6a con- 

sistere nequit, nisi fucrit 

, / Vh' + D bb 4- D e 

aut b = b, unde sequcrctur c = — y— = — 2— = c , quare formae 
(a, b, c), (a, b', tf) identicae essent contra hyp. 

aut b = — 6' = + i a. In hoc etiain easu erit e — c formaquc (a\ 6', c 
erit («, —6, c) i. e. formae (a, 6. c) opposita. Simul patet formas has esse anci- 
pites propter 26 = + a. 

11. Si y = + 1 , fit ex [1 ' n«a+c — a' = + 26a. Sed c non niinor 
quam a, adcoquc non minor quam a ': lunc <iaa-(-c — a' sive 26a certo non 
minor quam aoo. Quare quum 2 6 non sit maior quam a, erit a non minor 
quam aa; unde neeessario aut o = 0, aut = +t. 

1) Si a = 0, fit e.\ [1] a' = c, et quoniam a neque maiorquam c. ncque 
minor quam o', crit ncccssario a'=a = c. Porro ex fit (Jy — — 1. unde 
ex !'2j 6-f-6'__ + cc__ + ca. lliuc simiU modo ut in (I) sequitur esse 

an. 6 = 6', in quo casu formae (a, 6, c), 'a\b',c') forent identicae, contra hyp. 
aut 6 = — 6', in quo casu formae (a, b, c'\ , (a, 6', c\ erunt opjKisitae. 

2) Si a=+l, ex !T sequitur + 26 = a-f-c — a'. Quare quum neque 
a. neque c <V, erit 2 6 non <a, et non <c. Sed 26 ctiam non >a. neque 
> c, unde necessario + 26 __ a = c, et hinc e.\ aequ. + 2 6 = a -f- c — a. 
etiam = a'. Fit igitur ex [2] 

6' = a ab* + yj) + b [aS + 67) 

sive , propter a 6* — b* y = 1 , 

6' — 6 = a(ab* + yc) + 260*7 — « (rtlJ-f- yc> + tiy 

quare nccessario , ut ante 

aut 6 = 6', unde formae (a, 6, c), (a\ 6', c ) identicae, coutra hyp. 

aii^ 6 = — 6'. adeoque formae illac oppositac. Simul in hoc casu propter 
a — + 2 6 , formae crunt ancipites. 

Ex his omnibus colligitur. forinas ; a, 6, c , (a',l/,c'\ proprie acquivalentes 
esse non posse nisi fucrint o|ipositae, simulque aut ancipites, aut a__c = a'=f'. 



Digitized by Google 



nKTKKMlNANTES NEGATIVI. 



149 



In hisce casibus formas (a, b, c), ,a',b',c) proprie aequivalere, vel a priori 
facile praevideri potuit; si enim formae sunt oppositne, improprie, et si iusui>cr 
ancipites, ctiam proprie aequivalentes esse dcbcnt; si vero a = c, fomia 
\ D "*" o — b,a) fonnac (a,b,c) contigua et proin aequivalens crit; sed proptcr 

D-\-bb = ac = aa fit V + — 2« — 26, forma vero 2« — 26, a — b, a) 
est anceps; quare (a,b,c) oppositne suae etiatu proprie aequivalebit. 

Aeque facile iam diiudicari potest, quando duae formae reductae (a,b,c), 
ia, b', c) non oppositae improprie aequivalentos esso possint. Frunt enim impr. 
acquivalentcs . si (a, b, c) , (a, — b',c), quac non idcnticae erunt , proprie sunt 
aequivalcntes, et contra. Hinc patet, conditionem , sub qua ilfae improprie sint 

aequivalentes , esse, ut sint identicae, iusuperque aut ancipites aut a — c . 

Formae vcro reductae quae neque identicae sunt neque oppositae, neque propric 
ncque improprie acquivalcntes csse possunt. 

173. 

Froblema. Propositis duabus formis eiusdem determinantis negatici, F et F '. 
inrestigare utrum sitit aequirafentes. 

Solutio. Quaerantur duae formac rcductac f, f formis F' resp. pro- 
prie acquivalcntcs: si formae /, /' suut propric. vel improprie vel utroque modo 
aequivalentes, etiam F, F' erunt; si vero /. /' nullo modo acquivalentes sunt, 
etiam F, F' non erunt. 

Ex art. praec. dari possunt quatuor easus: 

1) Si /, f ncquc identicae neque oppositae. F, F' nullo modo aequi- 
valentes crunt. 

2) Si / /' sunt jjrimo vel identicac vel oppositac, ct secundo vel ancipites. 
vel terminos suos extremos aequales liabent: F, F' tum proprie, tum improprie 
aequivalentcs erunt. 

3 / s i / f 8unt iflcnticac , ncque vero ancipitcs nequc terminos extremos 
aequales habcut : F,F' proprie tantum acquivalebunt. 

® / f sunt oppositae, neque vero ancipitcs. neque terminos extrcmos 
aequales habcnt: F, F' improprie tantum ae<piivalentes erunt 

Rv. Formis (II. 35, 30). (7, 18, 47 ) quarum determinans _ — o. re- 
ductae (l, 0, 5), (2, 1, 3) aequivalentcs iuveniuntur, quare illae nullo modo ae- 
quivalentes eruut. _ Formis vero (23, 38, 63), (15. 20, 27) aequivalet eadem 
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reducta (2, 1, 3}, quae quum simul sit anceps, formae (23, 35. 63), (15,20,27) 
tum proprie tum improprie aequivalebunt. — Formis (37, 53, 78), (53, 73, 102), 
aequivalent reductae (9, 2, 9) , (9, — 2, 9) quae quum sint oppositae, ipsarumque 
termini extremi aequalcs : formae propositae tam proprie quam improprie erunt 
aequivalentes. 

174. 

Multitudo omnium formarum reductarum, determinantem datum — D ha- 
bentium, semper est finita, et, respectu numeri D, satis modica: formae hae ip- 
sae vero duplici modo inveniri possunt. Designemus formas reductas determi- 
nantis — D indefinite pcr (a,b,c), ubi itaquc omncs valorcs ipsorum a.b.c 
determinari debent. 

Metkodus prima. Accipiantur pro a omnes numeri. tum positivi tum nega- 
tivi non maiores quam \JiD, quorum residuum quadraticum — D, et pro sin- 
gulis a, fiat b successivc acqualis omnibus valoribus expr. \J — Z>(mod. a), non 
maioribu8 quam } a, tum positive tum negative acceptis; c vcro pro singulis va- 
loribus determinatis ipsorum a, b, ponatur = — Si quae formae hoc modo 

oriuntur in quibus c<a, hac erunt reiicicndae, reUquae autem manifesto erunt 
reductae. 

Methodus secunda. Accipiantur pro b omncs numeri , tum positivi tum ne- 
gativi, non maiores quam \^\D, sive \J \D; pro singulis b resolvatur bb-^-D 
omnibus quibus fieri potcst modis in binos factores (etiam signorum diversitatis 
ratione habita) ambos ipso 2b non minores ponaturquc alter factor, et quidem, 
quando factores sunt inaequalcs, minor =a, alter = c . Quum a non erit 

>y/fD, omnes formae quae hoc modo prodeunt, manifesto erunt reductae 

Denique patet, nullam formam reductam dari posse quae non per utramque me- 
thodum inveniatur. 

Ex. Sit D = 85. Hic limes valorum ipsius a cst \J~ qui iacet inter 
10 et 11. Numeri vero inter 1 et 10 (incl.) quorum residuum —85, sunt 
I, 2, 5, 10. Unde habentur formae duodecim: 

(1.0,85), (2,1,43), (2,-1,43), (5,0,17), (10,5,11), (10. —5,11); (—1,0,-85), 
— 2.1, — 43), (—2,-1,-43). (—5,0,-17). (—10.5,-11. (—10,-5,-1 1). 

Per methodum alteram limes valorum ipsius b habetur y/", qui situs est 
inter 5 et 6. Pro b = 0, prodeunt formac 
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;l,0,S5), (— 1, 0, — 55). (5,0, 17), (— 5, 0, — 17;, 
pro 6= + l hac (2, + 1,43), (— 2. + 1,- 43). 

Pro b = + 2 nullae habcntur, quia S9 in duos factorcs, qui ambo non <4. 
resolvi nequit. ldem valct de +3. +4. Tandem pro i = + 5, proveniunt 

(10, +5, 11), (-10, + 5, -11). 
175. 

Si ex omnibus formis reductis determinantis dati, formarum binarum, quae. 
licet non identicae, tamen proprie sunt aequivalentes, alterutra reiicitur: formae 
remanentes hac insigni proprietate erunt pracditae, ut, quaevis forma eiusdem de- 
tcrmi nan t i s alicui cx ipsis propric sit acquivalcns , ct quidem unicae tantum (alias 
enim intcr ipsas aliquac propric acquivalcntes forent). Undc patct, otnnes formas 
eittsdem determinantis in totidem classes distribui posse quot formae remanserint, re- 
ferendo scilicet formas eidem reductae proprie aequivalentes in eandem classem. 
Ita pro D=S5, rcmanent formac 

(1,0,85), (2,1, 43), (5,0,17), (10,5,1 1), 
(- 1,0,-84), (-2,1,-43). (- 5,0,- 17), (- 10, 5.- 11) 

quare omnes formoc dctcrminantis —85 in octo classes distribui poterunt, prout 
formae primac, aut secundae etc. proprie aequivalent. Perspicuum vero est, for- 
mas in eadem classe locatas proprie aequivalentes forc, formas ex diversis classi- 
bus proprie aequivalentes cssc non possc. Scd hoc argumcntum dc classificatione 
formarum infra multo fusius exsequemur. Hic unicam obscrvationcni adiicimus. 
lam supra ostendimus, si determinans formae (a, b, c) fuerit negativus = — D, 
a et e eadem signa habere (quia scilicet ac = 66+D adcoque positivus); ea- 
dcm ratione facile perspicitur, si formac (a, b, c) . (a, b', c) sint acquivalentes, om- 
nes a, c, a, c eadem signa habituros. Si cnim prior in posteriorcm per substitut. 
x — aj?' + 6y, jr = yx'+6y transit: erit aaa + 2bay + cyy = a, hinc 
ao'=(aa + 66*)'+Dyy, adeoque certo non negativus; quoniam vero neque a 
neque a' =0 esse potest, crit aa' positi>Tis et proin signa ipsorum a, a' eadera. 

Hinc manifcstum est, formas quarum tcrmini exteri sint positivi, ab iis 
quarum termini exteri sint negativi, prorsus esse separatas, sufficitque ex formis 
rcductis eas tantum considerare quae terminos suos extcros positivos habent, nam 
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rcliquac totidcm sunt multitudine et ex illis oriuntur. tribuendo terminis cxtcris 
signa opposita; idemquc valet de formis ex reductis reiiciendis et remanentibus. 

17 0. 

Kcce itaque pro determinantibus quibusdam negativis tabulam formarum, 
sccundum quas omnes reliquae eiusdem dcterminantis in dasses distingui possunt; 
appouimus autem , ad annotat. art. praec. , semisscm tantum , scilicct cas quarum 
termini exteri positivi. 

D 



1 


(1, o, 1). 


2 


(1. 0, 2). 


3 


(1,0, 3), (2, 1. 2). 


4 


(1,0, 4), [2, 0, 2). 


5 


(1, 0. 6), (2, 1. 3). 


6 


1. 0. 6 . (2, 0, 3). 


7 


(1, 0, 7), (2, 1, 4). 


8 


(1. 0. 8). (2. 0. 4). (3. 1, 3]. 


9 


(1.0, 9), (2, 1, 5), (3. 0, 3). 


10 


(1.0, 10), (2, 0, 5). 


1 J 


1, 0, 11), (2, 1, 6), (3, 1. 4), (3,-1, 4). 


12 


(1, 0, 12). (2, 0, 6), (3, 0, 4), {4, 2. 4). 



Supcrfluum forct hanc tabulam hic ulterius continuare . quippc quam infra 
multo aptius disponere doccbimus. 

Patet itaque, quamvis formam determinantis — 1, formae xx-\-i/y pro- 
prie aequivalerc, si ipsius termini exteri sint positivi, vel huic — xx — jfjf, si 
sint negativi; quamvis formam dcterminantis — 2, cuius termini exteri positivi. 
formae xx-{-2yy ctc; quamvis formam dctcrminantis —11, cuius termini ex- 
teri positivi, alicui ex his xx-\-ilyy, 2 xx-\-2xy -\-Gyy. Zxx-\-2xy-\-4yy. 
Zxx — 2xy-\- 4yy etc. 

177. 

I'boblema. Habetur series /ormarum, quarum quaevis praecedenti a parte poste- 
riori contiyua : desideratur transformatio aliqua propria primae in formam quamcun- 
que seriei. 
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Solufio. Sint formae («, 6, •) = F; («'. 6', a") = F'; (a\ b", «") = F"; 
;V. V, a") = F" etc. Designcntur h -±^, :^±-\ etc. respective per 

A\ A", A'" etc. Sint iiideterminatac fonnarum F, F', F" etc. .r.jf; ,t',/ ; ** / etc, 
Pouatur F transmutari 

in F positis .r = ttV + d>\ ^ = yV -f- c>' 

F" . . ' . x = aV + (fy\ ^ = r v + fcy 

F- - . . x = a'V"+ 6"y, y = r "V'+ c">" 
etc. 

Tum quia F transit in F' positis .r = — /, y = ,r + /*>' 
F' in F" positis .r' = — y", > = V + h"y" 
F" in F"* positis V= — t/'", y=j?"+A'"y etc. (art. 160j 

facilc eruetur sequens ulgorithinus 'art. 1 5» : 

a' = 0 b" = - 1 / = 1 = A' 

a" = 6' 0"' = A'(f -a' y" = c v 8* = A"o" — y 

«r=g" r=AT— a- f = r 6*=aT— / 

a"'=b"" b'""= A"'b""_a"' y""=o"" g""= A""o"— y'" 
etc. 

sive 

a' = 0 (T = — l k y = 1 cT = A' 

a" =6' b'" = A"b" y " = 6" T = A"o' — 1 

a'" = (f r^A^b"' — d' y'" = c" r=A"'c"— 

a'"'=b"" b""= r'b""— (r f=ir $ m =.irtr—8' 

etc. 

Omnes has transformationes csse proprias tum ex ipsarum formatione tum 
ex art. 1 59 nullo negotio deduci i>otest. 

Algorithmus hic perquam simplcx et ad calculum expeditus, algorithmo iu 
art. 27 e.vposito est anulogus, ud quem etiam reduci potcsf . ( eterum solutio 

•) Erit «ilicot in rigni. art. 17, «" = ± [—***, A "*. - A"" ... 4- A"j 

ubi ri<rna ambifrue porita, (tH debent I - +1 + — 1 + + ; prout « fonnae l* + 0j I j 1; S, 

M l" = + [*', - A", A'" + A"J 

ubi rigna ambigua c«e debent -\ i++; ; — +, prout n formae lA + If 1; t, 8ed hoc, quod 

quiTi* fiicilc IpM coniirmare potirit. furiu» OMfUi, nohis hnvita* non pcrmittit. 

20 
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haec ad formas determinantis negativi non est restricta. sed ad omnes casus patet, 
si modo nullus numerorum d, a", a m ctc. = 0. 

> 

178. 

Problema. Propositis duabus formis F, f, eiusdem determinantis negatifi, 
proprie aequimlentibus : inrenire transformationetn aliquam propriam alterius in al- 

Sol. Supponamus formam F cssc [A, B, A) ct pcr methodum art. 171 in- 
ventam esse progressionem formarum (A, B', A"), (A", B", A m ) etc. usque ad 
A m , B~, A m+V \ , quae sit reducta: similiterque / esse (a.b.d) et pcr eandem me- 
thodum inventam seriem (d, b', a") , (a", b", a'") usque ad \,a", b", a n+ \ , quac sit re- 
ducta. Tum duo casus locum habere possunt. 

I. Si formae (A m , B m , A m+ \, (a n . b n . a n+ \\ sunt aut identicae. aut oppo- 
sitae simulque ancipites. Tum formae (A m ~\ B m ~ t , A m ), \a", — b n ~\a n ~\ erunt 
contiguae (designante A m ~* tcrminum progressionis A, A', A'...A m pcnultimum. 
similiaque BT~\ a n ~ x , b n ~ l ). Nam A m = a", B"" 1 = — JTmod. A m , 
V— 1 = — 6"(mod.a" sive A m ), unde B~-* — b"' 1 = fc" — B m adeoque =0. si 
formae [A m , B m , A m+% ) , fa", b n , a" +1 ) sunt idcnticae, et = 26" adcoque = 0 . si 
sunt oppositae ct ancipites. Quare in progressione forraarum 

(A. B, A) , (A, B, A) .... (A m -\ B~~\ A m ) . 
(a", -b*~\ a"-'), (a—\ -b~~\ a"-*)...(a', -6,a), (a. b, d 

quacvis forraa praecedenti contigua erit, adeoque per art. praec. transformatio 
propria primae F in ultimam / inveniri poterit. 

II. Si formae (A~, B"\ A m + \ , (a n , b n , a" +l ) non identicae, sed oppositae 
siraulque A m — A m+t = a" = a" + l . Tum progressio formarum 

K A, B, A) . [A\ B, A") .... (A m , BT, A m+ \, 
;««. - b »-\ a »-* h "T*,*-*, (d,-b,a), 1«, M'> 

eadem proprietate erit praedita. Nam A m+l ~a", et B m — b n ~ y — — (b n -\-b*~ l 
per a" divisibilis. Unde per art. praec. invenictur transformatio propria formae 
primae F in ultimam /. 
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Kv. Ita pro formis 23, 38. 63), (15, 20, 27; habetur progressio 

23,38,83), (63,15,10), (10,5,3), (3.1.2), (2.-7,27), (27,— 20,15). (15,20,27) 
quarc 

*=i, A' = 3. r= 2, r =— », k"~= — ;t, /T"=0. 

Ilinc deducitur transformatio formae 23.rx-|-76.ry-|-63yy in I 5fr-|-40f«-|-27«M 
hacc: j? = — 1 31— J 8 1/. y = 8 / + 1 1 u. 

Ex solutione hac nullo negotio scquitur solutio problcmatis : Si formae F,f 
improprie sunt aequivalentes, invenire transformationem impropriam formae F in f. 
Sit enim / = att + 1 b tu + a'u u critque forma opposita app — 2bpq-\- aqq 
formac F propric acquivalcns. Quaeratur transformatio propria formae F in 
illam, x = ap-\-dq, jf = yp-\-6q, patetque F transire in f positis x^-at — fSu, 
jf — y/ — 0*«, hancque trausformationem fore impropriam. 

Quodsi igitur formac F, / tam proprie quam improprie sunt aequivalentes: 
inveniri poterit tam transformatio propria aliqua quam impropria. 

179. 

Problbka. Siformae F, f sunt aequivalentes : invenire omnes transformatio- 
nes formae F in f. 

Sol. Si formae F, f unico tantum modo sunt aequivalentcs i. e. proprie 
tantum vcl improprie tantum : quacratur pcr art. praec. transformatio una formae 
F in /. patctquc alias quam quac huic sint similes dari non posse. Si vero for- 
mae F, f tam proprie quam improprie aequivalcnt, quacrantur duae transfor- 
mationes, altera propria, altera impropria. lam sit forma F = ( A, B, C \ , 
BB — AC — — D, numerorumque A, 2B, C divisor communis maximus — m. 
Tum ex art. 162 patct, in priori casu omnes transformationes formae F in / ex 
una transformatione, in posteriori omnes proprias ex propria omnesque improprias 
ex impropria deduci posse, si modo omnes solutioncs aequationis tt-{-Duu = mm 
habeantur. His igitur invcntis problema erit solutum. 

Habetur autcm D=AC— BB. \D^\AC—lBB, quare ~ = — 
erit integer. Iam si 

1 1 ^>1, erit D>m«i: quare in tt-\-Duu a mm, u neccssario debe- 
bit esse =0, adeoquc t alios valores quam 4-«.' et — m habere nequit. Hinc 

20» 
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si F, f unico tantum modo aequivalentes sunt ct transformatio aliqua 

x = a x'± %', y = 7 x"± cy 

praeter hanc ipsam quac prodit cx t = m (art. 1 62 , ct hanc 

x = — ax — tf/, y = -yx—ly 1 

aliae locum habere non possunt. Si vero F, f tum proprie tum improprie ae- 
quivalent , atque propria aliqua transformatio habetur 

x = « ,r'-f 5/, y = yx'-\- £y 

impropriaque 

x = 44+ gy, y^yy+gy 

praeter illam (ex f = w) et hancce 

.r = — ax — Ijy, _y - — y,r — 8y 'cx t — — m 
alia propria non dabitur; similiterquc nulla impropria practcr 

x = a'x' + liy', y -r yV-|- gy ; ct * = - a'x'- 0>'. ■= - yV- c>' 

■ 

2) Si „^=4, sive D = mm, acquatio tt±Duu = mm quatuor solutiones 
admittet t, u; — m, 0; — m, 0; 0.1; 0, — 1. Hinc si F, f unico tantum modo 
acquivalentes et transformatio aliqua 

x — ax± %', y = y-r-f- ly 

(jiiatuor omnino transformationes dabuntur. 

x — ±a x" ± 6>' . y = ± y x ± Cy 

x = +^piLx'+™t^y. 9 = ±^J±*±g*j 

Si vero F. f duobus modis aequivalent , sive praeter trausformationem illam da- 
tam alia ipsi dissimihs habetur: haec quoque suppeditnbit quatuor illis dissimiles. 
ita ut octo transformationes habeantur. — Ceterum facile demonstrari potest 
in hoc casu F, / scmper rcvcra duobus modis acquivalerc. Nam quum 
D = mm — AC—BB. m etiam ipsum B metietur. Fortuae [~, £-) deter- 
minans erit = — 1 , quare formae (1,0, I) vel huic (— 1, 0, — 1) erit acquivalens. 



Digitized by Google 



DETERMINA.VTK8 XEOATTVI. 157 

Fncilc vero perspicitur, pcr candcm transformatiouem. per quani rt , m transeat 
in (± I, 0, ± I), formam (A, B, C) transire in :+/», 0, ±wi' , ancipitem. Quare 
forma [A,B, C), ancipiti aequivalens. cuivis formac. cui aequivalct, tum proprie 
tum improprie aequivalchit. 

i) Si — = sive I D '.Smm. Tum m erit \mt omnoque solutioncs 
nequationis tt-\-Duu = mm eruutsex. 

r, m; = m, 0; — »1.0; <//■.<.; — <//<,—'; {/«, -I; — «//>, 1 
Si itaque duae transformationes dissimilcs formae F in / habentur. 

habebuntur duodecim transfonnationcs . scilicet scx priori similes 
* — ± aJ + &y, J>* — ± ± c>' 

* = +(*«- * ± ( * « - 8 -*±<3 y 
y — ± (J 7 — «r 1 - 1 r ± i f «--'.«/ 

» 

et sex posteriori similes. quae ex his nascuntur ponendo pro n . 6*. y. r hos 
«?, /, ff, 

Qliod vero in hoc casu semper F,f utroque modo aequivalcnt, itn dcmou- 
stramus. Formae (— . 1 -, — ) determinans erit ^= — i— ss — :». adeoque 
hacc forma (art. 1 76) aut formac (± 1, 0, ± 3} aut huic (+ 2, ± 1 . ± 2 acqui- 
valeus. Unde facile perspicitur, formam (A.B.C) aut formac (±*M,0, ±fm) 
aut huic (±m. \m, ±m) *) quae ambae sunt ancipitcs, aequivalere ndeoque. cui- 
vis aequivalenti. utroquc modo. 

4, Si supponitur — — 2. tit ( 3 = 4 --' — 2, adeoquc = 2 mod. 4 . 

ttt ttt tn tttttt 

') Demoniitrari poUMrt, fonnam (A, B. (*) neci-Mario portoriori aequivalerc : *cd hoc hic iion MOMuhH. 



> 



158 DB F0RM1S SEtUWDl GBADUS. 

» 

Sed quum nullum quadratum esse possit = 2 (mod. 4) , hic casus locum habere 
nequit. 

5; Supponendo ~ = 1, fit '^ * = 4^— l =— 1 (mod.4;. Quod quum 
impossibile sit, etiam liic casus uequit locum haberc. 

Ceterum quum D neque =0, ncque ncgativus sit, alii casus praeter enu- 
meratos dari non possunt. 

180. 

Problema. Invenire omnes repraesentationes numeri dati M per forvtani 
axx + 2bxy -J- cyy . . . F, determinantis negativi — D, in quibus x,y ralores 
inter se primos nancisaintur. 

Sol. Ex art. 154 patet, M eo quo reqniritur modo repraesentari non posse, 
nisi — D sit resid. quadr. ipsius M. Investigcntur itaque primo omues valores 
diversi (i.e. incongrui) expr. \/ — Dfmod. M), qui sint N, — N, N, — N, 
N", — 2V" ctc. ; quo simplicior evadat calculus, omnes N, N etc. ita detcrminari 
possunt, ut non sint ~^>±M. lam quoniani quaevis repraescutatio ad aliquem 
horum valorum pertinerc debet, singuli seorsim considcrcntur. 

Si formae F. [M, N, -) non suut proprie aequivalentes, nulla reprae- 
sentatio ipsius M ad valorem N pertinens dari potest (art. 168). Si vero sunt. 
investigetur transformatio propria formae F in 

Mx'x + 2 av/ + D ^/?yy 

quae sit 

x = ax-^-Hy, y = -fjf-^-By 

eritque .r — a, y = y repraesentatio numeri M per F ad N pertinens. Sit div. 
comm. max. numcrorum A,2li,C, = m distinguanturque tres casus fart. praec.i: 

I ) Si ~ D > 4 , aliae repracscntationes ad A T pertinentes quam hac duae 
x = a, y = y, x = — a, tf = — y nou dabuntur (artt. 169, 179). 

2 Si ^.= 4, habebuntur quatuor repraesentationes 
3) Si ~ = 3 , liabebuntur sex repraesentationes 



Digitized by Google 



159 

• r = ± *» ^ = ± r ; 
* = ±:>« + ^). i = ±(it-— ^ 

Eodem modo quaerendae sunt repraesentationes ad valores — N. N'. — N' 
etc. pertinentes. 

181. 

Invcstigatio repraesentationum numeri M per formam F, in quibus x, y 
valores inter se non primos habent, ad casum iam consideratum facile reduci potest. 
Fiat talis repraescntatio poncndo x — u<\ y — \tf ita ut u sit div. comm. max. 
ipsorum \ie, u/, sive e,f inter se primi. Tum erit M=\i\i{Aee-\-2Bef-\-Cff) 
adeoque per uu divisibilis; substitutio vero x=e, y=f crit repracsentatio 
numeri M per formam F, in qua x, y valores inter se primos habent. Si ita- 
que 3/ per nullum quadratum ipraeter 1) divisibilis est, e.g. si est numerus pri- 
mus: tales repraesentationes ipsius M non dabuntur. Si vero M divisores qua- 
draticos implicat. sint hi uu, vv, rr, etc. Quaerantur primo omnes rcpraescnta- 
tiones numeri — per formam [A, B, C), in quibus ,r, y valores inter se pri- 
mos habcnt, qui valores si pcr u multiplicantur, praebebunt omncs repraesenta- 
tioncs ipsius M , in quibus div. comm. max. numerorum x , y est u. Simili 
modo omnes repracsentationes ipsius in quibus valores ipsorum x,g inter se 
primi sunt, pracbebunt omnes repraesentationes ipsius M, in quibus div. comm. 
max. valorum ipsorum x.g est v etc. 

Palam igitur est, per praecepta praecedcntia omnes rcpracsentationcs nu- 

meri dati pcr formam datam determinantis negativi inveniri posse. 

t i 

i in quadrata duo , in quadralum tiotpkx et duptt-t . 
:«-<( 



182. 

Dcscendimus ad quosdam casus particulares. tum propter insignem ipsorum 
elegantiam tum proptcr assiduam ojwram ab ill. Eulero ipsis impensam. undcclas- 
sicam quasi dignitatem sunt nacti. 



I. Per formam xx+gg ita rcpraesentari ut x ady sit primus sive in 
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dno quadrntn intcr «e jirinin discerpij nullus numcrus potcst nisi cuius residuuin 
qtiadrnticum cst —1. talcs vcro numcri. positivc accepti, omncs potcrunt. Sit 
M talis numerus. omnesque vnlores expr. \ ! — 1 mod. 3/ hi: N, — N,N',—N', 
N". — iVetc. Tum per art. 1 7 C forma [M, N, —^r—) formac (1, 0, 1 proprie 
acquivalcns crit. Sit transformatio aliqua propria huius in illnm, x — ax'-\-tiy, 
y — y x + c y , eruntquc repraesentationes numeri M pcr formam xx-\-ytj ad 
A T pertinentes hae quatuor ") : x = + a. ^ = +7^ x ~ +7» ^ = ± a - 

Quum forma (1.0, 1 sit anccps, patet, ctiam formam \M, — A T . ^q—) 
ipsi propric acquivalcntcm forc. illamque jiropric in hanc transmutari positis 
v = ax — lijf', y = — yx'-\-cj'. Hinc dcrivantur quatuor repraesentationes 
ipsius M ad — 2f pertinente», j?=-f*a, ^=+y; x=.-^-"f, jy = — t— a. Manifcstum 
itaque est. octo rcprncsentationes ipsiu-s M dari. quarum semissis altera ad N, 
ftltera ad — N pertineat; sed hae ouines unicam tantummodo discerptionem nu- 
mcri M in duo quadrata exhihcnt, -V — aa + yy, siquidcm ad quadrata ipsa 
tantum . neque vero ad ordincm radicumve signa spcctamus. 

Quodsi itaque ahi valorcs expr. y' — 1 [taod.M] praeter N et — A T non dan- 
tur, quod e.g. evenit, quaudo M est numerus primus, M unico tantuni modo 
in duo qundrata intcr se primn rcsolvi potcrit lam quum — 1 sit residuum 
quadraticum cuiusvis numeri primi forinae 4//+1 (nrt. 10S';, manifestoque nu- 
merus primus in duo quadrata inter se nuu prima discerpi nequeat. habemus 
tlieorema : 

Quicus numerus primus formae 1 « -f- 1 in duo quadrata decomponi potest, et 
quiden unico tantum modn 

1 = 0+1, B = I+4, 18 = 4 + 0; 17 = 1 + 1«, 29 = 4 + 25, 37 = 1 +36, 
41=16 + 25, 53 = 4 + 49, 61 = 25 + 30, 73 = 9 + 64, 89 = 25 + 64. 

97 — 1 0 + s, | etc. 

Theorema hoc clegnntissimum iam Fermatio notum fuit. sed ah Ul. EiUero 
primo dcmonstratuni esl. Comin. nor. Petr. T. V, ad annos 17 54. 17 55, p. 3 sqq. 
In 7'. IV, diss. exstat nd idem nnjumentuni jiertinons, p. 3scjq. . sed tum rem 
jienitns noiidum ahsolverat . vid. imprimis nrt. 27. 

•t 1'aUt enim, )mn< ciisum «ub (.'} «rt. i-" conlcntum rw. 
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Si iffitur numerus aliquis forinae l«-f- 1 aut pluribus modis aut nullo niodo 
in duo quadrnta resolyi ]x>tcst , ccrto non erit priinus. 

Vice versa autem . si cx|>r. \ — I niod. 3/ praeter N et — N alios adhuc 
valores hal>et. aliae adhuc repraesentationes ip.sius M dnhnntur. ad hos pertinen- 
tes. Iu hoc itnque casu M pluribus modis in duo quadratn resolvi |>otcrit e.g. 
63 = I -+-64 = 16 + 45' • 221 = 25-f- 196 = 100 -j- 121. 

Kepraesentationes reliijuae, in quihus y valores ohtinent non jirimos 
iuter se. ]>er niethoduni nostrani Kenemlem facile inveniri ]>ossunt. Observanius 
tantummodo. .si numerus aliquis factores formae 4 »-+-3 involvcns. ]>cr nullam 
divisionem per quadratum ah his liherari ]>ossit i quod tiet . si aliquis aut plures 
talium factorum dimemumem imparem hahet). hunc nullo modo in duo quadrata 
resolvi possc * . 

11. l'er formain xx^- lyy nullus numerus, cuius non-residuum — 2. ita 
repraesentari ]K>test, ut * ad y sit primus, reliqui omnes poterunt. Sit — 2 rcsi- 
duuni numeri M, atque N valor aliquis expr. \/ — 2{mod. 3f). Tuin per art. 176 
fonnae '1,0,2', M,N, J -' V ' pro|>rie aequivalentes erunt. Transeat illa ]>ro]>rie 
in hanc jionendo .r = a u'-j- djf', y — yx'-\-Ctf', eritque .r — a.tf — y rcpraescii- 
tatio uumeri M ad JV pertinens. Prneter quam et hanc r = — a, y ss — y 
aliae ad N non pertinehunt art. 1 SO;. 

Simili modo. ut supro. pcrspicitur . repraescntationes ,r — +ct. y — ^ y 
ud valorem — N |>ertiiicre. Omnes vero hae quatuor repraescntationes unicam 
tatitum discer]>tiouem ipsius M in quadratum et quadratum dujilex exhibent, 
et si praeter N et — N alii valores expr. \' — -2(mod.A/) non dantur. aliae 
disccrptioues non dahuntur. Hinc adiumeiito jiroposs. art. 1 1 6 facilc deducitur 
theorema: 



*) Si numrru» .V = 1** Sa* b b ty . . . ita ut a, 6, c cte. «int numcri primi inaequale» Tormao I »1 + 1 . atqoc 
.s productum rx omniliu» fartoriln» primi» ip»iu« if formae «« + :i (ad quara fonnam quivi» nuruerut po*iti*ti» 
ri-.luci potc«t , facicndo ;« = « quando M ovt impar . ct .V = I quan<lo M nullos factoro formac tN + 3 impli- 
cat;: -V nnlln mitiln iu duo quadraUi rcsolvi puttrit. »i .V e*t non-qundratu« : »i vcro S e*t quadratu*. da- 
Imntur |(» + !)(*+ 0(T+ ') c * e - dwecTptionco ipsiu» .1/. quamlo uliquis numerorum », t. 7 ctc. Mt impar, 
aut {(« + l)(C + 0(7+ 1) etc. + l, quando omncs 1, C, 7 etc. sunt parc» {«quidcm ad quadrata ip*a tantuni 
re«pkitur). Qui in cniculn combinationum uliquuuiurn «urit vcriuli . dumonstrationeni lniiu» thi-nremati» (cui. 
pcrindc ut alii» ftartietilaribu» immorari nobi» non licrl) cx th- oria no«tra Rcnt rali haud dirricultcr erucrc potc- 
runt. ( f. art. i»-.. 
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Quiiis numerus primus formae S« + 1 vel 8 «4- 3 in quadratvm et quadratum 
du/dex decomponi potest et qnidem unico tantum modo. 

1—1+0, 3 = 1+ 2, 11=9 + 2, 17 = 9 + 8, 19=1 + 1 S, 41=9 + 32. 
43 = 25 + 18, 59 = 9 + 50. 67 ==49+ 18, 7.3 = 1 +72. 83 = 81 +2. 
89 = 81 +8, 97 = 25 + 72 etc. 
Ktiam hoc theorema. uti plura similia, Fenuatio innotuit: sed ill. I»a 
(Jrangc primus demonstrationcm dedit, Suite des recherches d ' Arithmetique , Nouv. 
Meiu. de l'Ac. de Bcrlin 1775, p. 323 sqq. Multa ad idem argumentuiu pertincntia 
iam ill. Kuler ah.solverat, Specimen de usu observationum in mathesi pura Comm. 
nov. 1'ctr. I.VI p. 185 nqq. Sed demonstratio complcta theorcmatis semper ipsius 
industriam elusit, p. 220. Conf. etiam diss. in T. VIII !ad annos 17 00. 1761 . 
Supplementum quortmdam theorematum arithmeticorum , eub tin. 

[II. Per methodum similem demonstratur. qucmvis numerum, cuius resi- 
duum quadr. sit — 3, repracscntari posse aut per formam x.r + Syjf, aut per 
hanc 2xj.'+ 2.rjr + 2t/j/, ita nt valor ipsius x ad valorem ipsius tf sit primus. 
Quare quum — 3 sit residuum omnium numerorum primorum formae 3» + l 
urt. 1 10: manifcstoque pcr formam 2jcjc-\- 2 jrjr + 2t/t/ uumeri pares tantum re- 
praescntari possint: eodem modo ut supra hahetur theorema: 

Qttiris nttmerus primus formae 3« + 1 in quadratum et quadratum triplev de- 
componi potest , et quidem unico tantum modo. 

1 = 1 + 0. 7 = 4 + 3, 13 = 1 + 12, 19 = 16+ 3, 31 = 4 + 27. 37 = 25+ 12. 
43 = 16+ 27, 61 =40 + 1 2, 67 =04 + 3, 73= 25 + 48 etc. 
Demonstrationem huius theorematis ill. Kuler primus tradidit in commen- 
tatione modo laudata. Comm. nov. Petr. T. VIII. p. 105 sqq. 

Simili modo ulterius progredi et e.g. ostendere possemus, quemvis numerum 
primum formac 20«+ I, vel 20«+ 3, vel 20« + 7. vel 20« + 9 (quippe 
quorum rcsiduum — 5 pcr alterutram formam x.v -\- bt/y, 2 xx + 2 xt/ + '\j/j/ 
reprac.sentari posse, et quidem numeros primos formae 2()n+l et 20« + 9 per 
priorem, priinos formae 20« +3, 20« + 7 j>er posteriorem , nec non dupla pri- 
momm formae 20«+1,20« + 9 per formam 2 j?j?+ 2,ry + 3yy . dupla pri- 
morum formac 20« + 3. 20« + 7 per fornuun .vx + bj/j/: scd hanc propositio- 
nem inlinitasque alias partit ularcs quivis proprio marte ex praecedentibus et infra 
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tradendis derivarc poterit. _ Transimus itaque ad formas determinantis positivi, 
et quum harum indoles prorsus alia sit, quando determinans est quadratus. alia, 
quando non-quadratus: formas determinantis quadrati hicprimo cxcludimus post- 
eaque seorsim considerabimus. 

Deformu determiuaniu potitici non-quadrati. 

153. 

Problema. Proposita forma quactmque a, b, a , cuius deterntinans positivus 
non-quadratus D: invenire formam kuic proprie aequivalentem, [A, B, C), in qua 
B sit positicus et <\D; A rero si est positivus, vel — A, si A negatirns, inter 
\<D + B et \D — B sitits. 

Sol. Supponimus in fomia proposita utramque conditionem nondum locum 
habere; alioquin enim aliam formam quaerere opus non esset. Porro observamus. 
in forma detcrminantis non-quadrati terminum primum vel ultimum =0 esse non 
posse art. 171 ann.i. 8it b' = — b (mod. a") atque intra limites \D et \ID + a' 
nitus (accepto signo sujieriori quaudo a' positivus, inferiori quaudo cst negati- 
vus) quod tieri posse simili ratione ut art. :i . facile demonstratur , ponaturque 

4'A' — 1) n • • • i i j n » • 

— , — = a", qui erit intcger, quia b'b' — D^bb — .D = <»«'_: 0(mod.n;. Iam si 
a"<a", fiat denuo b" = — i»'(mod. o") et inter \JD et \ D + a situs i prout a" 
I>ositivus vel negativus) et = a". Si hic iterum fl'"<a", sit rursus 

b m = — «/"(mod.fl"!. et inter \}D ct \D + a" situs atque ^^ = a"". Haec 
operatio continuctur, doncc in progressione a', a", a", a m ctc. ad tcrminum a m + l 
perveniatur . praecedente a m non minorem, quod tandem evenire dcbet, quia 
alioquin progressio infinita numerorum integrorum continuo dccrescentium habe- 
retur. Tum positis a™ —A, b m =B, a m+t = C, formn \A.B,C' omnibus con- 
ditionibus satisfaciet. 

Dem. I. Quoniam in progressione formarum a, 6,a"}, (a\ 6', a"i. (a ". b", a") 
etc. quaevis pracccdenti est contigna: ultima A, B, C primae a.b.a) propric 
nequivalens erit. 

II. Quia B inter \'D et \ D + A situs cst accipicndo scmpcr signum su- 
|>erius quando A est positivus. inferius quando A est uegativus : patct, si jiona- 
tur \'D — B—p, B — [\'D + A =q. hos p, q fore positivos. Iam facilc con- 
firmatur. fore qq + Ipq + 2p\D = D+AA — BB, quare D + AA — BB 
erit numerus positivus. quem ponemus _ r. Hinc proptcr D = B B — AC, 
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fit r = AA — AC. adeoque AA — AC numerus |>ositivu.s: quia voro per hyp. 
A uon cst maior quain C, manifesto illud aliter lieri nequit, quam si AC est 
ncgntivus, adcoquc signa ipsorum .4, C opposita. Hinc BB~D-\-AC<^D 
adeoque B<^\D. 

II i. 1'orro quia — AC — D — BB, erit AC<^D, et hinc quia A non 
>C';. A<\D. Quare \D+A erit positivus, adcoque etiam B. qui intcr 
liniites \D ct \D+A est situs. 

IV. Ilinc a potiori \D+ B + A positivus . ct quia \/D — B + A — — q. 
eet negativus , +.4 situ» erit intcr \D-\-B et \D — B. Q. E. D. 

Ex. Proposita sit fonna 07, 97, 1 40). cuius determinans — 29. Hic in- 
venitur progressio formarum (67, 97, 140), (140, — 97,67), (67, —37,90), 
(20, — 3. — 1 1. — 1, 5, 4). Ultima crit quacsita. 

Tales formas A.B.C) dctcrininantis jmsitivi non-quadrati D, in qiubus .1 
positivc acceptus iucet inter \D-\-B et \D — B, B vero positivus est atquc 
<i\D. furmus reductas vocabinms. I-orinae itaque reductae determinantis positivi 
non-quadrati aliquantum diflerunt a formis rcductis dctcrminantis negativi; sed 
proptcr niagnam analogiam inter lias et illas. denoniiuationes diversas introduccre 
noluimus. 

1S4. 

Si acquivalentia duaruin formarum reductantm determinantis positivi aeque 
facile dignosci possct. ut in formis deterininautis negativi art. 172;. acquivalcn- 
tiam duarum formarum quarumcumjne eiusdetu detenninantis positivi uullo negotio 
diiudicarc posscmus. Scd hic rcs longe aliter se habct. fieriquc potest ut |>er- 
multae formae rcductae inter se aequivalentcs sint. Antcquam itaque problcma 
hoc aggrediamur , profundius in naturam formarum reductarum (detcrminantis 
positivi non-quadrati, quod scmper hic subintelligendum) inquirere necesse erit. 

1, Si [a.b,c) est forma rcducta, a et c signa oppoBita habcbunt. NfttU 
posito determinante formae =aa D. crit ac = bb — D, adeoquc. propter b<\D. 
negativus. 

2) Numerus c perinde ut a, positive acceptus, inter \D-\-b et \D — b 
situs erit. Nam — c = ^*-; quare . abstraetione facta a signo , c iacebit iuter 
et i e.inler\D-b et \D + b. 

» i Hinc patet. etiam c. b, a fore formam reductam. 



■ 

;* '!* ' 
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4; Tuui a tuiu c erunt <2\D. I terque enim est <\D+b. ade«>- 
que a potiori < 2 \D . 

5 Xumcrus b situs erit inter \'D et yZ>4^<j acccpto signo superiori 
quando « positivus. infcriori quando est uegativus . Quia eniiu + a iacet iutcr 
\D + b et \D — b, crit ±a — iy.D — 6), sive b — \D + a positivus; b — \D 
autcin est negutivus; quamobrem b intcr \ D ct \D + a erit situs. 1'rorsus 
eodein modo dcmonstratur. b intcr \ D ct \D + c iaecre prcrat c pos. vel neg.\ 

6) Cuicis formae rciluctae a, b, c ab utraque parte cOntiqua est reilucta una. 
et non fiiures. 

Fiat a'— c, tV=s — 6 mod. a'j et inter yD et \D + a' situs * , c'= f '-'' ~ I> , 
erittpie forma a, b', c) foriuae a, b, c) ab ultima parte contigua. sinndquc ma- 
nifcstum e.st, si ulla forma reducta fonnae a, b. c\ ab ultima parte coutigua detur. 
eam ab hac [a',b'.c"\ diversamessenonpoN.se. Ilnne vero revcra essc reduftam. 
itii demon.stramus. 

A) Si ponitur 

\D + b+a'=p, ±a'-(\D—b) = q. \D-6 = r 

hi p,q,r ex (2) supra et defin. formae reductae erunt positivi. 1'orro ponatur 

b' — tyD + <£) = q, \ D -b' = r 

eruntquc q, r positivi. quia h' iacet iuter \D ct \'D + a. Denique sit />-+-// 
— ±ma eritquc m iuteger. Iam paU*t esse p + q = b + b', adcoquc b + b' 
sive ±ma positivum, et proin ctiam m; unde sequitur »»—1 certe non esse 
negativum. 1'orro fit 

r+j±na = 2b'±a'. sivc 2b' = r + q'±im- \)a 

unde 2tV et 6' nccessario erunt jiositivi. Et quoniam b' + r' = \D, erit b<\D. 
B 1'orro fit 

r±ma'=\D + b', sive r±m-\ a =\D + b'+a 
quarc y D + U + a erit positivus. Hinc et quoniam ±a'—\D — b' , •= q, 

') Ubi «i^na nmhijrua Mint . *op«riora «cmiwr vali-nl <nuinilo n «;»t positivus. infi riora quanrto «' 
ncgativu*. 
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adeoque positivus, + «' iacobit inter yD-f-6' ct yD — b'. ... (Juocirca a',b',c 
crit fonua reducta. 

Eodem modo demonstratur , si fiat 'c =a, 'b = — b mod. 'c) et inter yD 
et \ D-\-'c situs, 'a — — ~ formnni "a,'b,'c\ fore reductam. Manifesto au- 
teni forma liaec formac [a.b,e) a partc prima cst contigua. aliaque reducta prae- 
ter "a,'h,'c liac proprictate praedita esse non poterit. 

Ev. Fonnae reductae [5,11,-14), cuius determiuans —191. a parte 
ultiina contigua reducta ( — 14, 3, 13). a partc prima vero liaec — 22,9, 5 . 

7} Si fonnac reductac <a,b,c) a partc ultima contigua cst rcdncta (a'.b',c\: 
reductae (c,b,a) contigua erit a prima parte forma (c, b',a')\ ct si reductae 

a.b.c a prima parte contigua est forma '«. '/». V : reductae [c, b, a) reducta 
<'c.'b,'a) contigua erit ah ultiina parte. Porro etiam fonnac { — 'a,'b, — 'c), 

— a,b, —c), — «'. b', — c) reductae erunt, et secunda primae, tertia secundae 
ab ultima parte eontiguae, sive prima secundac, secundaqiie tertiae a parteprima; 
similiterque tres formae ( — c',b',—a'). ( — c, b. — a), (—'c.'b. — 'a). Hacc tam 
obvia sunt ut explicationc non cgeant. 

lb&. 

Multitudo oninium formarum reductarum dcterminantis dati D scmpcr est 
finita, ipsac vero duplici modo inveniri possunt. Desigueiuus indefinite omnes 
fonuas reductas determinantis D per [a,b.c . ita ut omnes valores ipsorum a.b.c 
determinare oporteat. 

Methodus prima. Accipiantur pro a omncs numcri (tum positive. tum ne- 
gative; ininores quam 2y'D, quorum rcsiduum quadraticum D, ct pro singulis 
«. ponatur b nequalis omnibus valoribus positivis expr. yD(mod.fli inter \JD 
et y''D + « iaccntibus, c vero pro singulis valoribus determinatis ipsorum a,b, 
ponatur — b '~ 1> - Si quae formac hoc modo oriuntur. in quibus -J-« extra 
\D-\-b et y'D — b situs est. reiiciendae sunt. 

Methodus seeutida. Accipiantur pro b onines numeri positivi ininores quaui 
y'D. pro singulis b rcsohatur bb — D oinnibus quibus ficri potest modis in bi- 
nos factorcs. qui neglecto signo inter \D-\-b et \D — b iaceant. ponaturque 
alter — a, alter —c. Manifestuiu est , singulas resolutiones in factorcs prae- 
l>ere binas formas. quia uterque fsictor tum --= a . tum = c poni debet. 
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Kv. Sit — cruntquc valorcs ipsius a viginti duo + 1 ..2. 3. 5, 6.7. 9. 
10, 13, 14,15. Cnde invcniuntur formae undeviginti : 

(1,8,-15:. (2,7.-15. ,3,8.-5;, (3, 7.-10). 5,8.-3). 5.7,-6. 
(6.7.-5), (6.5,-9). (7,4.-9), (7. 3. —10). (9.5,-6). (9.4,-7'. 
10. 7. —3). 10. 3. —7), (13,1.-6). (11.3.-5). (15. 8. - (). 
(15. 7. —2). (15, 2. —5) 

totidemque aliae quae fiunt ex his. si terminorum exterorum signa commutantur. 
puta (—1.8. 15), (—2. 7, 15) etc., ita ut omnes triginta octo sint. Sed ex his 
reiicicndac scx (± 13. I. + 0 . ± 14, 3, +5), (+15, 2, +5-. reliquae triginta 
duae oinnes reduetas amplectuntur. 1'er methodum seeundam eaedem tbrmae 
prodeunt sequenti ordine * ',: 

(±7. 3. +10,. (±10, 3, +7), +7. 4, +9), (±9.4,417,, (+6, 5, +9,, 
+ 9. 5. +6. ;±2, 7, +15), (+3,7.q:iO';, i±5. 7. +6;. (±B, 7. +5.. 
(±10.7.4:3). (±15.7.4-2. +I.8.4H5). (±3.8.4:5. 
(±5. 8. +3(. i±15, 8. +1). 

186. 

Sit F forma reducto dctenninantis 1), ipsique ab ultima parte contigua 
forma reducta F', huic iterum ah ultima parte contigua redutta F"\ rcdueta F" 
ipsi F" tontigua ah ultima parte etc. Tum patet. omues formas F\ F", F~'ett. 
essc prorsus determinatas , et tum intcr se tum forniac F proprie aequivalentes. 
Quoniam vero multitudo omnium formarum reductarum determiuantis dati est fi- 
nita, manifestum cst, omues fortnas in progressione infiuita F, F', F" etc. diver- 
sas esse non posse. Ponamus F m et F m+ * essc idcnticas. eruntque /«"""' 
pm+u-\ re( j uctac ciclcm formac reductae a partc prinia coutiguae, adeoque iden- 
ticae; hinc eodem modo F"'~- et F m+ *"" ! ete. tandemque F ct F" identicac 
erunt. Quarc in progressione F. F\ F" etc. . si niodo satis longe contiuuatur. 
necessario taudein forma prima F rccurrct; ct si sup|M>nimus F" esse primam 

identicam cum F, sive omnes F', F" F"~* a forma F diver>as: facile. perspi- 

citur. omnes fonnas F,F'.F" F" - ' diversus fore. ( omplexum harum for- 

*) Pro 4—1, — ; s in duo* factorr^ qui ncgkcto Higno inler v " *• -H l «t v 7 '' — 1 itciMint, re«ohi nt 
quit; quar* liic valor c»t practoreundu», ex cademi|uc ratiuiu- valore* 2 et «. , 
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maruin vocabimus periodum formae F. Si igitur j>rogressio ultra ultimam periodi 
ibrinain producitur, eaedem formae F, F', F" etc. iterum prodibunt . progrcssio- 
que tota infinita F, F\ F" etc. constituta crit cx hac ]>criodo formae F infini- 
tics rcpetita. 

Progressio F, F'. F" etc. etiam retro coutinuari potest, praeponendo formac 
F reductain F, quae ipsi a jmrte i>rima est contigua; huic itcrum rcductam "F. 
quae ipsi a prima partc contigna etc. IIoc modo habcbitur progressio formarum 
utrimque infinita 

.... '"F. "F, 'F. F. F\ F", F"' .... 

perspicicturque facile, 'F identicam fore CUm F"~ \ "F cum F"~ * etc. adcoque 
piogrcssionem ctiam a laeva parte e j>eriodo formac F. infinitics rcpetita. esse 
constitutaiu. 

Si formis F', F" ctc. F, F ctc. tribuuntur indiccs Q, 1.2 ctc. — I, 
— 2 etc. gencraliterque formae F'" iudex m, formae '"F index — m, j>atet, 
formas quascunque seriei identica.s fore rel dicersas, prout ipsarum indic.es congrui 
sint vel incongrui secundum modnlnm w . 

Ex. Pcriodus formae (3,8, — 5), cuius determinans =79. invcnitur haec: 
3,S. — 5). (—5.7,6), (6.5,-9). (—9.4,7). (7.3. —10). (—10.7,3). Post 
ultimam itcrum j>rodit (3. S. —5). Hic itaquc n — ii. 

■ 

I S7. 

Ecee quasdam observationes |tjeiicrales circa has jieriodos. 

1 - Si formae F, F', F" ctc; 'F, "F, '"F ctc. ita exhibentur: 

„,!,,-„•). -a.b',<r,, a",b". -<,'"] etc; i-a,'b.a). ;"a."b.-'a). (-Wi) 

oinncs a.a.a.a" etc. a, "a. "a etc. eadem signa habcbunt (art. 1 S4, 1), omncs 
vero b, b', b" ctc. 'b, "b etc. crunt jjositivi. 

2} Hinc manifcstum est, numerum n niultitndincm formarum ex quibus 
jxniodus forniae F constat) semjier esse /larem. Etcnim tenninus prinius forniae 
cuiusvis F'" ex hac j>eriodo uianifesto idcm signuin liabcbit uti tcrminus primus 
a formac F, si m estpar, oj>j>ositum. si m est imj>ar. Quare quum F" et F 
identicae sint . n neccssario erit par. 
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3) AJgorithmus. pcr qucm numeri b', b", b m ete. . a". a'" ete. inveniuntur, 
ex art. 1S4, 6 est hic: 

b' = — bimod.a) inter limitcs \ Z> et \D-\-a'; a" — — ^ 

b" z~ - t"mod.«"i \D + a"; a " ^ n =p" 

b" = _ft-( m od.a") ......... V Z>~«"'; a""=^-*^' 

etc. 

■ 

ubi in columuu sccunda signa supcriora vcl infcriora ranl accipienda . prout 
a, a', a" etc. sunt positivi vel ncgativi. Loco formulnrum in columua tertia etiam 
scqnentes adhiberi possunt , quae coiumodiores evadunt. quando D est numerus 
magnus : 

a " — ^ [* — V) + « 
f = *±£ V-b"\ +a 

a""_*-^(6"-ft")-r-«" 
ctc. 

4) Forma quaecunque F m , in periodo formae F contenta , proprie can- 
dem periodum habet ut F. Scilicet pcriodus illa erit F"\ F m + ' . . . . F"~\ 
F. F'.... F m ~\ ia qua caedcm forinae eodemque ordine occurrunt, ut in periodo 
formac F, et quae ab hac tantummodo respectu initii et finis discrepat. 

5 liinc patet, ouines fortiiatt rcductas eiusdem dctenninantis D in perio- 
dos distrilni possc. Accipiatur aliqua harum formaruin, F, ad libitum iuvesti- 

geturque ipsius pcriodus. F, F'. F" F m ~ l , quatn designemus per P. Si haec 

omnes fonuas rcductas determinautis D nondum amplcctitur, sit aliqua in ipsa 
non contenta G huiusque pcriodus Q. Tum patet P et Q nullam forinam 
connnunem habeTC ik>s*c; nhoquin cnim ctiam G in P contcnta esse deberet 
pcriodiquc omnino coinciderent. Si P et Q omnes fonnas reductas nondum ex- 
hauriunt. aliqua ex deficientibus , //, periodum tertiam, R, suppeditabit , quae 
neque cuin /' neque cum Q formani communem habebit. HoC modo continuarc 
possumus. usqucdum omncs formae rcductac sint exhaustae. Ita e.g. omncs for- 
mne reductac dctcrmiiiantis 7 9 in sex periodos distribuuntur : 

22 
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1,8,-15), (-15,7,2), (2, 7,-1 5), (-15,8,1). 
-1,8,15), (15,7,-2), (—2,7,15), (15,8.-1). 
3, 8, -5). (—5,7, 6). (6, 5, —9), (—9, 4,7), (7, 3,-10), (—10,7,3). 

— 3, 8.5), (5,7, —6). (—6, 5,9). (9, 4. —7), (—7,3.10). (10,7.-3). 
5) 8 , _ 3 ), (—3,7, 10), (10, 3, —7), (—7, 4, 9), (9, 5, —6), (—6,7,5). 

— 5,8.3), (3,7. -10). (—10,3,7). (7,4,-9), (—9,5,6), (6.7,-5). 

6) Voccmus formas socias, quae ex iisdem terminis constant, scd ordine 
inverso positis, ut {a, b, — a). {—a\ b, a). Tum facile perspicitur ex art. 164. 7, 
si periodus formae reductae F sit F. F\ F" — F n ~\ formae F socia / formis- 

que F* -1 , F n ~* F*. F' resp. sociae sint formae f, /".... /""*, /" _1 : 

periodum formac / fore /, f. f" . . . .f~ *, f~ adeoque ex totidem formis con- 
stare , ut periodum formae F. Periodos formarum sociarum vocabimus periodos 
socias. Ita in exemplo nostro sociae sunt periodi III et VI; IV et V. 

7) Sed fieri etiam potcst, ut forma / ipsa in periodo sociae suae F occur- 
rat, uti in ex. nostro in periodo I ct II, adeoque periodus formac F cum pcriodo 
formae / conveniat, sive ut periodtts formae F sibi ipsi sit socia. Quoties hoc eve- 
nit, in hac periodo duae formae ancipites invenientur. Ponamus enini periodum 
formae F constarc e 2n formis sive F et F* n esse identicas; porro sit 2m+ 1 
index formae / in periodo forroae F*), sive F tm + i et F sociae. Tum patet 
etiam F' et F* m fore socias nec non F" et F tm ~ l etc.. adeoque etiam F m et 
F m+ \ Sit F m ^= {a m b m — a m+x ). F~ +i = (— a m + \ b m+ \ a m+ *). Tum erit 
b m -+-b m+i = 0 (mod. a m + ') ; ex defin. formarum sociarum vero erit b m — b m + l 

atque hinc 2b m + l == 0 fmod a m+t ), sive forma F m + l anceps. Eodem modo 

F tm+t etF* n eruntsociac; hinc F' m+ * et F* n ~ t ; F* m+t et F*"~* etc. tan- 
demque F m+n et F m+n+t , quarum posterior erit anceps , uti per simile ratio- 
cinium facile probatur. Quia vero m-\- 1 et »n + n-|-l secundum mod. 2n 
sunt incongrui, formac F m+t et F m+n+t identicae non erunt (art. 1 S6, ubi n 
idem denotat, quod hic 2n). Ita in I sunt formae ancipites (1,8, — 15), 
(2,7,-15), inllvero (—1,8,15). (—2,7,15). 



*) Indei hic nec««»rio «rit impftr, quia manifnlo tcrmini primi formarum F, / «iffna oppotita habent 
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8) Vice versa, quaeris periodus, in qua forma anceps occurrit, sibi ipsi socia 
est. Facilc enim perspicitur, si F m sit forma reducta anceps : formam ipsi so- 
ciam (quae etiam est reducta) simul ipsi a parte prima contiguam esse, »'. e. F m ~ l 

et F m socias. Tum vero tota periodus sibi ipsi socia erit. Hinc patet , fieri 

non posse, ut unica tantum forma anceps in periodo aliqua contenta sit. 

9) Sed ctiam plures quam duae in eadem periodo esse nequeunt. Ponamus 
enim in periodo formae F, ex 2n formis constante. tres formas ancipites dari 
F X .F*,F", ad indices X. (i, v respcctive pertinentes , ita ut X, p, v sint numeri 
inaequales inter limites 0 et 2n — 1 (incl.) siti. Tum formae et F x erunt 
sociae; similiterque F x ~* et etc. tandemque F et F**"* 1 . Ex eadem ra- 
tione F et F*»~ l sociae erunt, nec non F et F ,V_I ; quare F tX ~\ F*»~\ 
F ^ ' t ~ , identicae, indicesque 2X. — I, 2fi — I, 2v — 1 secundum modulum 2n 
congrui erunt, et proin etiam X = ^i = v(mod.«). Q. E. A. quia manifesto inter 
limites 0 et 2»— I tres numeri diversi secundum modulum n congrui iacere 
nequeunt. 

188. 

Quum omnes formae ex eadem periodo proprie sint aequivalentes , quaestio 
oritur , ahnon ctiam formae e periodis diversis proprie aequivalentes esse possint. 
Sed antequam ostendamus, hoc esse impossibile, quaedam de transformatione for- 
marum reductarum sunt exponenda. 

Quoniam in sequentibus de formarum transformationibus persaepe agendum 
erit: ut prolixitatem quantum fieri potest evitemus, scquenti scribendi compendio 
abhinc semper utemur. Si forma aliqua LXX + 2 MX Y-\- NYY per substi- 
tutionem X — ax + Gy, Y=yx + $y in formam Ixx -j- 2»xjf + nyy trans- 
formatur: simpliciter dicemus, (L, M, N) transformari in (/, m. n) per substitu- 
tionem a, 6, 7, 8. Hoc modo opus non erit, indeterminatas formarum singula- 
rum , de quibus agitur, per signa propria denotare. Palam vero est, indeter- 
minatam primam a secunda in quavis forma probe distingui debere. 

Proposita sit forma reducta [a, b, — a) . . .f, determinantis D. Formetur 
simili modo ut in art. 186 progressio formarum reductarum utrimque infinita. 
•7./-//'./" etquidemsit 

22- 
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f = tt), f' = \a",b", -«"', etc. 

/ = (-'«,'6,«;, '/='>,"&, -7, etc. 



Ponatur 



etc. 



•*A = A / "*V = '„, _, "A ctc. 

Tum patet, si ut in art. 177) iiumeri a', a". a" etc. 0", 0"', 0"" etc. etc. fonuentur 
secundum algorithinum sequentem 

d =0 b" = - 1 / = 1 = A' 

«" = o" g" A"6" f = o" = A"c" — j 

a'"-^6" d"' — h" o~' — d" f = o* r 

a" - 6" 6**" = A""6"'— 6" tf" £T= AT — 6" 



etc. 



/ transformatum iri 



in /' pcr substitutionem «'. 6". y', 
/" a". 6". y". 8" 

/" a", r, r ~. r 

etc. 

omnesque has transformationes fore proprias. 

Quum / transeat in / per substitutionem propriam 0, — 1,1,« art. 158, : 
/ transibit in / pcr subst. prop. A, 1, — 1,0. Ex simili ratione / transibit in 
"f per subst. propr. '4,1, — 1, 0; "f in "f per subst. pr. "A. 1,-1,0 etc. Hinc 
per art. 159 eodem modo ut art. 177 colligitur. si numcri 'a, "a, m a etc. '6\ "6, '"t> 
etc. etc. formentur secundum algorithmum sequentem 

a = h 'S = 1 'y = - 1 2 = 0 

"« — 'o — 1 "6 = 'a "y = 'h ' T "« = ' r 

"a— "A"a-'a -6 ^ "a " r = "A " r - ' r "fi = " r 

~a="A"«— "« ""g='"a "" r ='"A" r -"y ""«='" r 

etc. 

/ transformatum iri 
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■ 

in / |kt substitutionem '6, 'y, V 

7 "a, "d, "y, "c 

/ a. o, y, (i 

etc. 

omnesquc has traiiNformationes ibre proprias. 

Si ponitur a — \ , 6 = 0., y -= 0 , 6—t: hi numeri eandem relationem 
liahchunt ad formam /, quam hahent a. 0", 7', c ad /'; a". tf". f, 8" ad /" etc; 
'a, 'fj, 'y. '6 ad / ctc. Srilicct per Mibstitutioncm a. 6, y. 6 forma / transihit in 
/. Tum vero progrcssiones infinltae a', a", a"' etc.. 'a. "a, "a etc. per intercala- 
tionem termini a, concinne iungeutur ita ut unam continuam utrimque iniini- 
tam eonstituere concipi possint secundum candcm legem uhique progredientein 
. . ,"*a. "a, 'a, a, a', a", a'". . . Lex progressionis hacc est: 

"a -\-'a — "h "a, "a-\-a —'h'a, 'a a' — ha, a a" — A'a'. ot*— |- a" -= A"a" eU . 

1 

sive gcneraliter (si indiccm negativurn a dcxtra scriptum idem designare suppo- 
nimus. ac positivutn a lacva) 

Simili modo progressio ..."(>. 'tf, 5\ ti'. 6"... continua erit. cuius lex 

et propric cum praecedente identica. omnibus terminis uno loco promotis. 

"6 = 'a, f» — a. 6 — d etc. Lex progressionis contiuuae . . . ."y. y, y. y'. y" 

erit haec 

ytn— I _|_ ^m-fl h m f m 

et lex huius . . ."c\ % <5. 0, c" . . . erit 

£«-1 _!_£-+! __ A- + '^ n 

inuuperque generaliter 6™ = y* +l . 

Kr. Sit fbrma proposita / haec (3. 8. —5). quae transformabitur 



T" (—10, 7, 3) per subsfc 


itutionem —805, 


— 152, + 143, + 27 


"~f (3. 8, —5) 


— 152, +45, +27, —8 


-f (—5,7,6) 


+ 45, 


+ 17, —8, —3 


m / (6, 5, — 9) 


+ ». 


— 11, —3, +2 


7 (-9,4,7) 


— 11. 


— 6, +2, +1 


"/ (7.3.-10) 


-6, 


+ 5, +1, -1 


/ (-10,7,3) 


• +5. 


+ !, —1, 0 


/ (3,8,-5) 


+ 1, 


0. 0. +1 


/ (-5,7,6) 


o, 


— 1, +1, —3 


f (6. 5. —9)' 


— 1. 


— 2, —3. —7 


f (—9,4,7) 


— 2, 


+ 3, —7. +10 


/~ (7, 3,-10) 


+ 3, 


+ 5. +10, +17 


f~ (—10, 7, 3) 


+ 5. 


— 8. +17, -27 


/~ (3, 8, -5) 


-8, 


— 45, —27, — 152 


/"""(-5,7,6) 


— 45, 


+ 143. — 152.+483 



etc. 



189. 

Circa hunc algorithmum sequentia sunt annotanda: 

1) Omnc8 a.d.a" etc., 'a, "a etc. eadem signa habebunt ; omnes b, V, 6" etc. 

'b, "b etc. erunt positivi; in progressione ..."h, 'h, h, h', h" signa alternabunt, 

scilicet si omnes a, a' etc. sunt positivi, h m vel m h erit positivus quando m est 
par. negativus quando m impar; si vero a, d etc. sunt negativi, A m vel m h pro 
m pari erit negativus, pro impari positivus. 

2) Si a est positivus adeoque A' negativus, h" positivus etc, erit o"— — 1 
neg., a m —h"a" neg. et >a" (vel = a" si h"= 1); a" — k^a"" — a pos. et >a" 
^qum A a po8., a neg.); a = A a — a pos. et >a (quia n a pos.) etc. 
Hinc facile concluditur, progressionem a', a", a" etc. in inhnitum crescere duoque 
signa positiva semper duo negativa excipere ita ut a m habeat signum +,+,—, 
— , prout m = 0, 1,2,3 (mod. 4). Si a est negativus, per simile ratiocinium in- 
venitur a" neg., a" pos. et vcl > vel = a"\ a' m pos. >a'"; a"~ neg. ^a"" etc., 
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ita ut progressio a', a", a m etc continuo crescat, signumque termini a" sit — , 
— , +, prout m = 0, 1. 2, 3(mod.4). 

3) Hoc modo invenitur, omnes quatuor progressiones infinitas o', a",a'" etc. 
y, y', y" etc; d, a, 'a, "a etc.; y, 'y, "y etc. continuo crescere, adeoque etiam se- 
quentes cum illis identicas: 6, 6", o*" etc. ; '6, 6\ o", 8" etc.; 6, '6, "6 etc.; '5, "o* etc; 
et, prout m = 0, 1.2. 3(mod. 4), signum 

ipsius o", + ± — +; ipsius 6*™, ± — + + 

ipsius y", ± + + -5 ip«us »», + + - ± 

ipsius "o, + ± — +; »P siu8 m °*' + -+- ± — 

ipsius " r , + - ± +; ip 8 ^ **. + + - ± 

t 

valentibus superioribus quando a est positivus, inferioribus quando a negativus. 
Tcneatur imprimis haec proprietas: Dcsignante m indicem quemcunque positi- 
vum, a m et 7" habebunt eadem signa quando a positivus, opposita quando a 
negativus, similiterque 6™ et $"; contra m a et m y, vel "6* et "6 habebunt ea- 
dem si^im quando a negativus , opposita quando a positivus. 

4) ln signis art. 27 magnitudo ipsorum a m etc. concinne ita exhiberi 
potest . ponendo 

+ *'_=*', ±h" = k", +/r^k" etc. ±h=k, =F'A ='Ar, ±"A^"*etc 
ita ut omnes k', k" etc k, 'k etc. sint numeri positivi : 

a m = ± [*", r. /T. . . . *»- »] ; «" = + [*", r. 

f = ± [*'. k", *"' .....*"-']; c" = ± [*', k", k m ....k m " 
"a = ± [*, '*, "A "-'*]; *6=± [*, '*. "*.... *-*k} 

S — ±r*. # * "a«± ['*,"*... ."-•*] 

.vryna vero ad praetepta modo tradita determinari debent. Secundum has formu- 
las, quarum demonstrationern propter facilitatem omittimus. calculus semper ex- 
pediti-ssime absolvi poterit. 
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190. 

Lemma. Desit/nuntibus m, \i. tri, n, t, ri numeros infegros quoscunque , ita tu- 
men ut tritim jiosteriorum nullus sit — Q : dico, si * iaceat inter limites -™ et ™, exclu- 
sive , attfue sit mri — nm = 1 , denominatorem v fore maiorem quam n e.t «'. 

Dem. Manifesto p««' iacebit inter •imri et 'inm', adeoquc ab utroque 
liinite uiinus differct quam liincs alter ab altcro , i. e. erit tmri — •/»«' > 
Hnri— imri et >p««' — vm»', sive v>«'ju« — vwi) et >njt»'-vm';. Hinc 
sequitur. quoniam ptt — vm certe non =0 (alioquin enini forct ? — ™ contra 
hyp.;, nequc ;»»' — •/«' — 0 cn siiuili ratione , scd utcrquc ad minimum = t, 
forc v > «' et > « . Q. E. D. 

1'crspicuum itnque est, v non j>ossc cssc ~ 1, i.e. si fucrit «in' — «/«'=— -+- 1 , 
mter fractioncs "', "', uiilluin uumerum integrum iacere pos.se. Quare etiam cifra 
inter ipsas iaccrc ncquit. i. e. fractiones istae signa opposita habcrc nequcunt. 



191. 

Tiieorema. «S"« furma reducta \a,b, — a , determinantia D , ner stibstitutinnrm 
n, f/, y, «5 transit in reductum .1, B, — /i') ciusdem detenninantis : iacebit, primo. 
~ sl '~ h intcr * et ' } [siquidem neque y neijue L-0, i. e. si uterque limes est Jini- 
tus , ucce/ito siflno sujieriori , quando neuter horitm limitum habet sit/num signo ijisius 
u OjijHisitttm sice clarius, quando aut u terque idem habet , aut alter idem, alter 
esf — 0,, inferiori qttando neuttr habet idem ut a: secundo ±% ^ + * inter J et 
siquidem neque ti neque li — <• , signo superiori accepto qttando lirnes neuter siynum 
stt/no ijjsius a [vel a) ojtjiositum ftubet, inferivri quundo neuter Itabet idem ttt a ' . 
Drin. llahcntur acquationcs 

an ti -\~ 2bay — a'yy — A 1 

«fifi-f- ibGc —rict = — A'. . 2 



1 ndc deducitui 



■ t^+w'-» ..... ... 

7 « 

?■ = : * ~ ' ' ' 1 



*; Manifestum e§t, alio.« casn* luctitn habere non po»se, <juum ex art. praec. propter <»J — 6-f = +1, 
timitc» bini lu-que <ign» opptwita habcrB, naqM MmI _ i> MM pomiat. 
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1 = ±21 [»] 



8 ±\IP + 



[6] 



Aequatio 3, 4. 5, 6 reiicienda erit, si y, 5, a, 0* resp. = 0. ._ Sed dubium hic 
manet. quae signp quantitatibus radicalibus tribui debeant; hoc sequcnti modo 
decidemus. 

Statim patet in [3] et [4] necessario signa superiora accipi dcbcrc, quando 
neque * ncque ^ signum habeat signo ipsius a oppositura; quoninm accepto 
signo inferiori "~ ct - licrcnt quantitates ncgativae. Quia vero A et A! signa 
eadem hnbcnt, \D cadet intcr ^(D-\---) ct \:D — "^ i adeoquc in hoccc casu 
* b inter ~ et j . Quare pars prima theorcmatis pro casu priori cst demon- 
strata. 

Eodem modo pcrspicitur, in [:>} et [6] necessario signa infcriora accipi de- 
bcrc, quando ncquC ^ neque j signum idcm habcant ut a sive a, quia accepto 
superiori V- necessario fiercnt quantitates positivae. Unde protinus sequitur, 
— \/> + 6 p ro hocce ca.su iacere inter et j. Demonstrata est itaque ctiam pars 
sccunda theorematis pro casu posteriori. Quodsi aequc facilc ostcndi posset, in 
[3] ct [4] signa inferiora accipi debcre. quando neutra quantitatum " , j signum 
idem habcat ut a, et in [5] et [6] superiora. quando neque \ nequc j sig- 
num oppositum habeat: hinc simili modo sequeretur. pro illo casu ~ v ^~* iacere 
inter -* et j . pro hoc - ^J~ b inter ^ et sive pars prima theorematis etiara 
pro casu posteriori, et secunda pro casu pridri demonstratae forent. Sed quum 
illud difficile quidcm non sit, attamcn sine quibusdam amhagibus fieri nequeat. 
niethodum sequcntem praefcrimus. 



ut 



• i l 

Quando uuUus nuiueroruin a, (J, y, C — 0 , - ct - eadem signa habebnnt 

1, i. Quando itaque neutra harum quantitatum signum idem habet ut a 

sive a, adeoquc . intcr T et . cadit: ncutra quantitatum * , ~ signum 

° W vli ft ' l ■ • ■ 

idem ut a habebit, cadetque ^jm — — --- — (propter aa — D — bb) intcr 
* et r ' h . Quare pro eo casu ubi neque ct ueque (J -— =0, pars priraa theor. etiam 
pro casu sccundo est dcmonstrata nam conditio ut ncque y ncque 6" —Q. iam in 
theor. ipso est adiccta;. Simili modo. quando nullus numerorum a, 6, y, £ _= 0, 

23 
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W- 

nequc 6 — 0 pars secunda theor. etiam pro casu secundo est demonstrnta. 

Nihil itaque superesset quam ut demonstretur, partem primam theor. etiam 
pro casu secundo locum habere si alteruter numerorum a . 6* sjt = 0 , et jmrtem 
sccundam pro casu prirao si aut y aut o" — 0. At omnes M casus smt impossibile*. 
Supponamus enim. pro parte prima theor., esse neque y neque 5 = 0; -, | non 
habere signum idem ut a atque esse J) a = 0. Tum ex aequ. oe* — Gy— + 1 
tit 6 = + J , y = + 1 . Hinc ex [1] A = — d. quare A et d, adeoque etiam 
a et A' signa opposita habent, unde fit y/(D — ) > }JD > b . Hinc patct in [4; 
necessario signum inferius accipi debere, quia accepto superiori -| manifcsto sig- 
num idem obtineret ut a. Fit itaque y> ~*^ > J (proptcr a<\JD + b ex 

def. formac rcductac), Q.E.A. quum f> = + l, et 5 non =0 2) Sit 6 = 0. 

Tumexaequ. oo" — 6*-y = -H fit o = +1, $= + 1. Hinc ex 21 — A' = — d. 
quare d et a et A signa eadem habebunt, unde fit \'fD- r -° M )>y'.D>6. Hinc 
patet in [3] signum inferius accipi debere, quia accepto supcriori - signum idem 
obtineret ut a. Fit itaque * > ~ v ^~ -> 1 , Q- E. A. cadem rationc ut ante. _ 
Pro parte secunda si supponimus neque o neque d =0; t, j non habere sig- 
num signo ipsius d oppositum atque 1) v = 0: ex aequ. ah — Gy — + \ fit 
a = +l, £ = + 1. Hinc ex [1] A = a, quarc d ct A signa eadem habebunt. 
unde tit y D + ) > y'D > b . Quocirca in [6] signum superius erit accipien- 
dum, quia acccpto inferiori, . obtineret signum oppositum signo ipsiu* d. Fit 
igitur y > u ^ 4 > 1 , Q.E.A., quia 0* = + ! et 6* non =0. Tandem 2 si 
esset 0 = 0. ex oc* — 6*v = +i tit 6 = +1, y — + \. adeoque ex [t] — ,i=a. 
Hinc y/[D — ^)>y'D>6, quare in [5] signum superius accipiendum. Hinc 
* > *^"-*> l . Q. ~. A Quare theorema in omni sua extensione est demon- 
stratum. 

Quum differentia inter * et * sit — differentia inter ~* et - vel 
j- erit "C^; inter — b autem et -, vel inter illam quantitatem et ^ nulla 
fractio iacere poterit, cuius denominator non sit maior quam y aut 6 lemma 
praec). Kodem modo differentia quantitatis ±v ^ + & a fractione \ vel hac ' 
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erit minor quam et inter illam quantitatcm et neutram harum fractionum 
iacere potest fractio cuius denominator non sit maior quam a et 6, 

192. 

Ex applicationc theor. praec. ad algorithmum art. 18S sequitur. quantitatem 
V ^T~" Q uam P 01 * designabimus, iacere inter j, et pj inter ~ et ^,; inter ~r, et 
etc. (facile enim ex art. 189, 3 fin. deducitur. nullum horum limitum habere sig- 
num oppositum signo ipsius a; quare quantitati radicali \JD signum positivum 
tribui det>et) sive inter y, et "„; inter ~, et p etc - t)mnes itaque fractiones 
-., %„, %m etc. ipsi L ab eadem parte iacebunt, omnesque °-„ , * ,.„ etc. a parte 
altera. Quoniam vero y'<^y m , — iacebit ftrfri? -5; et L, similique ratione 

• _iw a «> T a '~> T T 

extra Z, et ^ ; -- extra L et etc. Unde manifestum est, has quantitates 
iacere sequenti ordino: 

«• «•" « r _f~ «•"* «r 

«' tt' «" 

DitTereutia autem inter -j et L erit minor quam differentia inter -j et p t. t*. 

simihque ratione difierentia inter \ et L erit <^ -t^s, etc. Quamobrem 
tt. a ~ _~ . 1 _ 11 . 

fractioues — . . -„, — , etc. continuo propius ad luuitem L accedunt, et nuoniam 

T T T r 1 .,. ,. • 

j, y". v'" continuo in infinitum crescunt, dinerentia fractionum a limite quavis 
quantitatc data minor fieri potest. 

Ex art. 189 nulla quantitatum I, ^ etc. signum idem habebit ut o; hinc 
per ratiocinia praecedentibus omnino similia sequitur, illas et hanc ~ y '^±- > , 
quam per L' designabimus , iacere sequenti ordine: 

T "T ""T /' *_T _V 1 

« > " B ' ■— ' "~ a • < < a 

Differcntia autem inter -1 et L' minor crit quam £ , differentia inter et L 
minor quam etc. Quare fractiones \ . £ etc. continuo propius ad L' acce- 
dent, et diifercntia quavis quantitate data rainor fieri poterit 

ln ex. art. 188 fit Z, = — "-^' = 0,2960648 et fractiones appropinquantes 
f,f, ^.A.A.A-iVr. H*. etc. Est autem fH = 0,2960662.— Ibidem fit 
jj -^i9 + * __ _ 0,1776388. fractionesque approximantes f, — ±, — i, — tV 
-rV. -X- -rVr- -m e tc- Estvero ff| — 0.1776397. 
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11(3. 

Theokema. Siformae reduetae f, F proprie aequivalentes svnt: altera in al- 
terius periodo contenta erit. 

Sit f — [a, b, — a') , F = [A, B, — A) , determinans harum formarum D, 
transeatque illa in hanc per substitutioneni propriam 2t, 33, 6, 2). Tutn dico, si 
periodus formae / quacratur progressioquc utrimque intinita formamm reducta- 
rum atque transformationum formae / in ipsas cruatur. eodem modo ut art. ls»>: 
cel + 2t fore uequalem termino alicui progressionis . . ."et, 'ot, a, a, «"..., hocque 
posito = ct"', -|-53 fore = 0""', + 6 = y m ,- + 2> = C m ; rel — 21 fore aequalem 
termiuo alicui a m , et — 33, — 6, — 2> rcsp. = f>"\ y"\ t'" ubi m etiam iudicein 
negativum designare potest). In utroque casu F manifesto idcntica erit cum / m . 

Dem. I. Habcntur quatuor aequutiones, 

a2I2l+ 26216 — a'66 — A [1] 

a2t33 + 6(2t2) + 33G)-a'62> = [2] 
fl3323 + 2633S-a'2)2) = —X [3] 

*©— m == i [4] 

Consideramus autem /irimo casum, ubi aliquis numerorum », 33. 6. 2) = 0. 

1° Si 81 = 0, fitex[4: 336 = — 1. ndeoque 33 = + l. 6 = + 1. Hinc 
ex f, «' - .1; ex 2 . — & ± a X B nve B=> — i mod:a' vel J ; unde 
sequitur formam {A, Ji, — A"', formae (a,b, — a'\ ab ultima parte eontiguam esse. 
Quoniam vero illa est reducta , ncccssario cum /' identica erit. Ergo B = b', 
adeoque cx L 2J 6 + 6' = — a'62> = + a"2>; hiuc proptcr ^-~ = A\ fit 2> = +A\ 
Vnde colligitur. +21, +33. + 6, + 2) esse resp. = 0. — 1, +1, h' sivc 
= a, g\ f, c'. 

2° Si 33 = 0 , tit cx [4] « = + 1 . 2) = + l ; ex [3] a = A'; ex [2] 
6 + a'6 = .B, sive 6 = J?(tnod.a';. Quoniam vero tum / tuin F sunt formae re- 
ductae: tum b tum B iacebunt inter \/D et yD + a' (prout a' pos. vel neg.. 
art. 1 5*5, o). Quare erit necessario b — B, ct 6 = 0. Hinc formae /, F sunt 
identicae atque +21, +33, +6, + 2) = l, 0, 0, 1 = a, 6\ y S (rcsp.). 

3° Si 6 = 0, fit ex [4] 21 = + 1 . 2) = + 1 ; ex L l a = .4; ex [2] 
+ a33 + 6=.B sive 6 = .B(mod.a). Quiu vero tuin b tum iJ iacent inter \D 
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et yD + a: erit necessario B = b et 33 = 0. Quare casus hic a praecedcute non 
differt. 

4° Si £ _z o . fit ex [V 33 = + 1 , <5 ^ + 1 ; cx L 3 a — — A; ex [2 
-r-aM — b — B sive if = — 6(mod.<i). Hinc forma F fortnae / a parte prima 
eontigua erit. et proin cum forma J identica. Quare propter ~ = h. ct B—'b, 
crit + 91 = *. Unde colligitur + 31, +33, +E, +2) resp. csse — h. l. — l.o. 
= 'a, 'tf, 'y, 'o*. 

Superest itaquc casus ubi nullus numcrorum 31, 33, 6, 35 = 0. Hic per 
lA?mma art. 100 quantitates ®, ®, ® idem signum habebunt. oriunturque 
inde duo casus. quum signum hoc vel cum signo ipsorum a. a' convcnirc vel ipsi 
oppositum esse possit. 

II. Si g , idem signum habent ut a: quantitas --■- (quam dcsigna- 

bimus per L) intcr has fractiones sita erit art. !9I |. Demonstrabimus iam , g 

aequalem fore alicui fractionum %,, , ctc. , atquc * proximc sequenti, 

scilicet si fi fuerit = fore = ^r, . In art. praec. ostendimus, quan- 

titatcs -,. *„, ",„ ctc. (quas brevitatis gratia pcr (1). (2), :V ctc. dcnotabiiuus) , at- 

TTT *. 
que L, hunc ordincm (1) obscrvare: (I), {5j . ,.L...(G', ,4), (2); prima harum 

quantitatuin est =0 (proptcr a'— 0), rcliquae omnes idem signum habent ut L 

sive a. Quoniam vero per hyp. ^ , $ (pro quibus scribemus 2Ji. 9i) idem signum 

habcnt. patet has quantitates ipsi l) adextra iaccre [aut si mavis ab eadem parte 

a qua L) , etquidem, quum L iaccat intcr ipsas , alteram ipsi L adextra, al- 

teram a laeva. Facile vero ostendi potest, 2K ipsi (2 a dextra iaccrc non possc. 

alioquin cnim 9i iaccret intcr (I) et L, unde sequeretur primo (2 iaccre inter 9Ji 

et 9i, adcoquc dcnominatorcm fractionis (2) maiorcm cssc denomiuatore fractionis 

91 (art. 190), secundo 9? iacere inter (1) ct (2;, adeoque denom. fractionis 9i esse 

maiorem quam dcnom. fractionis 2, , Q, E. A. 

Supj)onatuus 2R nulli fractionum (2), (3), (1) ctc. acqualem cssc. ut, quid 

inde sequatur, videamus. Tum manifestum est, si fractio 9Ji ipsi L a laeva 

iaccat, necessario eam sitam esse aut inter (1) et (3), aut inter (3j ct (5), aut inter [&) 

et (7) etc. (quoniam L cst irrationalis, adcoque ipsi 9Ji certo inacqualis, fraetiones- 

que (1), (3), (5) etc. quavis quantitatc data, ipsi L inaequali. propius ad L acce- 

dere possunt). Si vero 9Ji ipsi L a dextra iacet: necessario lacebit aut inter (2) 

et (4), aut intcr (4) et (6) aut inter 6 et s) etc. Ponaraus itaque 9Ji iaccre inter 
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,m) et (m + 2), r»tetque quantitates 3H, («), (m+lj. (w + 2), L iacerc sequenti 
ordine. 

(II)*): (m), (SR), («i + 2), L, (m+l) 

Tum erit necessario 31 — |'m+l). Iacebit enim 91 ipsi Z< adextra; si vero etiam 
ipsi (m+1) a dextra iaceret, (m+1) iaceret inter 3R et 31. unde -)r m+l > <S. 
3K vero inter (») et (m + 1) unde <S>-y ,n+ • (art.190), Q. E. A.\ si vcro « ipsi 
m+lj a laeva iaceret , sive iuter (m + 2) et (»+l), foret 2)>Y m+ *. et quia 
(m + 2^ inter 3» et 31, foret 7" +, >2), Q. ,4. Erit itaque 31 = (m + 1 1, 
sive 8 = = - 

Quia 512 — 5BS = 1 . 53 erit primus ad 2) et ex simili rationc 6 m primus 
ad Unde facile perspicitur aequationem $ — consistere non posse, nisi 

fueritaut 33 = fj m , 25 = 0™, aut 9? = — 6 m . 2> = — c™. Iam quum forma / 
per substitutionem propriam a m , 6* m , y m . 8* in formam / m transmutetur . quae 
est (+a m , b m , + a m+1 ): habebuntur aequationes 

aa m a m + 2 6a m y m — a'y m y m = ±a m [5] 

aa m <> m + bia m V n + $ m y m )-ay m & m = b m . . . . [6] 

. B tf*«"4. 2 fcg»a«_a'o-a" = + a m+1 [7] 

a'»g'»_6»' T » -= i [ 8 ] 

Hinc fit: lex aequ. 7 et 3), + a m+1 _ — A. Torro multiplicando aequationem 
2j per a m o m — 6 m v m . aequationem 6 per 212) — S3C et subtrahendo facile per 
evolutionem confirmatur esse 

B-b m = (Ca m -a 7 m )(a»6 m 4- b($6 m + W -afcff") 

-|-(53^ m -^6 m )(a?la-'+i»(ea m + 5!l 7 m )-a*C 7 m ) . . [9] 

sive quoniam vel 6 m = SP, £"* = 2> vel 6 m = — 93, o* m = — 2>. 

2J — b m = ± i6a m — a-f; (aSB3? + 2 6332> — a'2>2>) — + (<5a m — Hf)A' 

Ilinc i? = 6 m (mod. A") ; ■ quia vero tum B tum b—, inter v/D et \'D + A' iacent, 
neccsxario erit B — b m adeoque Sa m — 21 y m — 0, sive * ■ — i. e. 3K — (m). 

Hoc modo itaquc ex suppositione . 3H nulli quantitatum (2), (3), (4) etc. 
aequalem esse, deduximus, eam revera ahcui aequalem essc. Quodsi vero ab 

*) Nihil hic refert, rive ordo in (II) idem ut ut in (I), «vc huic oppowtui, •". r. tive (m) etiun in (I) 
ipii L a iaeva iaceat aive a .l.xtra. 
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initio supponimus. es.se 2R = (»}, manifesto erit vel ~ = a m , (5 = y m . vel 

— 31 — a m , — ~ — y m . In utroque casu fitcx ll et 5] 4 = + a", et ex (91 
B — fc m = + (93 6~ — $f>" , M. sive B = b m (mod. 4). Hinc simili modo ut supra 
concluditur B — b m , et hinc 93 o™ = D 6 m ; quare quum 93 ad 3) primus sit ct 
6*™ ad crit aut & = G m , £> = c~' aut — 93 = 6"", — © = 8". et proin cx [t 

— 4' = ~~ o m + l . Quamobrem formae F, f m identicae erunt. Adiumento ae- 
quationis 21 2) — 93 <5 = a m c~* — 6 m y m autem nullo negotio probatur, poni debere 
+ 93 = 6" m + 2) = o~*\ quando + 21 = a m , + 6 = y m ; contra — 93 = 6 W . 

— $ = — £ m quando — ~ = a m . — ~ = y m . Q. E. D. 

III. Si signum quantitatum etc. signo ipsius a oppositum: demonstratio 
praecedenti tam similis est, ut praecipua tantum momenta addigitavisse sufficiat. 
lacebit ~ v ^+ i inter | et Fractio alicui fractionum 

.^, ^ etc. aequalis erit ....... (I 

qua posita = ~ ', -J- erit = ^ (II) 

Demonstratur autem (I) ita: Si ~ nulli illarum fractionum aequalis esse supponi- 
tur: inter duas tales ^ et ..^ iacere debebit. Hinc vero eodem modo ut 
supra deducitur, necessario esse 

5 • ' - + "t 

atque vel 21 = m a , ~ = m y , vel — ~ = m a , — 6 = m y . Quoniam vero / per 
subxtitutionera propriam m a, m f>, m y, m & in formam 

. ; . m / = (+ m a. "6, + —••) 

transit: hinc emergunt tres aequationes, ex quibus coniunctis cum aequ. 1. 2, 3. 4 
atque hac, m a m c— m 6 m y = 1 deducitur eodem modo ut supra, terminum primum 
A formae F termino primo formae m / aequalem esse. illiusque terminum me- 
dium medio huius congruum secundum modulum A, unde sequitur, quia utraque 
fonna est reducta, adeoque utriusque terminus medius inter \JD et yD~£-A 
situs, hos terminos medios aequalcs esse: hinc vero deducitur -g = ^ • Veritas 
itaque assertionis (I) dcrivata hic est ex suppositione illam esse falsam. 

Supponendo autem w-j — « , prorsus simUi raodo et per easdem aequatio- 
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nes demonstratur, essc etiam . j = a , quod erat secunduni II ). Hinc vero 
adiumento aequationum 21D — SBG — 1 , m a'"6 — m (} m -/ = 1 dcducitur esse vcl 

31 ^"a, 2? - m 6, C = m y. D = "'c 

vel 

-3l = -a, — » = ~g. -S — m y. - £ = '"i 
forraasque F, m / identicas. Q. E. 1). 

194. 

Quum formae quas supra socias vocavimus art. 187. 6 sempcr sint impro- 
prie aequivalentes fart. 159i. perspicuum est, si fonnae reductae F, f impropric 
aequivaleutes sint. formaeque F socia forma G , formas /, G proprie acquiva- 
lcntes fore adcoque forniam G in periodo formnc / contcntam. Quodsi itaque 
formac F, f tum propric tum impropric aequivalentes sunt, patet. tum F tum ' 
G iu periodo formae / reperiri dcberc. Quare periodus haec sibi ipsi socia erit, 
duasque formas ancipites continebit (art. IS7.7). Vndc thcorcma art. 165 cjjrcfric 
confirmatur. ex quo iam poteramus esse ccrti, formam aliquam ancipitctn dari for- 
mis F, f aequivalcntem. 

19.-,. 

Pkoblkma. Propositis duahus formis quihuscuuque <l>, f eiusdem determinan- 
tis : diiudicare utrum aequiralentes sint, annon. 

<SV. Quacrantur duae formac reductae / propositis <J>, rcsp. propric 
aequivalentCN (art. 183). Quae prout aut proprie tantum aequivident. aut impro- 
prie tautuni, aut utroqne modo, aut ncutro; ctiam propositae aut proprie tantiim 
nequivalcntes erunt, aut impropric tantum, aut utroquc aut neutro modo. Kvol- 
vatur pcriodus alterutrius fonuae reductae e.g. jieriodus formae /. Si forma F 
in liac periodo occurrit ueque vero simul forma ipsi F socia, manifesto casus 
primus locum habebit; contra si socia hacc adest ncque vcro F ipsa, secundus. 
siutraquc. tertius; si neutra, quartus. 

Ex. lYopositae sint formae (129, 92, 85), (42, 59, 81) dctermiuantis 79. 
llis proprie aequivalentes invcniuntur reductae 10. 7. — 3), (5, S, —3). Perio- 
du» formae prioris haec ost: (10, 7, — 3), (—3, 8. 5). (5, 7, —6), (—6, 5, 9 . 
(9, I. —7). : — 7, 3, 10). In qua quum forma (5, S. — 3 ipsa non rcperiatur. 
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sed tamen soeia ( — 3, 8. 5): formas propositas improprie tantnm aequivalere con- 
cludimu8. 

Si omnes formae reductae determinantis dati eodem modo ut supra art. 
187, 5) in periodos P, Q, R etc. distribuuntur, atque e quavis periodo forma ali- 
qua ad libitum eligitur, ex P, F; ex Q, G; cx R, II ctc. : intcr has formas 
F, G, II etc. duae quae proprie aequivaleant esse non poterunt. Quaevis autem 
alia forma eiusdem determinantis alicui ex istis proprie aequivalens erit et quidem 
unicae tantum. Tlinc manifestum est, omnes formas huius determinantis in totidem 
classes distribui posse, quot habeantur periodi, scilicet refcrcndo eas quae formae 
F proprie aequivalcnt in primam classem, cas quae formae G proprie aequivalent 
in secundam etc. Hoc modo omnes formae in eadem classe contentae proprie 
aequivalcntcs erunt, formae vero e classibus divcrsis non poterunt proprie aequi- 
valere. Sed hic huic argumento infra fusius cxplicando non immoramur. 

196. 

Pkoblkma. Propositis duabus formis proprie aequiealentibus <J>, <p: invenire 
transformationem propriam alterius in alteram. 

Sol. Per mcthodum art. 183 invcniri potcrunt duae series formarum 

0. <!>', <1>\..<1>" et <p, <p', <p"...?- 

tales ut quaevis forma sequens praecedcnti proprie aequivalcat, ultimacquc <t>", ? v 
sint formae reductae; et quum <1>, <p proprie acquivalentcs esse supponantur, 
necessario <1>" in periodo formae <p v contenta erit. Sit <f v — / ipsiusque periodus 
usque ad formam <t>" haec 

/./',/".. / m ~\ 

ita ut in hac periodo index formae <I>" sit m; designenturque formac quae oppo- 
sitae sunt sociis formarum 

<l>. <!>'. <!>" . . . <t>" per V, V, resp.*\ 
Tum in progressione 

*) It» ul W oriatur ex ♦ commnUndo terminum primum et ultimum trihurndo jur mrdio ngnum oppo- 
«tum. «militerque dc reliqui». 

24 
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quaevis forma pracccdcnti ab ultima partc contigua crit, unde per art. 177 inveniri 
poterit tran-sfonuatio propria primac y in ultimam <P . Illud autem de formis 
reliquis progressionis nullo negotio perspicitur; de liis / m ~\ tp* — 1 s j c proba- 
tur: Sit 

/— 1 = {f. k, i)i r sive <•>» = y, k, D; <t>" - 1 = [/, h", r ) 

Forma (y, A', i") tum formae (9, //, 1"; tum formae <f, h", 1") ab ultiraa parte con- 
tigua erit; hinc »' - rj = i". ct — h = h' ~ — h" mod. 1 vel g vel i"). Unde 
manifestum est, formam (1", — K',<t"), L *■ formam •J*" -1 formae {g,h,i : . i. e. 
formae f m ~* ab ultima parte contiguam esse. 

Si formae <l>, 'f improprie aequivalentes sunt : forma f proprie aequivalebit 
formae cui opposita est <t>. Invcniri potcrit itaquc transformatio propria formae 
f in formam cui <t> est opposita; quae si supponitur ficri pcr substitutionem 
ot, 6, y, 6\ facile perspicitur, -f improprie transformari in ipsam <t> pcr substitu- 
tiouem o, — 6\ y, — 

Ilinc etiam pcrspicuum cst, si formac <1>. <p tum proprie tum improprie 
aequivalentes sint, inveniri posse iluas transforniationcs, propriam et impropriam. 

Ex. Quaeritur transformatio impropria formae 129. 92, 65) in formam 
4 2, 59. 81), quam illi impropric aequivalerc in art. praec. invenimus. Invcsti- 
ganda erit itaque primo transformatio propria formac (129, 92, G5) in formam 
(42, — 59, 81). Ad hunc finem cvolvitur progressio formarum hacc: (l 29, 92, 65), 
(65, —27, 10), (10.7, - 3), (—3.8.5), (5,22.81), (81,59,42), (42, —59,81). 
Hinc deducitur transformatio propria — 47, 56, 73. —87. per quam (129, 92, 65) 
transitin {42, —59, 81); quare per impropriam — 47, —56. 73, 87 transibit in 
42. 59, 81). 

197. 

Si transformatio una formae alicuius [a, b, c) . . , <p in aequivalentetn <t> ha- 
betur : ex hac omnes transformationes similes formae f in <t> deduci poterunt . si 
raodo omnes solutiones aequationis indeterminatae tt — Duu — mm assignari 
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possunt, dcsignantc D dctcrminantcm formarum 0, <f ; m divisorem communcm 
maximum numerorum a, 2b, c (art. 162). IIoc igitur problcma. quod pro valore 
negativo ipsius D iam supra solvimus, nunc pro positivo aggrediemur. Quia 
vero manifesto quivis valor ipsius t aequationi satisfaeiens etiiininuni mutato signo 
satisfacit, similiterquc quivis valor ipsius u: suflieiet si omnes valorcs positivos 
ipsorum t, u assignare possimus, fungeturque quaclibct solutio pcr valores posi- 
tivos, quatuor solutionum vic-e. IIoc negotium ita absolvemus, ut primo valores 
minimos ipsorum t, u (practcr hos pcr se obvios t — m. u = 0) invenire. tum 
ex his omues reliquos derivarc doccamus. 

1 'IV 

1'roblema. Invenire numeros minimos t, u aequationi indeterminatae 
tt — Duu — mm satis/acientes', siquidem furma aliqua \ M, N, P\ datur, cuius de- 
terminans est D, numerorumque M, 'lN, P divisor commutiis ma.dmus m. 

Sol. Accipmtur ad lubitum forma reducta ,a, b, — a)...f, determiuantis 
D, ubi divisor communis maximus numcrorum a, 2 b, a sit m , qualem dari vel 
inde manifestum est, quod forma reducta formae {M, N, P) aequivalens inveniri 
potcst, quac per art. 161 huc proprictate crit praedita: scd ad propositum prae- 
sens quacvis forma rcducta in qua conditio hacc locum habct poterit adliiberi. 
Evolvatur pcriodus formac /, quam cx n formis constare suppouemus. Retentis 
omnibus signis quibus in art. ISS usi sumus, f" erit (+a", b", — a" +l ), quia n 
par. et in hanc formam trausibit / per substitutionem propriam a", tf", y", 
Quia vcro / ct /" sunt identicae: / transibit in /" etiam per substitutionem 
propriam 1, 0, 0, 1. Ex his duabus transformationibus shnilibus forinae / in /" 
pcr art. 162 deduci poterit solutio aequationis tt — Duu — mm in integris, scili- 
cet t — l ;a" C")m (aecpi. 1 b art. 1 62; , ji = (aequ. 1 9) *). Designentur hi 
valores positive acccpti si forte nondum sunt pcr 2V U, cruntque hi T, U valores 
minimi ipsorum t, u, praeter hos t-=m, « — 0 (b quibus ncccssario erunt diversi. 
quia manifcsto y" non poterit esse = 0). 

Supponamus enim dari adhuc minorcs valores ipsorum r, u puta t, u qui 
sint positivi et u non — 0. Tum per art. 162 forma / per substitutioncui pro- 
priam J, 1 1 — /nij, m a'a, m au, m v t-{-6u i transformabitur in formam cum ipsa 

*) Quae in art. I«2 cnmt o, 6, f, 8; «', «', T ', «'; A. B, C; a, b, c : e, 
hicront l.o. 0. I; «'.«", T M"; a, b. a,b.-a; I. 

24- 
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ideuticam. lam ex art. 193. II sequitur. aut j; \t — bu aut — J, ;t — bn\ alicui 
nurrterorum a" , a m , o"" etc. aequalcm esse debere. puta = a^ quia enim 
tt-^Duu-f-wiro bb\\VL-\-aav\\x-\-mm, erit tt>6iuu, adeoque t — b\\ posi- 
tivus; hinc fractio ~- , quae respondet fractioni ^ inart. 193, idem signum 
habebit ut a vel a'j; atque in casu priori £ a'u, *-au, £-(t-\-b\\), in posteriori 
easdera quantitates mutatis siguis. rcsp. = &*•*, y*, Sed quum sit u< U i. e. 
u <^ et > 0: erit y* < y" et > 0; quocirca quum progressio y, y, y" etc. 
coutinuo crescat. necessario u iacebit inter 0 et n excl. Forma vcro rcspon- 
dens, /> identica erit cum forma /. Q. E. A.. quum omues formae ff.f" etc. 
usque ad f n ~ x divcrsae cssc supponantur. Ex his colligitur, minimos valores 
ipsorum t, u 'exceptis valoribus m , 0) esse T, U. 

Ex. Si D = 79, m = I : adhiberi poterit forma (3, S, — 5), pro qua n = 6, 
atque a"= — 8, y" = — 27, o"= — 152 (art. 1 88, Hinc T= 80, U= 9, qui 
sunt valores minimi numerorum /, it, aequationi ff — 79 «»=1 satisfacientes. 

199. 

Ad praxin formulac adhuc commodiores erui possunt. Erit nimirum 
1by n = — a [a n — f>") , quod facile ex art. 1 62 deducitur. multiplicando aequ. [19j 
per 2b, [20] per a et mutando characteres illic adhibitos in praesentes. Hinc fit 
a" + a" = 28"- I 7 V. adeoque 

Fer similem methodum hos valores obtinemus 

±T=m{a n + U"). ±U=^ 

Tum hae tum illae formulae perquain commodae evadunt, propter y" = fi" - \ 
a" = g""', ita ut si his utcws, solam progressioncm 6". tf, 6'"... 6 n ; si illis uti 
mavis, solam hanc fT, o". c m etc. supputavisse sufiiciat. Fraeterea ex art. 189, 3 
facile deducitur, quum n necessario sit par, a* et -6*" eadcm signa habere; 
4 neque minus o" et —7", ita ut in formula priori pro T" differeutia absoluta, in 
posteriori summa absoluta accipi debeat, neque adco ad signa respicere omnino 
opus sit. Keceptis signis in art. 1 89. 1 adhibitis erit ex formula priori 

T = m[k, k". ir . . . . *" : - m / v. r . . . . v-% u = = \k, r. tr . . . . **-« 
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ex posteriori 

t = r. ...*"-*] #"....**), v= r....*»* 

ubi pro valore ipsius T etiam »» [k", k"' k", scribi poterit. 

JSr. Pro D — 61, m = 2 adhiberi potest forma ( 2 . 7 . — 6 ) , pro qua 
eruitur n^6; k". k"\ k'", k'"", k""' resp. ^ 2. 2. 7. 2. 2. 7. Hinc fit 

r= 2 [2, 2, 7, 2, 2, 7] —7 [2. 2, 7, 2, 2] 2888 — 1365 1523 

ex formula prima; idem provcnit cx secunda 

r=4[2,7,2, 2j -h i '2. 7, 2. 2.7; 

U vero fit = [2, 2, 7, 2. 2] = [2, 7, 2, 2, 7 1 = 195. 
Ceterum plura artificia adhuc dantur, pcr quae calculus contrahi potcst, sed 
de his fusius hic loqui brevitas non permittit. 

200. 

Ut ex valoribus minimis ipsorum t, u omnes obtineamus. acquatiouem 
TT — DUU = mm ita exhibemus 

(s+S>)(;-^ = « ■ 

unde etiam erit 

denotante e nnmcrum qucmcunque. lam dcsignabimus brevitatis caussa valores 
quantitatum 

generaliter pcr u e resp. i. e. illarum valorcs pro e — 0 , per t", u° (qui erunt 
m, 0 ; pro t-=l per t\ u (qui fiunt T, U\\ pro e—1 pcr t", «"; pro *=3 per 

t m , u" etc. demonstrabimusque, si pro e accipiantur omnes nuineri integri non 

negativi i.e. 0, omnesque jiositivi ab 1 usque ad oo, expressioncs illas exhibere 
omncs valores positivos ipsorum t, u : scilicet 1 ) omnes valores illarum expressio- 

•) ln his solis quatuor t-X]>re»*u>nibu* ot in aequ. [1] <• denotat txponfntw poUntati»; in reliqui» literae 
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num essc revcra valores ipsorum t. u; II) omncs valores illos esse numeros inte- 
gros; III) nullos valores positivos ipsorum t, u dari qui sub formulis illis nou 
contincantur. 

I. Substitutis pro t*, u* valoribus suis nullo ncgotio adiumcnto aequ. ' 1 1 
coulirmatur, esse 

f f 4- «* V >D ) 1 1* — «' MD ) =mm, i. e. t e t' — Du e «' = mm 

II. Eodem modo facile confirmatur, es.se generaliter 

Ifl Ifl 

Ilinc manifcstum est. duas progressiones t°, t', t", t'" etc, u°, u, u". u" etc. esse 
rccurrentes, et utriusque scalam rclationis , — 1, scilicet 

f = «? t '—t°, t m = **t" — t etc, m" sa % -Z m' etc. 

m m m 

Iam quoniam per hyp. forma aliqua datur, \M, N, P), detcrminantis D, 
iu qua 3/. 2N, P per m sunt divisibiles: habebitur 

TT = [NN- MP)UU + mm 

eritquc adeo manifcsto 4 TT per mm divisibilis. Hinc m erit numerus integer 
et quidem positivus. Quia vcro t° = m, t'=T, u° =0, u'=U, adeoque integri: 
omnes f", r'" etc. m", m" etc etiam iutcgri crunt. Porro perspicuum e*t, quia 
TT~>mm, omnes f°, f', f", f" etc. positivos et coutinuo in infinitum crescentes 
esse, nec non omncs m°, m', m", m'" etc 

III. Supponamus. dari adbuc alios valores positivos ipsorum t, u qui in 
progressione f°, t', t" etc m°, u, u" ctc non contenti sint, puta 2, U. Manife- 
stum est. quum progressio m°, m' etc. a 0 in infinitum crcscat, 11 uecessario inter 
duos tenoiHM proximos, u" et M n+t situm fore, ita ut sit U>m" et U<u n+ '. 
l ; t absurditatem huius suppositionis demonstremus, observamus 

1° Acquationi tt — Duu = mm satisfactum iri ctiam ponendo 

t .. 7 l zr — d\\ u" . u = ± u r - 2 u n ) 
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lloc quidem nullo ncgotio pcr substitutioncm confinnatur: quod vero hi valores 
quos ponemus brevitatis gratia — t. <j, semper sunt nunieri intetjri. ita ostcndimus. 
Si M, N, T) cst forma determinantis D, atque m divisor communis numerorum 
M, 2N, P: erit tum X + NVL tum r" + Nu n per m divisibilis adeoque etiam 
U(f"+iVtf") — «"(I + iVUi sive Ur" — 2u". Quare u crit intcgcr ct proin ctiam 
-., quia rt ss= Dvj + mm. 

2° Patet U non possc esse = 0 ; hinc cnim scqueretur 

UUf"r" -= Z2u n u n 

sive 

UU(I>«"«" + »i/« = «"«"(DUU + m») 

sive UU = «"«", contra hyp. cx qua U>«". Quum igitur practer valorem 0, 
minimus valor ipsius u sit U, erit u certe non minor quam V. 

3° Facilc cx valoribus ipsorum f". f" + \ «", «" + 1 confirmari potest, esse 
mU= «" + , r — f" + , «". 
Quare Uf" — 1«" certe non erit minor quam u" +1 1" — . f" +l «" . 

4° lam cx aequatione 2f-DUU = mm habetur 
et similiter 

unde facilc dcducitur esse * > . Hinc vero et cx conclusione in 3° sequitur 

,Uf" — Zu"; (f" + «"J) > («" +l r" — r" +, «"; (/"+«" £4vi 

sivc, evolntione faeta, et loco ipsorum 22, r" t n , t n+l t n+i substitutis valoribus 
suis J5UU + mm. !>«"«" + mm. Z)«" +1 «" +I + mm. 

1(UU - «"«") > [«" + 1 «" +1 - «"«" 

unde, quoniam utraque quantitas manifesto positiva , fit transponendo 
U + > «" + l + "^p . Q E. A., quia quantitatis prioris pars prima minor est 
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quani pars prima quantitatis secundae, nec non illius secuuda miuor quam secuuda 
huius. Quamobrcm suppositio consistere nequit et progressiones t°, t', t" etc. 
»°, u, u" etc. omnes valores positivos ipsorum t, u exhibebunt. 

Ex. Pro D— 81, »» = 2 valores minimos positivos ipsorum /, u inveni- 
mus 1523, 195: quare omnes valores positivi exhibebuntur per has formulas 

<=(^+xV60' + ( i ^- 1 f & VW 

Invenitur autem 

/° = 2, /'=1523, /"=1523 /'—/°= 2319527, /" = 1523/"— /'—3532618098 etc. 
»°=0. u'=195, m"=1 523 «'— m°= 296985. «'"=1 523w"— u'= 452307960 etc. 

201. 

Circa problema in artt. praecc. tractatum sequentes observationcs adhuc 
adiicimus. 

1) Quum aequationem tt — Duu = mm pro omnibus casibus solvere do- 
cucrimus, ubi m est divisor communis maximus trium numerorum M, 2N, P, 
talium ut NN—MP—D: operae pretium est omnes numeros qui tales diviso- 
res esse possunt sive omnes valores ipsius m pro valorc dato ipsius D assignure. 
Ponatur D nnD, ita ut D' a factoribus quadraticis omuino sit liber, quod 
obtinetur si pro nn assumitur maximum quadratum ipsum D metiens: sin vero 
D iam per se nullum factorem quadraticum implicarct, fieri deberet n = 1. 
Tum dico 

Primo, si D fuerit formac 4*+l, qucmvis divisorem ipsius 2» fore va- 
lorem ipsius m, et vicc versa. Si enim § est divisor ipsius 2n, habebitur forma 

g, n, ""' ' '^), cuius determinans est D, et in qua manifesto divisor communis 

„ nn(J5'— 1) , nn(I)'— i) 4nn V— \ 

maximus numerorum q, 2w, — — ent g hwtct cnim — * = — • 

9 9 f \r .99 99 * 

csse numcrum intcgrum i. Si vero, vice versa, g supponitur esse valor ipsius m, 
scilicet divisor communis maximus numcrorum M,'lN,P, atque NN — MP—D: 
manifesto \D sive AnnD divisibilis erit per gg. HlUC vero sequitur , 2n ne- 
cessario per g divisibilem essc. Si cnim g ipsum 2« non nictiretur, g et 2n 
liaberent divisorem communem maximum minorem quam g, quo posito = $. at- 
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quc 2n = oV, g = Bg, foret n'n'D pcr g'g' divisibilis. n nd g adeoque etiam 

«V ad g'g primus et proin ctiam D pcr g'g divisibilis, contra hyp. secundnm 

quam D ab omni factore quadratico est liberatus. 

Secundo, si D fucrit formae \k-\-2 vcl 4 A - — f- 3. quemvis divisorem ipsius 

n fore valorcni ipsius m , ct vicc versa qucmvis valorcm ipsius m metiri ipsuiu 

n. Si cnim g est divisor ipsius «, babebitur forma ijj, 0, — •—-—), cuius dctcr- 

minans = D, et ubi manifcsto numcrorUm g, (), " nIY divisor communis maximus 

9 

erit — Si vcro g supponitur essc valor ipsius m. puta divisor communis 

maximus numcrorum M, 1N, P, atque NN — MP — D: eodcm modo ut supra 

g metietur ipsum ln, sive ~ erit intcger. Si quotiens hic esset impar: qua- 

dratum foret E5 1 (mod. 4), adcoque "" ,Z> aut = 2 aut = 3fmod. 4,. 

IBmXr* 9 ili tXX *MP « JV.V, , . . tJtX . . 

At = — = = mod. 4 j , ct proin aut ee 2 aut = 3 

99 99 99 99 99 v . 9.9 

iiuod.4), Q. E. A., quia omne quadratum aut cifrae aut unitati secundum modu- 

lum 4 congruum esse debet. Quare quotiens y necessario erit par. adcoque y 

integer . sive g divisor ipsius n . 

Patct itaque, 1 scmper esse valorem ipsius m, sive aequationem tt — Duu—\ 

pro quovis valore positivo non quadrato ipsius D per praecedcntia resolubilem 

esse; 2 tunc tantummodo esse valorem ipsius m, si D fuerit aut formae \k. 

aut formac 4* -+- 1 . 



2) Si m est maior quam 2, attamen numerus idoneus, solutio aequationis 
tt — Duu = mm reduci potest ad solutionem similis aequationis, ubi m est aut 
1 aut 2. Scilicet posito ut ante D = nnD, si m ipsum n metitur. metictur 
mm ipsum D. Tum si valorcs minimi ipsorum p, q in aequatione pp — ^qq — l 
supponuntur esse p — P, q = Q, valores minimi ipsorum t, u in aequatione 
tt — D u u — mm erunt t — mP, u=Q. — Si vero m ipsum n non metitur, 
metietur saltem ipsum 2» eritque ccrto par; ^ autcm intcger. Et si tunc va- 
lores minimi ipsorum p, q in aequatione pp — ~qq = 4 inventi sunt p = P. 
q = Q: valores minimi ipsorum t, u in aequatione tt — Duu = mm erunt 
/= ™ P, u— Q. ._. In utroque autem casu non solum ex valoribus minimis 
ipsorum p, q valores minimi ipsorum t, u, sed ex omnibus valoribus illorum omnes 
valores horum pcr hanc methodum manifesto deduci poterunt. 
> 

3, Dosignantibus f u , u°; t\ »'; t", u etc. omnes valores positivos ipsorum 

25 
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t, « in aequatione tt — Duu = mm 'ut in art. pracc.) , si contingit ut valorcs 
quidam ex scrie illa, valoribus primis in eadem secundum modulum qucmcunquc 
datum r, congrui sint, puta /P = /(sive =w), 1*^=«° sive = 0(mod.r); simulque 
valores proxime sequentes valoribus secundis , puta 

fP+ l = t\ = «' (mod.r; 

erit etiam 

t? + t = t", u? + * = «"; r? +J = t ", «P +s = u" etc. 

Iloc facilc inde deducitur, quod utraquc series t°, t', t" etc, m°, «', «" ctc. est ex 
recurrentiuin genere, scilicet quoniam 

t " = ll t' — t", tP+* =—tf + x — tf 

erit 

t" = r?+ 2 

similiterque de reliquis. Hinc autem sequitur, fore generaliter 

r* + P = r* w*+P == n*(mod.r) 

denotante h numerum qucmcunquc, nec non adhuc gencralius, si fucrit 

u = v (mod. p) , fore t* = t\ u* = «*(mod. r). 

4) Conditionibus autem in observ. praec. requisitis semper satistieri potest, 
scilicet scmper inveniri potest index p (pro modulo quocunque dato r), pro quo sit 

fP = r°, t*+ l = t\ «P = «°. «?+■ = «' 

Ad quod demonstrandum observamus 

primo, conditioni tertiae semper satisficri posse. Nullo enim negotio per 
critcria in (1) tradita perspicietur , ctiam acquationcm pp — rrDqq = mm ho- 
lubilem fore; et si valorcs minimi positivi ipsorum p, q (praeter hos m, o) sup- 
pouuntur esse P, Q: inter valores ipsorum t, u manifosto erunt etiam t^=.P, 
u = rQ. Quare P, rQ in progressionibus t°, t' ctc.. m°, m' ctc. contcnti erunt. 
et si P— r\ rQ - «\ erit w > =0 = «°(mod. r). Praeterea facilo perspicietur, 
inter u° et «* nullum tcrminum fore ipsi u° secundum modulum r congruum. 

Secundo patet, si hic insuper trcs reliquae conditiones adiinpletae sint, puta 
si etiam « x+t = «', t x = t°, r x+l = t'. poni tantummodo debcrc p = X. Si 
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«vero una aut altcra illarum conditionum locum non habct, dico certe statui posse 
p — 2i\. Nam ex aequat. [1] formulisquc gcucralibus pro t", «' in art. praec. 
deducitur 

r ,? = l^fi+DM)** m -{mm + 2.D«V; 

adcoquc 

r mr 

quac quantitas crit numerus integer, quia per hyp. r ipsum «'' mctitur, nec non 
mm ipsum 4D, adcoque a potiori m ipsum 2Z). Porro crit u* 1 = m t^u x . 
et quoniam 

4/V = iDt»V-f- 4mn 
adcoquc pcr /mjm divisibilis, 2* 1 erit divisibilis per m, et proin « ,l per r, sive 

« li = «"(mod.ri 

Tcrtio invcnitur 

ct quoniam cx simili rationc 3 cst intcger, erit 

/ ,> '+ I = /'(mod.r) 

Tandeiu reperitur 

I m 

et quoniam 2r 1+l pcr m divisibilis cst. ir pcr r: crit 

«* 1+ * = «'(mod.rj. Q. £. Z>. 
(.'eterum usus postcriorum duarum observationum in scqucntibus apparebit. 

202. 

Casus particularis problematis, nempe solvere oequationcm tt — Duu = l, 
iam a geometris seculi praccedentis fuit agitatus. Sagacissimus Fcrmatius pro- 
blema hoc analystis Anglis proposuit. Wallisiusque Brounkerum tamquam invcn- 
torcm solutionis, quam in Alg. Cap. 9S, Opp. T. II ».418 sqq. tradit, nominat; 
Ozaiiam Fcrmatium; denique Ul. Euler, qui de illo egit in Comm. Petr. \ I p. 17 5, 
Comm. nov. XI p„2% *), Algebra P. II p. 226 . Opusc. An. 1 p. 31 0 , Pcilium. undc 

*} ln nac comm. »l|rorithmu« quem art. J: <-xpo«uimu«, prr «milui «ijrna exhibelur. quod no« illic an- 

25* 
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problema illud a quibusdam uuctoribus Pellianum vocatum est. Omnes bae solu- 
tioncs, si esscntiam spcctas, convcniunt cum ca quam obtinemus, si in art. 198 
foruiam reductani eam adoptamus in qua a — 1 ; attamcii opcrationem quam prac- 
scribunt tandem necessario Jiniri, sive problema semper recera solubile esse, jieino 
ante ill. La (irangc rigorose ' demonstravit, Me/anges de la Suc. de Turin T. IV 
p. 19, et couciunius Hist. de fAc. de Berlin, 1767. p. 237. Exstat baec disqui- 
sitio etiam in supplementis ad Eulcri Algehram iain saepius laudatis. Ceterum 
methodus nostra ;ex principiis omnino divcrsis petita, neque ad casum m — \, 
rcstricta) plerumquc plurcs vias ad solutionem perveniendi suppeditat, quoniam 

in art. 19S a quavis alia fornia reducta \a, b, — a') proficisci possuuius. 

.' 

203. 

Problema. Si/ormae <J>, 9 sunt aequivalentes. omnes transformutiones aUerius 
in alteram exliibere. 

Sol. Quaudo formae hae unico tantum modo aequivalcntcs sunt i.e. aut 
propric tantum aut improprie tantum) quaeratur per art. 196 transformatio una 
formac <f in 0, quac sit a, o\ y, 0, patetque alia.s quam quae huic sint similes, 
dari iion posse. Quando vero 9, <1> tum propric tum impropric aequivalent, quae- 
rantur duae transformationes dissimiles. i.e. altcra propria altera impropria, puta 
a, d, y, «5 et a, G\ y, ff, eritque quaevis alia transformatio aut huic aut illi similis. 
Si itaque forma <f est ^a, b, c), ipsius determinans — D, divisor communis maxi- 
mus numerorum a, Ib, c ^uti seniper in praec.) m, atquc t, u indefinite omnes 
numeri aequationi tt — Duu = mm satisfacientes : in casu priori omnes trans- 
lormationcs formae <? in <P contcntac erunt sub prima formuiarum sequentium 1, 
in posteriori vel sub prima I vel sub secunda 11. 

I 1 J r («'-(«* + 7< : )«0. 4 C^/— (66 + cc)«) 

y(yt+(aa + yb)u), ^tft+iGa + n^u) 

II i (a> - [a'b + y'c) u) . i &t - ( ffb + $c) u) 

*(r*4-f«'«H-/»)«). ±(St+(*a + 8b)u) 

'} Quac \Valli«iui «1 hunc fmom protulit 1. c. p. 427. 42s nihil ponderb habcnt. 1'uralojrismu» in <o con- 
awtit. quod p. 41» 1. i, lupponit, proponita quantitatc p invcniri posie numeroti tnt«gro« ", s talcs ut nii- 
nor «it quam p, defectut vero asritjnato minor. Hoc utique verum est, quantto defcctti* auignalm e«t quan- 
htwiiLiia, neque vero, quando ab < et ■ prndet atlroque variabilU ent, uti in ca«u prae»enti evenil. 
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Rc. Desiderantur omnes transformationcs formae (129, 92. 65} in fonnam 
(42, 59, 81). Has improprie tantum aequivalentes esse in art. 195 invenimus et in 
art. seq. transformationcm impropriatn illius in hanc eruimus — 47, — 56, 73, 87. 
Quamobrem omnes transformationes formae (129, 92, 65} in (42, 59, 81) exhibe- 
buntur per formulum 

— (47*4-421«), — 56*4- 503«. 73*4- 653«, S7*+ 780« 

ubi /, « sunt indefinite omncs numeri acquationi ** — 79 «« = 1 satisfacientes ; 
hi vero exhibentur pcr formulas 

± t = i((S0 4- 9y'79;< 4- (80 - 9 y/79)*j 

± " = .-7»C(80 + 9y/79)- - (80 - 9^/79)') 

ubi pro e omnes numeri integri non uegativi sunt aecipiendi. 

204. 

Perspicuum est , formulam generalem omnes transforinationes exhibentem 
eo simpliciorem evadere , quo simplicior fuerit transformatio initialis ex qua for- 
mula est deducta. lam quum arbitrarium sit , a qua transformatione proiicisca- 
mur. saepenuniero formula generalis simplicior reddi potest, si ex formula primo 
inventa transformatio simplicior deducitur tribuendo ipsis *, h valores determina- 
tos. et tunc ex hac alia formula componitur. Ita e.g. positis in formula in ex. art. 
praec. inventa, * = 80, « — — 9, prodit transformatio simplicior quam ea a qua 
profecti eramus, scilicet 29, 47, — 37, — 60, unde deducitur formula generalis 
29*— 263«, 47*— 424«, —37* 4- 337«, —60*4- 543«. Quando itaque 
per praecepta praecedentia formula generalis eruta est, tentari poterit, annon. 
tribuendo ipsis *, u valores determinatos + *', 4:«'; jr#"i + «" etc. transfor- 
matio obtineatur simplicior quam ca cx qua formula deducta fuit . in quo casu ex 

illa transformatione formula simplicior derivari poterit (^eterum in diiudicanda 

simplicitate aliquid arbitrarii remanet, quod si operae pretium esset ad norniam 
fixam revocare, nec non in progressione *', »'; *\ «" etc. limites assignare posse- 
mus, ultra quos transformationes continuo minus simplices prodeant, ita ut ultra 
progredi opus non sit sed intra illos tentamen instituisse sufficiat: attamen quum 
plerumque per methodos a nobis praescriptas transformatio simplicissima vel sta- 
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tim vel adliibitis pro t, u valoribus + t\ + u prodirc soleat, hanc disquisitio- 
neiu brevitatis gratia suppriinimus. 

205. 

Pboblema. Invenire omnes repraesentationes numeri dati M per formuiam 
datam axx -\- 2 bxy -J- cyy, cuius determinans positicus non-quadratus — D. 

Sol. Primo observamus, investigationem repracsentationum pcr valorcs 
ipsorum x, y intcr sc non priinos, bic prorsus codem modo, ut supra (art. 181) 
I>ro formis determinautis negativi , ad eum casurn reduci posse , ubi repraesenta- 
tiones per valores indeterminatarum inter se primos quaeruntur, quod igitur bic 
repctcre supcrfluum foret. Ad possibilitatcm repraescntationum per valorcs ip- 
sorum x, y iuter se primos autem requiritur, ut D sit residuum quadraticum ipsius 
M, et si omnes valores expressionis y''D(mod. M) sunt N.—N, N', —N', N", —N" 
etc. (quos ita accipere licet ut nullus sit > J M) , quaevis rcpracscntatio numcri 
M per formam propositam ad aliquem horum valorum pertinebit. Aute oinuia 
itaque valores illi erui debebunt; tunc repraesentatioues ad singulos pertinentcs 
deinceps investigari. Rcpraesentationes ad valorcm N pertinentcs non dabuntur, 
nisi formae [a, b, c) ct [M, N, * A tf /} ) proprie aequivalentes sunt; si vero sunt, 
quaeratur trausformatio aliqua propria prioris in posteriorem. quae sit a, 6\ y, o*. 
Tum habebitur rcpracscntatio nuraeri M per formam [a, b, c) ad valorcm N per- 
tineus haec: x = a, y = y, omuesque repraesentatioues ad hunc valorem perti- 
nentes exhibebuntur per formulam 

J* = ^(af— (a&-f-yc)w), y — i fyf + (aa + yA; h) 

desiguante m divisorem communem maximum numerorum a, 2b, c; et t, u in- 

delinite omncs numeros acquationi tt — Duu~tnm satisfacientes Ceterum 

manifestum est. formulam hanc generalcm eo simpliciorcm cvadcre, quo simph- 
cior sit transformatio a, 6\ y, 8 ex qua deducta est; quare haud inutile erit, trans- 
lormationem simphcissimam formae a, h, c) in (3/, N, --' secundum art. 

praec. antea cruere , ct ex hac formulam dcduccrc Prorsus codem modo re- 

praeseutationes ad valores rehquos — N, N', — N' etc. pertinentes (si quae dan- 
tur per formulas generales exhiberi possunt. 

Kt. Quaeruutur omnes rcpracseutationes numcri 585 per formulam 
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i2xx-\- 62*ry + 2, .yy- Quod ad rcpraesentntiones per valores ipsorum x, y 
inter se non primos pertinet, statim patet alias huius generis dari non posse, 
quam in quibus divisor communis maximus ipsorum x, tf sit 3: quum 585 per 
unicum quadratum 9 divisibilis sit. Quando itaquc omnes rcpracscntationcs nu- 
meri i.e. 65 pcr formam 42.i / .r'+62 l ry+2iyy inventae sunt. in quibus x ad 
y primus; omnes repraesentationes nirmeri 5S5 per formam 42,rj+62.rM+21 yt/, 
in quibus x ad y non primus, ex illis dcrivabuntur poncndo x — 3x, y = 3y'. 
Valores expressionis v '79(mod. 65) sunt +12, +27. Rcpraesentatio numeri 65 
ad valorem —12 pertinens invenitur x'=2, y' = — I; quocirca omnes reprae- 
sentationes ipsius 65 ad hunc valorem pertinentes exhibebuntur per formulam 
af = 2f — 4 1 m, y = — /+53«, adcoquc omncs repraesentationes ipsius 5S5 hinc 
oriundae per formulam .r — 6r — 123«, y= — 3/+159M. Simili modo in- 
venitur formula generalis omnes repraesentationes numeri 65 ad valorem +12 
pcrtinentes exhibens x' = 22 r — 1 99 m . y = — 23r + 2 1 1 u ; et formula omnes 
repraesentationes numcri 585 hinc oriundas complcctcns x = 66 r — 597 m. 
y = — 69r + 633M. Ad valores -}-27 et — 27 autem nulla repraesentatio nu- 

meri 65 pertinet Ut repraesentationes numeri 5S5 per valores ipsorum x, y 

inter se primos inveniantur, primo valores cxprcssionis y'79 (mod. 5S5) eruere 
oportet, qui sunt + 77, + 103 > i 1 57 > i 24S. Ad valores +77, + 103, + 24S 
invenitur nullam repraesentationem pertinere; ad valorem — 157 autem pertinet 
rcpracsentatio x = 3 , y = 1 , unde deducitur formula gcneralis omncs rcpraesen- 
tationes ad hunc valorem pertinentcs cxhibcns x = 3 f — 114«, ^ = * + 1 57 m ; 
similiterque invenitur repraesentatio ad -f-157 pertinens x = 83, y = — 87. et 
formula in qua omnes similes sunt contentae x=S3f — 746 m, y = — S7f-j-7S9M. 
llabentur itaque quatuor formulae gcneralcs. sub quibus omnes repraeseutationes 
uumeri 5S5 per formam \2xx + C>2xy + 2\yy contentae sunt 



X = 


6f — 


123 m 


y = 


— 3 / + 159m 


X = 


66f — 


597 n 


a = 


— 69/ + 633 m 


X = 


3f — 


114« 


y = 


t + 157 n 


X = 


S3r — 


746m 


9 = 


— 87 f + 7S9« 



ubi f, m indetinite omnes numeros intcgros denotant, qui aequationi tt — 79mm = 1 
satisfaciunt. 

Applicationibus specialibus disquisitionum praecedentium de formis dcter- 



200 



minantis positivi non-quadrati brevitatis gratia non immoramur, quippe quas 
simili modo ut artt. 176, 182 quisque, sine negotio, proprio marte instituere 
poterit, statimque ad formas dcterminantis positivi quadrati, quae solae adhuc 
supersunt. properamus. 

De formit dtttrminamti* yuadratt. 
206. 

Problkju. Proposita forma (a.b.c) detenninantis quadrati hh, desiqnante h 
ipsius radicem positivam. invenire formam (A, B, C) illi proprie aequivalentem, in qua 
A iaceat inter limites 0 et 2h — 1 incl., B sit =h, C = 0. 

Sol. 1. Quoniam hh — bb — ac, erit (h — b):a = c: — [h + b). Sit huic 
rationi aequalis ratio 6* : c, ita ut 6* ad c sit primus, dcterminenturque a, y ita 
ut sit ao" — 6*v = 1 , quae ficri potcrunt. Per substitutionem a, 6, y, 2 transeat 
forma (a, b, c) in (d, b', c) , quae igitur illi proprie aequivalens erit. Habebitur 
autem 

V = aa$ + b{aS +Hy)+ cy8 

= (A — b)a$ + b(a8 + $y) — (h+b)6y 
= A(a«— gy) = h 

c' = atftf + 2b68 + cSB 

(h — b)tiS+2bf}$ — (h + b)tiS=0 

Quodsi itaque insuper d inter limites 0 et 2 h — 1 iam est situs, forma y d, b\ i) 
omnibus conditionibus satisfaciet. 

II. Si vero d extra limites 0 et 2h — 1 iacet, sit A residuum minimum 
positivum ipsius d sccundum modulum 2 h, quod manifesto inter hos liroites 
situm erit, ponaturque A — d=2hk. Tum forma (d,b',c) i. e. (d, h, 0) per 
substitutionem t, 0, k, 1 transibit in formam [A, h, 0), quae formis (d, V, c), 

(a,b,c) proprie acquivalens crit omiiibusque conditionibus satisfacict Ceterum 

perspicuum est , formam [a, b, c) transire in formam (A, h, 0) per substitutionem 
a + d*. 6, y + £k, 6". 

Kx. 1'roposita sit forma (27,15,8) cuius dctcrminans =9. Hic A — 3; 
rationibus — 12:27 = 8: — 18 in numeris minimis aequalis est ratio 4 : — 9. 
Positis itaque 6= i, c _ — 9 . ot _ — 1 . y _ 2 , forma (d, b', c) fit (— 1 . 3, 0), 
quae trunsit in formam 3, 0) per substitutionem 1.0. I, 1. Haec igitur est 
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forma quaesita, transitque in eam proposita per substitutioncm propriam 3, 4, 

— 7,-9. 

Talcsformas (.4,7?, C), in quibus C = 0, B = h, A inter limites 0 et 
2A — 1 situs, formas rcductas vocabimus, quae igitur a formis reductis dctcrmi- 
nantis negativi, vel positivi non-quadrati , probe sunt distingucndac. 

i. . 207. x 

Thkorema. Duae formae reductae [a, h, 0), [d, 0), non idcnticae proprie 
aequivalentes esse non possunt. • . 

Dem. Si cnim proprie aequivalere supponuntur, transeat prior in posterio- 
rem pcr substitutioncm propriam a, b*, 7, B, habcbunturque quatuor aequutioncs: 

aaa -f- 2hay = d [1] 

. " aaH + hiaS -f- 6» = h ...... . [2] 

aliG + 2hiic = 0 3] 

ali — tSy = 1 [4] 

Multiplicando aequationem secundam per #, tertiam per a et subtrahendo fit 

— h[ac — l»y) 6 = f>A, sive, propter [4], — 0*A = &h, undc necessario 6" = 0. 
Quareex[4^, ao = l, ct a = + l. Hinc cx [ll, a + 2yA = a', quae acquatio 
consistcrc ncquit, nisi 7 = 0 (quoniam tum a tum a' pcr hyp. intcr 0 et 2h — 1 
iaccnt) i.e. nisi a — d, sive formue [a, h, 0), [d, h, 0) identicae. contra hyp. 

Hinc sequeutia problcmata, quae pro determinantibus non-quadratis multo 
maiorem dimcultatcm faccssebant, nullo ucgotio solvi potcrunt. 

I. Propositis duabus formis F, F' eiusdem determinantis quadrati, ineesti- 
gare an proyrie acquicalcant. Quaerantur duae formae reductae forniis F, F' resp. 
proprie aequivalcntcs ■ quac si idcnticae siuit, propositac proprie aequivalentes 
erunt, sin minus, non erunt. 

II. Iisdem positis iniestigare an improprie aequivaleant. Sit forma alterutri 
propositarum e.g. formac F opposita. G; quac si formae F' proprie aequivalct, 
F et F' improprie aequivalebuut , et contra. 

20S. 

Problema. Propositis duabus formis F, F' dcterminantis hh proprie aequi- 
valentibus: ineenire transformationem propriam alterius in alteram. 

20 
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Sol. Formae F proprie aequivalcat forraa reducta <P, quae itaque per hyp. 
etiam formae F' proprie aoquivalebit. Quaeratur per art. 20G transformatio pro- 
pria formae F in <l>. quae sit a. 6\ y, S; nec non transformatio propria formae 
F' in <1> . quae sit a\ 6", y\ c". Tunc 0 transformabitur in F' pcr substitutio- 
nem propriam <S\ — ff , — y\ a' et binc F in F' pcr substitutionem propriam 

«£ — Sy\ &' a '-a6", ytf - cy, ca' - yt? 

Operae ]>retium est, aliam formulam pro hac transformatione formae F in 
F' evolverc, ad quam formam reductam <t> ipsara novissc nc opus quidcm sit. 
Ponamus formam 

F essc [m, b, c) . F' = («'. b', c) , <D _ (A, h, 0) 

Quoniam rationibus h — b : a vel c : — [h + &) in numcris minimis aequahs 
est ratio b* : 6\ facilc pcrspicitur = £ forc integrum, qui sit /; nec non 
jj- = - A s ~- integrum forc qui ponatur =g. Ilabcbitur autem 

A = oaa-f- 2tay + cyy adcoquc t> J = aaa&* + Ifcatfy + ctfyy 

sive fsubstitutis pro a&\ <5(A — fc), pro c, Gg^) 

&\4 = aa8A + i(2gy — ag)a + 66yya 

sive (propter b = — A — <5a) 

6A — 2a{a<5-6y)A + (a« — b'y)V = 2aA + a 

Simili raodo 

f)4 = aaaS + 26ay<5 + cyyi 

= aacg/+ ft(2aS — iSyJy — tfyyA 

= («*-« T J»/+>7(«a-* T )« = 2yA+/ 

Quare 

a = r - -=hr 

Proreus eodem modo positis 

A-6' a' c -A-6 ' 

T" F — * * T = ~v— — 9 

fit 

ct - _W < _ 
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Quibus valoribus ipsorum a, y, o\ y' in formula modo tradita pro transforma- 
tione formae F in F' substitutis, transit in hanc: 

6/' - Vg fg — t? >/' — »'/ g'/— >/ 
lA ' I» ' 2* ' U 

cx qua -4 omnino abiit. 

Si duae formae 'jF, jF' improprie aequivalentes proponuntur, et transfor- 
matio impropria altcrius in altcram quacritur, sit forma G opposita formac F, ct 
transformatio propria formae G in F' haec o, 6, y, 5. Tunc manifcstum est, 
a, 6\ — y, — £ fore transformationem impropriam formac F in J 5 ". 

Deniquc patet, si formac propositae et propric et improprie aequivalentes 
sint. hoc modo inveniri posse transformationes duas alteram propriam alteram 
impropriam. 

209. 

Nihil itaque iam supcrest quam ut cx una transfonnationc omnes rcliquas 

similes dedueere doceamus. Hoc vero pendct a solutione aequationis indetermi- 

natae tt -hkuu — mm, designante m divisorem communem maximum nume- 

rorum a, 2b, c, si [a, b, c) est alterutra formarum acquivalcntium. Scd haec 

aequatio sempcr duobus tantum modis solvi potest , nempe ponendo aut t = m, 

m — 0 , aut / — — m, u = 0. ' Ponamus enim dari adhuc aliam solutionem 

t=T, u — U, ita ut U non = 0. Quia mm ipsum ihh ccrto metitur, erit 
iTT_0±VU + *TT *J±VV jnt Sed nu , lo 

mm mm ' ~ mm mm ^ ^ 

negotio perspicitur. numerum 4 duorum quadratorum integrorum difFerentiam 
esse non posse , ni*4 quadratum minus sit 0 i. e. U — 0 , contra hyp. — Si ita- 
que forma F in formam F' per substitutionem o, 6\ y, h transit, alia transfor- 
matio huic similis non dabitur praeter transformationem — a, — o\ — y, — o. 
Quare si duac formac liut propric tantum, aut impropric tantum aequivalent, 
duae tantum transformationes dabuntur; si vero tum proprie tum improprie, qua- 
tuor, nempc duae propriae duaeque unpropriac. 

210. 

Theoreua. Si duae formae reductae (a, h, 0), (a\ h, 0) improprie sunt aequi- 
valentes, erit aa' = mm'mod.2mh), designante m divisorem communem maximum 
a, 2 A, ctl a, 2h; et vice versa , si a,2h; a, 2 h 

26 
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communem maximum m habent , atquc est ad = mm(mod.2mh), formae (a, h, 0). 
(d, h, 0) improprie aeqitivalentes entnt. 

Dem.l. Transeat forma (a,h, 0) in formam (d, h, 0) per substitutioncm 
impropriam n, li, y, 6" ita ut habeantur quatuor aequationes 



aaa 2hay = d [t] 

aatJ-h A(ao-r-^y) = h [2] 

ab*b' + 2Ab'o = 0 [8] 

aS — fiy = — 1 [4] 

Hinc sequittir , multiplicando [4] pcr h ct subtrahendo a [2], quod ita exprimi- 

mus [2] — h {\}, 

(aa + 2Ay)6 = 2h [5] 



similitcr ex y 8 [2] — y y [3] — (a + a 6 7 + A y c) [4 ] deletis quae scse destruunt 

— aa£ — a + 2Ayr\ sivc — (aa + 2Ay)8 = a . . [0] 
deniquc cx a(l] . . . aa (aa + 2Ay) ^= aa', give 

(aa + 2Ay) s — ad = 2Ay(aa + 2Ay) 

sive 

(aa + 2Ay) s = aa' (mod. 2A (aa + 2 Ay)) [7] 

Iam ex [5] et [6] sequitur aa+ 2 Ay metiri ipsos 2A et a, adooque etiam ip- 
sum m, qui est divisor communis maximus ipsorum a, 2 A ; manifesto autem M 
metietur etiam ipsum aa + 2 Ay; quarc ncccssario aa + 2 Ay crit aut — + 1» 
aut = — »». Hinc statim sequitur ex [7], m m = aa' (mod. 2 mh) Q. E. P. 

II. Si a, 2 A ; d, 2 A eundem divisorem communcm maximum m habent, 
insuperque est ad==mm (mod. 2 f»A) , crunt intcgri. Facile 

vero confirmatur, formam (a, h, 0) transire in (d, h, 0) per substitutionem 
— °, — — , ,~ I" -", -; nec non hanc tran.sformationem esse impropriam. Quarc 
formac illac erunt improprie aequivalcntcs. Q. E. S. 

Hinc etiam statim diiudicari potest , an forma aliqua rcducta data (a, h, 0) 
sibi ipsi improprie aequivalens sit. Scilicet designato divisore communi maximo 
numerorum a, 2h per m, esse debebit aa = m m (mod. 2m h). 
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211. 

Omnes formae reductae detcrminantis dati hh obtinentur, si in fornia in- 
definita (A, k, o) pro A omnes nutneri a 0 usque ad 2h — 1 incl substituun- 
tur, quarum itaquc multitudo erit 2h. Ferspicuum cst, omncs formas detcrmi- 
nantis hh iu totidem classes distribui posse, hasque iisderu proprietatibus praedi- 
tas fore quas supra (artt. 175, 195) pro classibus formarum determinantis nega- 
tivi, ct positivi non-quadrati attigimus. Ita omncs formac dctcrminantis 25 in 
decem classes distribucntur, quac pcr forraas reductas in singulis coutentas di- 
stingui poterunt. Hae formae rcductae sunt: (0, 5, 8), (l, 5, 0), (2, 5, 0), (5, 5, 0), 
(8, 5, 0), (9, 5, 0), quac sibi ipsae simul improprie aeqiuvalcnt; (3,5,0) cui im- 
proprie aequivalet (7, 5, 0); (4, 5, 0) cui improprie acquivalet (C, 5, 0). 

212. 

Problema. Invenire omnes repraesentationes numeri dati M per formam da- 
tam axx-\-'lbxy-\-cyy determinantis hk. 

Solutio huius problcmatis cx principiis art. 16S prorsus eodem modo peti 
potest, ut supra (artt. 1S0, 181, 205; pro formis determinantis negativi et positivi 
non-quadrati ostendimus; quod, quum nulli difhcultati sit obnoxium, hic rcpctcre 
superiluum csset. Contra haud abs rc crit, solutionem cx alio principio quod ca- 
sui praeseuti proprium cst deducere. 

Positis ut artt.206, 20$ 

k — b : a — c : — (A -f- b) = 6 : 3 

A — i a y. r — h —b 

t~ ^ t =/= « = -»— =9 

nullo ncgotio probatur, formam propositam essc productum ex factoribus &r — 6y 
et fx — gy. Unde manifcstum est, quamvis repraesentatjonera numcri M per 
formam propositam praebere resolutioncm numcri M in binos factores. Si ita- 
que omnes divisorcs numcri M sunt d, d', d" etc. (inclusis etiam 1 , et M, et 
singulis bis sumtis puta tum positive tum negative), patet omncs repraesentatio- 
nes numeri M obtineri, si successive ponatur 

8* — *jr = d, fx—gy^* 
cx — b'y = d', fx — gy = J etc. 
valores ipsorum v. y hinc evolvantur. eacquc rcpraescntationes eiiciantur ubi r 
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aut y valores fractos obtinent. Manifcsto vero ex duabus priinis aequationibus 
scquitur 

IM—gdd IM—fdd 

* ~~ (f.f-i 9 )d " & — {if-hgjd 

quos valores semper determinatos fore inde manifestum quod 6 f — ig — 2 h, ad- 

eoquc numcrator ccrto non = 0 Cctcrum cx codcm principio, puta rcsolubi- 

iitatc cuiusvis formae dcterminantis quadrati in binos factores , ctiam rcliqua pro- 
blemata solvi potuissent: sed inethodo ei quam supra pro formis dctcrminantis 
non-quadrati tradidimus analoga ctiam hic uti maluimus. 

Ex. Quaeruntur omncs repraesentationes numeri 12 per formam 3.t\r-f- 
Axg — "iyy- Haec resolvitur in factores x — y et Zx+ly. Omnes divisores 
numeri 12 sunt + 1,2,3,4,6.12. Tositis ,r — g — 1 , 3x-\-Ty = 1 2 fit 
x=[$, y =-f* r , qui valorcs tamquam fracti sunt rciiciendi. Eodem modo cx 
divisoribus — 1 , + 3, + 4. + 6, + 1 2 valores inutiles obtinentur; ex divisore 
+ 2 vero obtinentur valores x= 2.^ = 0, ct cx divisore —2 hi x=—2. 
g — (i ; praeter has duas repraesentationcs igitur aliac non dantur. 

Methodus haec adhiberi nequit, si J/=o. In hoc casu manifcstum est 
omncs valores ipsorum x, g aut acquationi Sx — tf^— 0, aut huic fx — gy = \\ 
sati.sfaccre dcbcrc. Omncs autem solutiones aequatiouis prioris continentur iu 
formula x=dr, jf — cz, designaute 0 indefinite numerum integrum quemcun- 
que (siquidem uti supponitur 6". 6 intcr sc primi sunt) ; similiterque poncndo di- 
visorem communem maximum numerorum f,g, — m, omncs solutiones aequatio- 
nis posterioris cxhibebuntur per formulam x= ff ~, « = * s . Quare hae duae for- 

■ 1 m *~ m 

mulae generales omiies repraescntationes numcri M in hoc casu complecteutur. 

In praecedentibus omnia quae ad cognoscendam aequivalentiam et ad inve- 
niendas omnes transformationes formarum ncc non ad rcpraesentationes omnes 
uumeroruni datorum per formas datas indagandas pertinent, ita sunt explicata, ut 
nihil amplius dcsidcrari possc vidcatur. Nuperest itaque tantummodo, ut propo- 
sitis duabus formis quae propter determinantium inaequalitatem aequivalentcs esse 
uequeunt, diiudicare doceanms, annon altcra sub altcra contenta sit. et in hoc 
ca.su omues transformationcs iliius in hauc invcnire. 
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21 3. 

Supra artt. 157, 15S ostendimus, si fbrma / determinantis D forniam F 
determinantis E implicet ntquc in ipsam transcat pcr substitutioncm a. li, y, 6, 
fore E=(aB — 6y) ! D; si fuerit aB — 6"y — Hh>. formam / non modo impli- 
care formam F sed ipsi aequivalentem es»e et. jiroin si / ipsam F implicet neque 
vcro eidem aequivaleat. quotientcm ^ es^e integruffli maiorem quam I . Problcma 
itaque hic solvcndum crit. dUudicare an fprma datii f determinantis D fornutm 
datam F determinantis Dee implicet, ubi e supponitur csse numcrus positivus 
maior quatn 1 . Hoc ncgotjum ita absolvemus, ut multitudinem tinitam formarum 
sub / coutentarum assignarc doccamus quae ita sint comparatae, ut F si sub / 
contcnta cst neccssario alicui ex illis aequivalerc debeat. 

I. Ponamus omncs divisores (positivos) numcri e (inclusis etiam 1 et e) 
cssc m, m, m" ctc, atque e — mn = mV=mV etc. Designcmus brevitatis gratia 
formam in quam / transit per subs,titutionem propriam m, 0, 0, n ita (m; 0), 
formam in quam / transit pcr substitutioncm propriam m, 1, 0, n per (m; 1 etc. 
gcncraliterque formam in quam / per subst. propriam, m.k.Q.n transmutatur per 
(»; k). Simili modo transeat / per subst. propriam m', 0, 0, n in (m'; 0); 
per banc m, 1 , 0. n in (m'\ 1) etc., per m", 0, 0, n in (»"; 0) etc. ctc. Omnes liae 
formac sub / proprie contentae erunt, et cuiusvis determinans = Dee. Complcxum 

omnium formarum [m; o), (m; 1}, (m; 2) (m; m — I), (m; 0), (m'; 1) (m'; m' — 1); 

(m"; 0) etc. quarum multitudo erit m -|- m'-\- m" + etc. et quas omnes inter se 
diversas fore facilc perspicitur. dcsignemus per Q. 

Si e.g. forma / est lmec (2, 5,7) atque e = 5, Q comprehendet sequentes 
sex formas (I; 0), (5; 0), (5; 1), (5; 2}, (5; 3), (5; 4) quae si evolvuntur sunt 
(2. 25, 175). (50. 25, 7), (50, 35, 19), (50, 45, 35), (50, 55. 55), (50, «5, 79). 

II. Iam dico, si forma F determinantis Dee sub / proprie contenta sit, 
uecessario eandem alicui formariun Q proprie aequivalentem fore. Ponamus for- 
mam / transformari in F pcr substitutioncm propriam ct. 6, y, B, critque 
aS — 6y = e. Sit numerorum y, B (qui ambo simul o essc ncqueunt) divisor 
communis maximus positive acceptus = », atque i = m. qui manifesto crit in- 
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tcgcr. Accipiantur g, h ita ut sit yp-f-cA — «, denique sit k rcsiduuni mini- 
nium positivum numeri ag-{-Hh sccundum modulum m. Tum forma [m; k) 
quae mauifcsto erit intor formas 12, formac F proprie aequivalebit, et quidem iu 
ipsam trnnsformabitur pcr substitutionem propriani 

"' ^ ', " - 9 ' "' " 
Nam primo perspicuum est hos quatuor numeros esse integros; secundo facile con- 
firmatur substitutioncm esse |(ropriam; tertio patet , formam in quam m;k) per 
substitutionem illam transeateahdem c$e in quam/ k ) transeat per substitutionem 

sive quoniam mn — e = at — 6y, adcoque^fj y'-f- m n = ao\ «e — mn — 6*7, 
per hanc 

^-(«TJ-T-rtSA), ^-(o*yy -f- tfSA), y, 

sive denique quoniam yj7-f-(?A = M, pcr hanc ot.tf.y, 2 t. e. pcr hyp. , in F. 
Quare 'm; k) et F propric aequivalentcs crunt. Q. E. D. 

Ex his igitur seniper diiudicari potest, an forma aliqua data / deteriBiiian- 
tis D fonnam F detenninantis Dee proprie implicct. Si vero quacritur an / 
ipsam F improprie implicet, investigari tantununodo debet au forma ipsi F op- 
posita sub / proprie contcnta sit, art. 159. 

214. 

Peoblema. Propositis duabus formis , f determinantis D, et F determinan- 
tis Dee, quarum prior posteriorem proprie implicat: exhibcre omnes transformationes 
proprias formae f in F. 

Sol. Desipnante Q eundem formaruiu complcxum ut in art. praec. . ex- 
cerpantur ex hoc complexu onincs forniae quibus propric acquivalet, quae sint 
<t>, <t>', <t>" ctc. Quacvis liarum formaruin scqucnti modo suppcditabit transfornia- 
tioncs proprias formac / in F. ct quidcm alinc abas (i. e. singulne divcrsas;. 
cunctae vero cunctas [i. e. nulla transformatio propria formae / iu F erit quatn 
non una ex formis <t>, <1>' etc. praebeat). Quoniam methodus pro omnibus formis 
<t>' ctc. cadcm est, de una tantum loqucinur. 

') Uuippe qunc pcr «uttttitutionem m, k, 9, » to (m; k) transit V. art. 1*1. 
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1'onamus 4» esse (Jf; A' . atque e = MN ita ut / in <t> per substitutio- 
nem propriam M, K, 0, A T transeat. Porro designentur omnes truusformatioues 
propriac formac <t> in F indefinitc per a, 5, c, b. Tum manifesto / transibit in 
<l> per suhstitiitiouciu pmpriani Ma-\ /v'c, Mb-^-KW^Nc, iVb. ct hoc modo ex 
quavis tiansforiuatione proprin forinne '!> in /■' scquetur transforniatio propria 
formne / in F. — Eodchn niodo tnu taiidne sunt fortnnc rcliquac «1»'. <l>'' ctc., 
quarum singnlnc tran.sfonnutionc* pivpriac in F trunsforuiationtftti proprinm for- 
mae / in F prucbebiint. 



l T t apparrat. hancsnlutioncm e\ omni parte complctam o.sse. ostcudcndiun crit 

I. Ho< modo ontiifs trunsfonnatinnesi projnias jtossihites formae f iu /•' obti- 
neri. Sit tninsformatio quac( unquc propria forcnae / in F baec a, b\ y. < atquc 
ut in nrt. prnec. II, « divisor conimunis muxinnis numcrorum y, o"; nuineri 
/7i, g, h, k autcru eodeiu niodout illic (lctcnninati. Tunc foriun (m; k) crit inter 
formns il» <!>' ctc. et 

w sr^ ■ — — * " 

uliquu cx transformntiouibu> pmpriis huius forinae in F; ex hac vero |>cr re#u- 
lam inodo traditain obtinctur transformatio a. d. y, c ; hnec omnia in art. praec. 
sunt deuionstrata. 



II. fJmiies transformationes /tor moiio /trodeuntes inter se </ierrstis tssr , ,vtr« 
nnllam bis ohtineri. Nullo quidcm negOtio perspieitur. plures transforinationes 
diversas eiusdem forrnae <t> vel <!>' etc. in F candem trnnsformationem formae / 
in F producere non posse; quod vero etiam formac divcrsac c. g. ( l> ct <t>' ean- 
dem trnnsfonnationem suppeditare ncqucant, ita dcmonstratur. Supponamus, 
transformationcm propriam a. G\ y, c formac / in F obtineri tum ex transforma- 
tione propria a. b, c, b formae <1> in F, tum ex transformationc propria a', b', c', b' 
formae <t>' in F. Sit 4> = {Af; K). <t>'=(Af: A"), e = MN=M'N Habe- 
buutur itaque aequatioues 

a = Ma + Kc = M'a'+K'c ....... [1] 

t» = Jfb + A'b = M'V + K'V [2] 

r = Nc = 2VY [3; 

27 
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S sm # [4] 

ob — 6c = a'b'— b'c' = 1 [5] 



4] — b[3] scquitur adiumento aequ. 5], JV = A T ' ab* — bc), quare N' me- 
ipsum N; simiKter^ex o' ;4>— b'«3] fit ^fo'b — b'c) =s A", quare JJf metie- 
um JV', unde, quia^tum N tum,*A7 stfpponujiflir esse positivi, crit fleces- 
N = iV", »et M = 3f. et hin# ex 3 4 4, < = c', b = b'.*Eorft fit ex 



Ex a[4 
tictur ipsum 

tur ipsum JV', unde, quia 
sario N= N',»et M —' 

BM " ,[I3, '«t **I K 

A = 3/>b' -bo') -f$E'W--l>'$ = Jtf*£fbVi + A" 

hinc K = A" mod. j|Q quod^p^p «fequit nisi A = A", ^$uia turn^A' tum 'A" 
iacent inter limites 0 cP- M — 1* Qffiyiobreni formae <t>. non sunt diversae. 
contra hyp. 

^ "fl? * * 

Cetcrum patct , si D fuerit ncgativus vel*positivus qUadratjis , per metho- 
dum hanc omnes transformationes proprias fdrmae / in F revera inVeniri possc; 
si vcro D positivus non-quadratus ; formulae ccrtac gencralcs assignari potertmt. 
in quibus omncs transformationcs propriac (quarum raultihido infinitn conten- 
tae erunt. fc. 

Denique, si forma F improprie sub forma / contehta est, omnes JJ&ans^r- 
mationcs impropriae illius in hanc per methodum traditam facilc exhiberjgpoterunt. 
Scilicet si a, t>, y, o* indcfinite omnes transformationes^roprias formae / in for- 
mam quae formae F opposita est, designare supponitur: omnes transf. irffprof<riae 
formae / in F exhibebuntur per a, — 6\ y, —6". 

Ex. Desiderantur omnes transformationes formae (2, 5, 7) in (27 5, 0, — I), 
quac sub illa tum proprie tum improprie contenta est. Complexum formarum Q 
pro hoc casu iam in art. pracc. tradidimus; examine instituto invenitur, tum 
(5; 1) tum (5; 4) formae (275, 0, — 1) proprie aequivalere. Omnes transforma- 
tioncs propriae formae (5; 1) i. e. (50, 35, 19) in (275, 0, — 1) per theoriam no- 
stram supra explicatam invcniuntur contincri sub formula gcnerali 

16f— 275u, — f+16H, — 15*4-275«, r — 15« 
ubi /, « designant indefinite omnes numeros integros acquationi tt — 275km=1 
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satisfacientes; quare omnes transformationes propriae formae (2, 5, 7) in 

'275. 0, — 1) hinc oriundae contentae eruut'sub formula «cnerali 

• * 

65*— 1100«, — 4f-f-65«. — 15f-f-275tt, f — 15« 

Simili modo omnes transformationes propriae formae [5, 4) ». e. (50. 65, 79) in 
(275, o, — 1) continentur sub formula gcnerali 

' j 14f-f-275«, 14«. — 15f-Jfl75tt, — f— 15« 

* • . jr . ' 

ndeoque^ ojnue%iransforn\atioue* propriae formae 12, 5, 7) in ;27 5. 0, — 1) hinc 
oriundae sub hac 

10f-Ka*Sw. f+10tt, — 15f— 275«. — t — 15« 

Hae duae formulae igitur omnes tranjifrmationes proprias quacsitas amplectun- 
tur*Vis_ r^entvemjnoj^ui^Trftpi^oiiuies transformationes improprias formae 
(2, 5, 7) in (275. 0. — scqucntibus duabus formulis contentas essc: 

(I) 65f— 1100«, 4f— 65«, — I5f-r-275tt, — f-4-15tt 

et (II)... 10^,0.75«. _f_10«, -t5f-275«, 

, Vl ,- • \ * 

Formtu tuterminantis 0. 
215. 

Hucusque fownas dctcrminantis 0 ab omnibus disquisitionibus exclusimus; 
de hi s itaque, ut theoria nostra ab omni parte completa evadat, quacdam adhuc 
sunt adiicienda. Quoniam <»encralitcr dcmonstratum est, si forma aliqua dctcr- 
minantis D formam determinautis D' implicet , D' esse multiplum ipsius D, 
statim patet, formam cuius determinans _ 0 aliam formam quam cuius determi- 
nans etiam sit — 0 implicarc non possc. Quarc duo tantummodo problemata 
solvenda restant, scilicet 1° propositus duabis formis f, F, quarum posterior habet 
determinantem 0. diiudicare utrum prior posteriorem implicet necne, et in illo casu 
otnnes trausformationes illius in hanc exhibere. 2° Invenire omnes repraesentationes 
numeri dati per formam datam determinantis 0. Problema primum aliam mctho- 



*) Concinniui omnes tramtformationc* propriac exhibentur per formulam 
let-r-ss», f + 2u, — \!,t— mh, — t — Sh 
t « indefinilc omnn intcgro* aequntioni ft— JIIW m l 

27' 
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dum rcqtiirit . quando dctorminans prioris formae / etiam est 0 , aliain quando 
non cst 0. Haee otnnia iam exponemus. 

L Antc omnia ©bscrvanuis , qunmvis formam axx + 2bxg + cgg, cu- 
ius determinans bb — ac — 0, ita exlriberi posse migx+hg'f % dcnotantibus 
g, h numcros inter se primos, m iutegrum. Sit enim m divisor commuuis ma- 
ximus ipsorum a, c eodem siguo acceptus quo hi numeri ipsi sunt affecti (hos 
signa opposita habcre non posse farilc perspicitur). cruntque " n , ^ integri intcr sc 
primi non negntivi. productum cx ipsis — ~ i. e. quadratum, adeoque illi ipsi 
quadrata fart.21). Sit -=gg, - — hh, erantque etiam g. h inter sc primi, 

b b "* 6 m 

gghh — ~, et gh — + -• Hinc patet 

m(gx + hg)* fore = axx + 2 b xg + cgg 

lam propositae sint duac formae /. F, utraque determinantis 0. ct qui- 
dem sit , 

/ = migx + hgf, F = mOX+HY)* 

ita ut g ad h, G ad H sint primi. Tum dico. si forma / implicct formam F, 
m aut ipsi M aequalem esse aut saltem ipsum M metiri et quotientem esse qua- 
dratum; et vice versa si sit quadratum integrum, F contcntam esse sub /. 
Si enim / pcr substitutionem 

X = aX+6i', g = yX + SY 

in F transire supponitur, erit 

%(GX+HYf = Uas+ 7 k)X+ qSg+U)ry 

undc facile sequitur ~ esse quadratum. Ponatur —ee, eritquc 

t(GX+HT) = ±C[*9+7k)X+Vf+$k)r), i.e. 
+ eG = ag + yh, +ell = fy-r-c** 

si itaque &, ita dctcrminantur ut sit &>G + lpII — 1, erit 

±e = ®{ag + yh) + $(6g + $k). adeoquc integer. Q. E. P 

Si vero. vicc versa, supponitur, * esse quadratum integrum _ ee, forma / 
implicabit formam F. Scilicet integri et, o*. y. c ita poterunt determinari ut fiat 
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ap + yh = ±eG, tjg + ch = ± eH 

-» 

Accipiantur cnim integri g. Ij ita ut tiat g^-j-Fi/» = 1, satisfictque aequntioni- 
bus illis ponenclo 

a = ±eGq±hz, y = ±eG\i—gz 

quicunque valores integri fpfcfo -z , z tribuantur; quare F contenta erit sub /. 
Q. E. S. Simul haqfl dtfp^ter^ntelligitur, has formulas omnes vulores quos 
a, 6. y, 8 nancisci possum, 1. e. transformationes formac / in F exhibcre. 

si modo z, z indefinite amncs nutnaws intcgros cxhiberc supponantur. 

1 1 . J^ropositii^^fcus fltrmis /= a a: a; ± 2 b .ry -|- cyy cuius determinans 
non =0, et F— M^rX^mfiy cuius determinans =0 'designantibus ut 
ante G, H numeros injer je?J>rimos) , dico^nwio, si / implicct ipsam F, nume- 
rum M per fownnm /*cpracsentari posse; secundo, si M per / repraesentari 
possit. F sub / cbhtcntflhi csse; tcrtiu, si in hoc casu omues repraesenUitiones 
numeri M per formam / indcfinitc exhibcantur ita x = i, t y = 9, omnes trans- 
tioues fornmr / in F cxhibcri ita Gi,Hi, G<j, H<j. Quae omnia sequenti 




Ponnmus / transirein F per substitutionem a, 6\ y, 8, accipinnturque 
immeri ® . Sp ita ut sit <3G±$H = 1. Tunc manifcstum cst, si ponatur 
x = a® ±?)Sp, y = y<8±8S?, valorem formae / fieri Jf, adeoque M reprae- 
scntnbilcm esse per formam /. 

2° Si 8upponitur esse aH± 2&£u-f-cuo = M, manifestum cst. per sub- 
stitutioncm Gi, II i, Gj, II<j, formam / transire in F. Quod vcro 

3° in hoc casu substitutio Gi, Hi, G<j, Hu omnes transformationes formac 
/ in F exhibeat, si i, o supponantur exhibere omnes valores ipsorum jj. y, qui 
faciunt f=M, ita perspicitur. Sit a, &\ y, 8 transformatio quaccunque formae 
/ in F, ct ut ante <8G± SjH = 1. Tum inter valores ipsorum .r, y erunt 
ctiam hi 

X = a(M4-G*£, y = y<3-\-8$ 
cx quibus obtinetur substitutio 
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G\'ct®+«$;.. ff,.«®+i)^). G( r ®+8$), ff( r ®+ C £i 

nive 

a + §(SG-aH), 6 + ©(a/f— gG) 

7 + i,(fi<?_ r H), g+@( r tf_a<?) 

•Sed quoniain 

« (a X + 6 F) 1 + 2 i (o X+ 6 F) ( 7 X+ £ 1 + e £ X+ 5 JV _ f if(GX+7/ Ff 
erit 



;(g r -a^ = Wtf&aH? 

adeoquc fquum determinans formae / per ae — hyi* multiplicatus aequalis sit 
determinanti formae F i. e. =0, adeoquc < tium; a<5 — $j>*= «j . f 

BG—yU — 0, r,G — <rll =s% 

Hinc substitutio illa transit in hanc a, 6", 7 , o\ undc patet. formulam traditani 
transformationcs formae / in .F suppeditare. 



III. Supcrest ut omnes repracscntntiones numeri dati per formam datam 
dcterminantis 0 cxhiberc doccamus. Sit forma haec m{gx-\~hyf, patetque 
statim, numerum illum per M divisibilem, et quotientem quadratum csse dcbeie. 
Si itaque numerus propositus statuitur — mee, pcrspicuum est, pro quibus va- 
loribus ipsorum x, y fiat m(gx + hg) 1 = mee, pro iisdem fieri gx~-\-hg aut 
— ■ -\-e, aut = — e. Quare omnes rcpracscntationcs habebuntur, si omnes 
solutiones aequationum lincarium gx-\-hy — e, gx-\-hg= — e in integris. sunt 
invcntae. Has vcro solubiles esse constat (siquidem g, h sunt inter sc primi ut 
supponitur). Scilicet si g, l) ita detcrminantnr ut sit §g-\-\)h = 1. aequationi 
priori satisfiet ponendo x _ (\e-\-hz, g = §e — gz; posteriori vero faciendo 
x = — %e-\-hz, ^ — — f)e — gz, dcnotante z integrum quemcunque. Simul 
vero formulae hae omnes valores integros ipsorum x, g exhibent . si z indefinitc 
uumerum quemvis integrum designare supponitur. 
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Solutio Qrnrraiw ommmm anjunljnnum undtttr». .1 jraJu* duiu ineogntta* implieantium 

^,£< p*r ii umtiro* integrot. 

His disqiiisitionibus coronidis loco apponimus 

Problkma. Invrniru imu.. s wlutti>n< < urquationis generalis *) indeterminatae 
secundi (/rudus duas incugnitas tinjilicqnti- 

a xx -f -1 I, xi) + rjrjf — 2 d v + 2 ey +/ = 0 




; ubi a, l>, <• sunt mteori quicuvqi/< dati /><■>■ immeros integros. 
Sof. lntroducanius loco incognitaniin c, y alias 

p 'bb— \-be — <•</ ct </ //6 — atOy + tirf — <ie 

qqi tuunifesto semper crunt intcgi-i . quawlo v. y sunt integri. Quo facto habe- 
bitur tequatio + m 

app-\ 21'p'l ;-•'/'/ — / hh- • '"' aee—2bde-\-cdd\ - u 

1 ' ' • I 
sive posito brevitatis gratia numero 

ac)* + (&& — ac)[aee — Ibde + cdd) = — Af 

hacc 

app-\-2bpq-\-cqq — M 

• V ■ 

Iam omncs solntioncs huius acquationis, ». e. omncs rcpracsentationcs numeri M 
per fornmni (a, b, c) in praecedentibus invenirc docuimus. Si vero cx singulis 
valoribus ipsorum p, q, valore.-. respondentes ipsorum x,y adiumento aequationuin 

l> + r ti — 6 * q + ae — bd 

bb — ae ' & bb — ae 

determinantur , facile perspicitur , omncs hos valores acquatioui propositae satis- 
faccre . et nullos valores integros ipsorum x, y dari qui hoc inodo non obtinean- 
tur. Si itaquc cx omnibus valoribus ipsorum x, tf sic prodenntibus valoros 
fractos eiicimus, omnes solutioues quaesitae remancbunt. 
Circa hanc solutionem sequentia sunt observanda. 



*) Si aequatio proponcretur in qua cocfficicnn secundtt», quartua vel quintun non e»*et par, multiplicata 
per 1 cam forninm NfJfMNI qunm hic «upponimus. 



« 
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I" Si aut M ]ht t'< •vMiitui ii. ui uun |>otc-t. aut ex nulla 

reprncsentntione vnlorcs inteijri i, r, ,y scquunfur: aequario in integris nulln 

modo solvi poterit. ^jf "B^| 

2° Quaudo determiunns formac n.h.c, i. c. numcrus 6/* — ac cst ncir.i- 
tivus. vel positivus quudratus simulquc .V non =0; multitudo rcprnescuintio- 
num numcri il/ pcr formam n. <■ rrit ti proin cham multitudo otu- 

uiutn solutionum acquatiotiis propositac -i quae omniuo dantur fiuitn crit 

.1" Quando /yi — </<• cst ]>ositivus non-qun<liatu- \<1 quariiarus ct siinul 
M -0: numcrus M. si ull<> inodo. i nfinitis modis dicersis [>cr formniu </./<.<• 
repracscntari poterit: se<l qiumiam impossiliile e«t , ha« repraescntatiuncs ouim s 
ipsas invcnirc ct tentare utruni val<»res intejjros ipsorun] > . </ praelwaiit an frac- 
tos, ncccssarium est regulom teadcre . pcr quarh . ti nti in l< > fbrte nulla omniuo rc- 
prncscntatio valorcs intcirn» i]>s<nuin j . i/ pracl>er<» potest , do hac rc ctrti ' ticri 
possimus 'nam quotcun<|u<; rcpraesentationes in ho< casu tmtatac fuerint . alisqi 
tali rcgulu a<l ccrtitudincm numquam pervcnix •nm-. i ; aJmhdo vcro aliae ttrprae- 
scntationes dant valores iutcgros ipsorum r, //. aliac frneUw: <lo< cndum erit quo- 
mo<lo hnc nb illis a priori genernliter dignosci possint. . 

I" Quando bb — ac=(>: valores ipsorum x, y pcr formulns i»racccden- 
tes omnino non possunt dcterminari; quarc pro hoc casu methpdns peculiaris inve- 
stigari dcbchit. 

217. 

Pro co casu, ubi bb — ac est numerus positivus non-qiuidratus . suprn 
d<»cuimus, omncs repracscntationcs numcri M pcr fonnnm app -f- 2bp/j -\- cqq 
si qunc omnino dcntur cxhibcri posse, per unnm vel per plurcs formulns tules 

f = *{*#+*»). q = J (6/-r-®«) 

dcnotantibus 21, 3?. S, 35 nuineros integros datos, m divisorem communein maxi- 
miim numerorum a, 2b, c: dcniquc t, u iiulcfinitc omncs numcros integros ae- 
quationi tt — (bb — acitu — mm satisfucientes. Quoniam oiniics valorcs 
ipsorum t, u tum j>ositive tum negative accipi possunt: pro singulis illarum for- 
marum quaternas alias sub.stitucre poterimus. 

p _r i $ t -}-©«;. — 

p = &(** — SJ« . 7 = .!, Cr— Xu 
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P = *(-**+»«), q - *(-6f + 2>«) 
P =-i;«/ + S3«;. q = -±{$t + 1>u) 
ita ut multitudo omnium formularum nunc quater maior sit quam antea , t et « 
vero non amplius omnes numeros aequationi tt — {bb — ac)uu — mm satisfa- 
cientes exprimant, sed positivos tantum. Quaevis harum formarum itaque seorsim 
considerari , et qui valores ipsorum /. « pracbeant valores integros ipsorum x, y, 
investigari debebit. 

• 

Ex formula 

= q - *(G* + 2>«) .... [1] 

sequuntur valores ipsorum x, y lii: 

9/ + Viu + '«<•'' — tnbe (Sf + Ji( + ma( — mbd 

m{bb-ac)- ' $ — m(bb-ac) 

Supra vcro ostendimus, omnes valores (positivos) ipsorum t constituerc progres- 
sionem recurrentem t °, t', t" ctc. . similiter valores respondentes ipsius « quoque 
seriem recurrcntcm formare u°, u, u" etc; praeterea assignari jwsse numerum p 
talem . ut secundum modulum qucmcunque datum fiat 

,P == t °, fl > + , = f, t* + * = t" ctc, «? = «°. «>+' = «' etc 

Pro hoc modulo accipiemus numerum mfbb — ac), designabimusque brevitatis 
gratia valores ipsorum x, y qui prodeunt ponendo t = t°, « = «°, et qnibus 
tribuemus indicem 0 , per x°, y°; similitcrque cos qui prodeunt faciendo t = t', 
« = «', per x, y quibus tribuemus indicem 1, etc Tunc nullo negotio perspi- 
cietur, si a^, «* fuerint numeri integri atque p rite determinatus, etiam .ir + ( \ 
y h+f ; nec non x h+s? , y h + * 9 et gencraliter ,r A +* p . y h+k? , integros fore; et 
contra si vel y h sit fractus, etiam x h + i *, \cl y h + i ? fractum fore. Hinc 
facile concluditur, si valores ijisorum x, y, quibus indites 0, 1, 2....p — 1 com- 
petunt. evolvantur, et pro nullo horum indicum tum x, tum y integer sit, nullum 
omnino indicem dari , pro quo tum x, tum y valorcs integros recipiant, in quo 
casu ex formula [1] nulli valores integri ipsorum x, y deduci poterunt. Si vero 
inter illos indices aliqui sunt, puta |A, ji', jt" etc quibus valores integri ipsorura 
x, y respondent. omncs valores integri ipsorum x, y, qui quidem ex formula [1] 
obtineri possunt. ii erunt. quorum indices sub aliqua formularum p+#p, p+*p. 

28 
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(i" + A-p etc. sunt contonti, denotante k indefinite omnes numeros intcgros po- 
sitivos , inclusa etiam cifra. 

Formulae reliquae sub quibus valores ipsorum p, q contenti sunt, prorsus 
co<lem modo sunt tractandac. Si contingeret, ut cx nuUa omnium harum for- 
mularum valores integri ipsorum x, y obtineantur, aequatio proposita in integris 
nullo prorsus modo solvi posset; quoties vero revera est solubilis, omnes solutio- 
ncs in integris per praecepta in praecc. tradita exhiberi poterunt. 

• 

218. 

Quando 66 — a c cst numerus quadratus atque M = 0 , omnes valores ip- 
sorum p, q comprehensi erunt sub duabus huiusmodi formulis ^ = 81*, j = 33r; 
p = 21'*, q = $}>z, ubi : indefinitc designat qucmvis numcrum intcgrum, 21, 93, 
IT, 93' vero sunt integri dati, quorum primus cum secundo, tertius cum quarto 
divisorem communem non habent (art.212). Omnes itaque valores integri ipso- 
rum x, y ex formula prima oriundi contcnti crunt sub formula [1] 

_ Hi + cd — be Ci-f at — bd 

X bb — ac • " — bb-ac 

omnesque reliqui ex formula sccunda oriundi sub hac [2] 

„ _ Vu + ed-b* m + a*-bd 

X — —bb-ac ' V — bb-ac 

Sed quoniam utraque formula ctiam valores fractos pracberc potcst fnisi 
66 — ac — 1), opus cst ut eos valores ipsius z, qui tum ipsum * tum ipsum y 
integrum reddunt, a reliquis in utraque formula scparcmus; attamen sufficit pri- 
mam solam considerare, quum pro altcra prorsus cadem methodus adhibenda sit. 

Quoniam 91, 93 inter se primi sunt, duos numeros a, S ita detcrminare 
licebit, ut fiat o9!4-o93 = 1. Quo facto habetur 

(a.r + by)(66 — ac) = z-\-a{cd — be)-\-i[ae — bd) 

unde statim patet, omnes valores ipsius z qui valores integros ipsorum x, y pro- 
ducere possint, necessario numero a(6e — cd) -f-B(6rf — ae) sec. mod. 66 — ac 
congruos, sive sub formula (66 — ac)z'-\-a{be — cd)-\-b(bd — ae) contentos esse 
debere, designante z indefinite numerum integrum. Hinc facile loco formulae 
[lj obtinemus scquentem 
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* = «*• + 1 x «<"-■;)-»<»'- «3 

■ 60 — ac 

„ . . 5U _' n s> *(*«»- ■»») — — crf) 

» a ^ 6ft — ae 

quam aut pro onmibus valoribus ipsius z' aut pro nullo valorcs integros ipsorum 
x, y praebere manifestum est. et quidcm casus prior semper locum habebit, quando 
8l(i</ — ae) et 33(6<? — cd) sec. mod. bb — ac sunt congrui, posterior quando 
sunt incongrui. — Prorsus eodem modo tractanda crit formula [2] . solutiones- 
que in integris (si quas praebere potest} a rcliquis sejjarandae. 

219. 

Quando bb — ac — 0, fonna axx-{- 2bxy-\-cyy cxhiberi poterit ita: 
m'\ax + 6_/)*, ubi m, a, 6" sunt intcgri (art. 215). Ponatur ax-\-Gy = z, trans- 
itque aequatio proposita in hanc : 

mzz-\-2dx-\-2ey-\-f = 0 

unde et ex z -~ ax + fiy, deducitur 

__ t-t.t + 1cz + f,f _ »»»;» + ldz + i/ 

1««— itd ' " llrf— J«« 

lam patct, nisi fuerit ae — 6<f (quem casum statim seorsim considerabimus), 
valores ipsorum x, y, ex liis formulis deductos tribuendo ipsi z valorem quem- 
cunque. aequationi propositac satisfaccrc; quarc nihil superest, nisi ut eos va- 
lores ipsius z determinare doceamus, ex quibus valores integri ipsorum x. y se- 
quantur. 

Quoniam ax + 6y = z, nccessario pro z numeri integri tantum accipi 
possunt; praeterea vero manifestum est, si aliquis valor ipsius z tum ipsum x 
tiun ipsum y integrum reddat, omnes valores ipsius z illi secundum moduliun 
2ae—2&d congruos itidem valores integros producere. Quodsi itaque pro z 
omnes numeri integri a 0 usque ad 2ae — 2tjrf— 1 (quando ae — tid est posi- 
tivus; aut ad 2$d — 2ae — 1 (quando ae — fid est negativus) incl. substituuntur. 
et pro nullo horum valorum tum x tum y integri fiunt, uullus omnino valor ipsius 
z valores integros ipsorum x, j/ producet, aequatioque pro]>osita in integris nullo 
modo potcrit rcsolvi; si vcro quidam ex LUu valoribus ipsius z ipsis x, y valores 
integros conciliant, puta hi C, C> C etc. (quos etiam per solutionem congruentia- 
rum secundi gradus ex principiis sect. IV iuvenire licetj ; omnes solutiones prodi- 
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bunt ponendo z — (2ae — 26<f r-f-C. ' = [2ae — 2 6<l)l»-f-C etc, designante 
r indefinite omnes numcros integros. 

220.' 

Pro eo quem cxclusimus casu , ubi a e = d d , methodum peculiarem inda- 
gare oportet. Supponamus, a, 6 inter se primos esse, quod licere ex art. 215. I 
constat , eritque ~ = | numerus integer (art. 1 9) , quem statuemus = h . Tunc 
aequatio rJroposita hanc induit formam : 

max-\-m1)y-\- h* — AA-f-m/ = 0 

manifestoque adeo rationaliter solvi nequit, nisi AA — mf fuerit numerus qua- 
dratus. Sit hh — mf = kk, patetque aequationi propositae scquentes duas ae- 
quivalere : 

max -\-mT3t/ -f- A-f-A = 0. et maar-f-mtfy-f-A — k — o 

i. e. quamlibct solutioncm aequationis propositae etiam altcrutri harum aequatio- 
num satisfaccre, et vice versa. Aequatio prior manifcsto in integris solvi ncquit, 
nisi h -f- k per m fuerit divisibilis, similitcrque posterior solutionem in integris 
uon adinittct , nisi h — k per m fuerit divisibilis. Hae vero conditiones ad re- 
solubilitatem utriusque aequationis sufliciunt (quia a, 6 intcr se primi esse sup- 
ponuntur) . omnesque solutiones secundum regulas notas exhiberi poterunt. 

221. 

( 'asum in art. 2 1 7 consideratum (quia omuium difficillimus est) exemplo il- 
lustramus. Proposita sit aequatio xx -f- 8 xy -f- -f- 2 x — 4^-4-1=0. Ex 
hac primo per introductioncm aliarum incognitarum p— lbx — 9. </ = 1 -f- 0 
derivatur aequatio pp -f- 8/*£/-f- qq -= — 540. Huius autcm solutiones omnes in 
integris, contineri inveniuntur sub quatuor formulis sequentibus: 

p = 6/, q = —24/ — 90« 

p = 6/, q = — 24/ -f- 90 m 

p — —6/, q = 24/— 90« 

p = —6/, q — U t -f 90« 

denotantibus /, u indefinite omnes numeros integros positivos acquatioui 
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tt — I5u«— 1 satisfacientes, quos complectitur formula: 

t = iC( 4 + V 15 )* + ( 4 — V ,5 D 

si n indefinite omnes numcros integros positivos f inclusa ctiam cifra ) designat. 
Quamobrcm omnes valores ipsorum X, y contenti erunt sub formulis his: 

X = ±(2f-f3}, y = — \ :8f+30« + 2) 

* = i(2/+3}, y = _*(8r-30«+2) 

* — i(— 2r+3). tf — i(Sr— 30« — 2} 
x = i(_ 2 r+3}, y = i(8f+30»— 2) 

Praeceptis autem nostris rite applicatis, reperietur, ut valores integri prodeant, tn 
formula prima et secunda eos valores ipsorum t, u accipi debere, qui provcniaut 

ex indice n pari; in tertia quartaque vero eos. qui ex impari n obtineantur 

Solutioncs simplicissimae habeutur hae : x = 1 . — 1 , — I ; y — — 2,0,12 resp. 

Ceterum observare convenit, solutionem problematis in artt. praccc. cxpli- 
cati plerumque per multifaria artificia abbreviari posse. praesertim quantum ad 
exclusionem solutionum inutilium i. e. fractiones implicantium pertinet ; sed haec 
ne nimis longi fiamus hoc loco praeterirc coacti sumus. 



222. 

Quoniam complura ex iis quae hucusque pertractavimus etiam ab aliis ^eo- 
metri8 considerata sunt, horum mcrita silcntio praeterire non possumus. De for- 
marum aequivaletitia disquisitiones generales instituit ill. La Grange, Xouv. Mem. 
de tAc. de Berlin, 1773 p. 263 et 177 5 p. 323 sqq., ubi imprimis docuit, pro quo- 
vis determinante dato multitudinem finitam formarum dari ita comparatarum , ut 
quacvis forma illius detcrminantis alicui ex ipsis aequivalens sit , adeoque omues 
formas determinantis dati in classes distribui posse. Postea clar. Le Gcndre plures 
proprietates elegantes huius classificationis ad maximam parteni per inductionem 
detexit, quas infra trademus demonstrationibusque munieraus. Ceterum distinc- 
tionem aequivalentiae propriae et impropriae. cuius usus maxime in disquisitio- 
nibus 8ubtilioribu8 conspicuus est, nemo hucusque attigerat. 

Problema famosum in art. 2 1 6 sqq. cxplicatum ill. La Grauge prituus com- 
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plete resolvit, Hist. de XAc. deBerlin, 17 67 p. 165 et 1768 p. 181 sqq. Exstat 
solutio (sed minus completa} etiam in Suppl. ad Euleri Algebram iam saepius lau- 
datis. lam antea ill. Euler idem argumentum aggressus fuerat, Comm.Petr. T.VI 
p.n5; Comm. Nov. T.IX. p. 3; Ibid. T. XVIII />. 1S5sqq. , sed investigationem 
suam eo semper restrinxit , ut cx aliqua solutione , quam iam cognitam essc sup- 
ponit, aliae deriventur; praetereaque ipsius methodi in paucis tantummodo casi- 
bus omnes solutiones suppeditare valent (vid. La (irange Hist. de t Ac. de Berlin 
1767, p. 237j. Quum ultima harum trium commentt. recentioris dati sit quam 
solutio La Grangiana, quae problcma omni gcncralitatc amplcctitur nihilque hoc 
respectu desiderandum relinquit: Euler tunc temporis (Tomus XVIII Commen- 
tariorum pertinet ad annum 1773, et a. 177 4 est publicatus) illam solutionem non- 
dum novisse videtur. Ceterum solutio nostra (perinde ut omnia reliqua quae in 
hac sectione hactenus tradidimus) , principiis omnino divcrsis est supcrstructa. 

Quae ab aliis, Diophanto, Eermatio etc. huc pertinentia suut tradita, casus 
maximc spccinlcs spectant; quare quum eorum quae praesertim memoratu digna 
visa sunt, iam supra mentio facta sit, sigillatim omnia enarrarc supersedemus. 

* * 

Quae hactenus de formis secundi gradus exposuimus, pro primis tantum 
clementis huius doctrinae sunt habenda : innixius hanc disquisitionem pcrscquen- 
tibus campus se apcruit nobis vastissimus , ex quo ea quac attentione imprimis 
digna videntur, in sequentibus excerpcmus. Namque argumentum hoc tam fer- 
tile est, ut permulta alia, quae iam nuuc invenire nobis contigit, brevitatis gratia 
silentio practerirc oporteat: multo vero plura sine dubio adhuc latent novosque 
conatus exspectant. Ceterum in liminc harum investigationum statim adnotare 
convenit, formas determinantis 0 inde exclusas esse, nisi contrarium moneatur. 

i 

DI8QUMITIOKE8 ULTBRIORES DE FORMIS. 
DWributu) /nmiarum dettrminantu dati in ciattn- 

223. 

Iam supra (artt. 17 5, 195, 211) ostendimus, proposito numero quocunque 
integro D (sive positivo sive ncgativo) assignari posse multitudinem finitam for- 
marum F. F', F" etc. dcterminantis D, ita comparatarum, ut quaevis forma de- 
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terminantis D proprie aequivalens sit alicui ex illis et quidem unicac tnntum. 
Oinnes igitur fbrniae detenninantis D (quarum multitudo cst infinita) secundura 
illas formas classijicari poterunt , formando scilicct c complexu omnium formarum 
formae F proprie aequivalentium classem primam ; e formis quac formac F' pro- 
pric aequivalent, secundam etc. 

Kx singulis classibus formarum detcrminantis dati D, forma aliqua eligi et 
tamquam Jorma repraesentans totius classis considerari poterit. Per se quidcm 
prorsus arbitrarium est, quaenam forma ex quaque classe accipiatur, attamen ea 
semper praeferenda crit, quae reliquas simplicitate supcrarc vidctur. Simplicitas 
formae alicuius [a, b, e) manifcsto cx magnitudine numerorum a, b, c acstiman- 
da est, meritoque forma [a, b', c") minus simplex dicetur quam (a, b, c) si o'>a, 
b"^>b, c'^>c. >Sed hinc res nondum detcrminatur penitus, arbitrioque nostro re- 
linquitur e. g., utram ex formis [17, 0, — 45), (5, 0, — 153) pro simpliciori ha- 
bere malimus. Plerumque tamen e re erit, sequentem normam observare: 

I. Quando dctcrminans D cst ncgativus, adoptcntur formae reductae in 
singulis classibus contentae tamquam foruiac repracsentantes; ubi vcro in eadcm 
elasse duae formae reductae repcriuntur (quac erunt oppositae, art. 1 7 2\ recipia- 
tur ea, cuius terminus mcdius positivus. 

II. Quando determinans D est positivus non-quadratus , evolvatur perio- 
dus formae alicuius reductac in classe proposita contentae, in qua aut duac for- 
mae ancipitcs invcnicntur aut nulla (art. 1 87). 

t) In casu priori sint formae ancipites hae: (-4, B, C), (A, B', C); resi- 
dua minima numerorum B, B secundum modulos A, A' resp. M, M' (quae 
positive accipi potcrunt nisi sunt =0j; denique — A — = i>, — A , ■■- = vt . 
Hia ita factis, ex formis [A, M, — N), (A, M', —N') ea quae simplicissima vi- 
detur. pro forma repraesentante accipiatur. In hoc iudicio forma cuius terminus 
medius =0, pracferatur; quando vcro tcrminus medius aut in utraque aut in 
neutra est 0, ea quae terminum primum niinorem habet, alteri praehabenda, et 
quando termini primi magnitudine sunt aequales signis diversi . signum negati- 
vum positivo postponcndum. 

2) Quaudo vero nulla forma anceps in tota |>erio<lo habetur , eligatur ex 
omnibus periodi formis ea qune terminum primum sine resix;ctu signi minimum 
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habet , ita quidcm , ut si duac formae in eadem periodo occurrant, in quarum al- 
tera idem terminus primus signo positivo affectus sit in altero negativo, posterior 
priori postponatur. Sit haec forma [A, B, Q, deducaturque ex ipsa eodem modo 
ut in casu pracc. forma alia (A, M, — N) (puta, accipiendo pro M residuum ab- 
solute minimum ipsius B secundum mod. A , ct faciendo A'= 11 ■ haec 
demum pro repraesentante adoptetur. 

Quodsi vcro eveniret, utidem terminus primus miuimus A pluribus periodi 
formis communis sit , omncs hae formac co quo pracscripsimus modo tractandac 
et ex formis prodeuntibus ea cuius terminus medius quam minimus evadit tam- 
quam forma rcpraesentans assumenda erit. 

lta e. g. pro D = 305 habctur pcriodus inter aUas haec: (17,4, — 17). 
(—17, 13,6), (8,11,— 23), (—23,12.7), (7,16, —7). (—7,12,23), (23,1 1,-8). 
(—8, 13, 17). ex qua primo eligitur forma (7, 16, — 7), hincquc secuudo deduci- 
tur forma repracscntans (7, 2. — 43). 

III. Quando determinans est positivus quadratus = kk, eruatur forma 
reducta (A, k, 0) in classe proposita contenta et. si A<dk aut = k, pro for- 
ma rcpracscntante ipsa recipiatur ; si vcro A > k, assumatur illius loco forma 
(A — 2*, k, 0), cuius terminus primus crit negativus, scd minor quam k. 

Ex. Hoc modo omnes formac dcterminantis — 235 distribuuntur in 
classes sedecim, quarum repraesentantes crunt: (1, 0, 235), (2, 1, 118), (4.1, 59), 
(4, — 1, 59). (5, 0, 47). (10. 5. 26), (13, 5, 20), (13, — 5, 20;, octoque aliae a 
praecedcntibus in solis signis tcrminorum cxtcrnorum diversae l — 1, 0. — 235 , 
(—2. 1, — 118) ctc. 

Omnes formae determinantis 79 in scx classcs disccdunt, quarum reprae- 
sentantes (1,0, — 79j. '3.1,-26;, (3,- 1,-26), (— 1,0.79). (—3. 1,26). 
-3, — 1. 26). 

22». 

l'er hanc itaque classihcationem formae quae proprie aequivalentes sunt, a 
reliquis omnino segregabuntur. Duae formae eiusdem dcterminantis D, si ex 
eadcm classc sunt. proprie aequivalcntcs erunt ; quivis numerus per unam reprae- 
sentabihs etiam per alteram repraesentari poterit ; et si numerus quicunque M 
per formam priorem ita repraesentari jwtest. ut iudeterminatae valores inter >*e 
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primos habcnnt. idcm numcrus pcr nltcram formam codcm modo reprncscntari 
potcrit, et quidcm itn. ut utrnque repraesentatio ad eundeni valorcm expressionis 
\ID mod.M pertineat. Sl vero dunc formau ad classes diversns pertinent, pro- 
prie aequivalentcs non crunt; n rcpracscntnbilitatc numcri nlicuius dati pcr unam 
ad rcprnescntnbilitntcm ciusdem nuuieri per alteram coneludi nequit; contrn, si 
numcrus M per alteram repraesentari potcst ita ut valorcs indeterminntarum in- 
ter se primi sint, statim ccrti sumus, nullam similcm rcpracscntationcm ciusdcui 
numcri pcr formam nlteram dnri. quae nd eundem vnlorem cxpr. y'Dlmod.J/1 
pcrtincnt (V. artt. 167, 10S). 

Contra utiquc ficri potcst, ut formac duae F, F', e elassibus diversis A", A" 
impropric acquivalcntes sint, in quo casu quaeris forma cx altcrn classc cuiris for- 
mne ex altcra improprie acquivalcbit; quacvis forma cx A' formam sibi oppositnm 
habebit in K\ clnsscsquc ipsnc A", A" oppositae diccntur. Itn in exemplo primo 
nrt. prnec. classis tcrtin formnrum dct. — 235 quartac. scptima octnvac opposita 
cst; in ex. secundo clnssis sccunda tcrtiae, quintn sextae. 1'ropositis itaque dua- 
bus formis quibuscunquc c classibus opjM)sitis, quivis numerus M qui pcr altcram 
repracsentari potcst, etiam pcr altcram potcrit; quod. si in altera fit pcr valorcs in- 
dcterminatnrum inter se primos, in altern perindc fieri potcrit, itn tnmen, ut bnc 
dunc repracscntntiones nd valorcs opjKisitos cxpr. yZ) mod. M t pertincant. — 
(eterum rCgulnc suprn trnditae ]>ro clcctionc formnrum rcprnesentnntium itn sunt 
constitutac, ut clnsses ojipositae formas rcpracsentantes oppositas semper nancis- 
cantur. 

Denique dantur etiam clnsscs sihi ipsi* oppositae. Scilicet si forma aliqua 
simul cum forma op]>osita in cadcm classc continctur, facilc perspicitur , ouincs 
formas huius clnssis txak jiropric tum improprie intcr se aequivalcntcs esse, oppo- 
sitasque suas sccum habcre. Hanc indolcm quacvis classis habebit. in qua forma 
anccps continetur. ct vice vcrsa in quavis classc sibi ipsi oj^posita ncccssario forma 
auccps rc]x>rietur fart. 163, 105). quamobrcni classis anceps nuncupnbitur. Ita ' 
inter classes formarum detcrminantis — 235 octo ancipitcs habentivr. quarum re- 
prnesentantes sunt (1, 0, 235}, (2, 1. 11S;, 5. 0, 47). (10, 5, 2«), (—1, 0, —235), 
, — 2. 1, — 11 S), (—5, 0. — 47), ( — 10. 5. — 26); inter classcs formarum detcr- 

minautis 79 duae, qunrum reprncsentantes (1, 0, — 79), ( — 1, 0, 79) Ceterum 

«i fonnae repraesentantes secundum regulas iiostms detcrminntae suiit, classe» 
nncipites nullo nepotio inde cognosci potcrunt. Scilicet pro detcrminante positivo 

29 
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non-quadrato classis anccps ccrto forniam rcpracscntantem aneipitein nanciscitm 
art. 194); pro determinante negativo forma rcpraesentans classis ancipitis aut ipsa 
anceps erit, aut talis cuius termini externi sunt aequales (art. 172 ;; denique pro 
dcterminante positivo quadrato pcr art. 210 facilc diiudicatur, an forma rcpraesen- 
tans sibi ipsi impropric aequivalens sit adeoque classis, quarn repracscntat. anccps. 

225. 

Iam supra (art. 175) ostcndimus, in forma {a, b, c) determinantis negativi 
terminos extcrnos cadcm signa habcrc tum intcr sc tum cum tcrminis cxtcrnis 
cuiusvis aliac formac illi aequivalentis. Si a, c sunt positivi , formam (a, b, c) 
positiram vocabimus, nec non totam classem in qua a, b, c) continetur et quae e 
solis formis positivis constabit, classcm positiram dicemus. Contra ia, b, c) erit 
forma negatira, et in classe negatira contenta, si a, c sunt ncgativi. l'er fonnara 
positivam numeri negalivi, \h>t negativam positivi repraesentari nequeunt. Si 
forma («, b, c) est reprucscntans alicuius classis po«tttvae, forma '—a, b. — r 
repracscntans classis ncgativac crit, undc scquitur, multitudincm classium positi- 
varum multitudini negativarum aequalem esse, et, simul ac illae fucrint assigna- 
tae, etiam bas baberi. (iu«H-irca in disquisitionibus s»qjcr formis determinantis 
ncgativi plcrumquc sufficit classcs positivas considcrarc, quippc quarum proprie- 
tates ad classes negativas facile transferuntur. 

( etemm distinctio hacc unice in formis determinantis negativi locum habct; 
per formas dctcrminantis positivi sinc discriminc numcri positivi et negatiri re- 
pracsentari |x>ssunt, quin adeo baud raro duac formae tales \a, b, c), ( — a, b, — c) 
in hoc casu ad eandem classcm sunt refcrendae. 
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Formam qunmcunquc [a, b, c) primitiram vocamus , si numeri a, b, c divi- 
sorem communem non habent; alioquin dicitur derirata, ct quidcm, posito nume- 
rorum a, b, c divisorc communi maximo — m, forma (a, b, c) eril dericata e forma 
primitira * , c ). Kx hac definitione statim liquet, omnes formas, quarum 
dcterminans pcr uullum quadratum :practcr 1) divisibilis sit, ncccssario primitivas 
esse. Porro ex art. 161 patct, si in ahqua classe data formarum determinantis 
I) forma primitiva inveniatur, omnes formas huius classis ]»rimitivas fore. in quo 



• 
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CB811 classis ipsa primitiva dicetur. Porro manifestum est. si forma aliqua F de- 
terminantis D derivata sit ex forma primitiva / determinantis ~ , classesque in 
quibus formae F, f resp. contincantur, sint K, k. omnes formas e classe K dcri- 
vatas fore e classc primitiva k; quocirca classem A' ipsam ex classe primitiva k 
derivatam in hoc casu vocabimus. 

Si [a, b, c] est forma primitiva, neque vero a, c sinml parcs (t. e. si aut 
uterquc impar aut saltem alteruter), facilc intelligitur, non modo a, b, c, scd 
ctiam a, 26. c divisorcm communem haberc non possc. in quo casu fonua (a, b, c) 
dicitur proprie primitiva sive simpliciter forma propria. Si vero (a, b, c) est forma 
primitiva, numeri a, c autem umbo pares, patet, numeros a, 26, c divisorcm 
communcm 2 habcrc (qui simul crit maximus), vocabiturquc [a, b, c) forma im- 
proprie primitiva, sivc simplicitcr forma impropria ' . In hoc casu b necesNario 
erit impar (alioquin enim (a, b, c) non esset forma primitiva); quare erit bb 5 1 
'mod.4) adcoque quoniam ac per 4 divisibilis, determinans bb—ac = \ (mod.4). 
Formae improprioc itaquc tantummodo pro dcterminantc formae 4 « -j- 1 . si est 

positivtis, vel formae — (4»-j-3), si est negativus, locum habent Ex art. 161 

autcni perspicuum est, si in classe aliqua data forma proprie primitiva inveniatur, 
omncs fornias huius classis propric priniitivas cssc; contra classem quae formam 
improprie primitivam implicet cx solis formis improprie primitivis constare. Quam- 
obrem classis ipsa in casu priori proprie primitiva seu simpliciter propria; in poste- 
riori improprie primitiva seu imprvpria appcllabitur. Ita e.g. inter classes posi- 
tivas formarum deierminantis — 235 sex sunt propriae, puta quarum repraeseu- 
tantes I, 0, 235,, (4. 1, 59), (4, — 1, 59), 5, 0, 47), (13, 5, 20), (13, —5, 20), 

totidcmque inter negativas; binae vero inter utrasque impropriae. Classes 

formarum determiuautis 79 (utpotc numcri formac 4 »-(-3) omncs sunt propriac. 

Si forma a, b, c) est derivata, et quidem e priiuitiva (*-, ~, ^), haec aut 
propric primitiva aut improprie esse poterit. In casu priori w» erit divisor com- 
munis maximus ctiam numerorum a, 2 6, c; in postcriori horum numcrorum div. 
comm. max. erit 2 m . Hinc intelligitur distinctio inter formam e forma proprie 
primitiva derivatam et formam ex improprie primitiva derivatam; nec nou (quoniam 
propter art. 161 omnes formae eiusdem classis hoc rcspectu perinde se habent) 

*) lloi tertuino* proprie ct imprnpri* ideo hic i-tegimu*, quia atii magiii idonei non occurrelmnt . quod ad- 
uonetnu», ne qui.t inter hanc significationcm eamque qua indc ab art. I 47 usi sumus, nexura occultum quaerat, 

^ 29 * 
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inter classem derivatam e classe proprie primitiva ct classem ex improprie primitira 
deriratam. 

Pcr has distinctiones fundamentum primum nacti sumus, cui distributioncm 
omnium classium formarum determinantis dati in varios ordines superstruere pos- 
sumus. ( hi.ssfs duas, quarum repracsentantes sunt formae (a, b, c), (d, V, c) in 
eundem ordinem couiicicmus, si tum numeri a, b, c cundem divisorem communem 
maximum habent ut d, V, c, tum a, lb, c eundem ut d, 2b', c ; si vero aut alter- 
utra aut utraque harum conditionum locum non habet, classes ad ordines diversos 
referentur. Ilinc statim patct , omnes classcs proprie primitivas unum ordinem 
constitucrc; omnes classes improprie primitivas, alium; si mm est quadratum 
determinantem D metiens, classes derivatae e classibus proprie primitivis deter- 
minantis formabunt ordincm peculiarem, aliumque classes derivatae e classi- 
bus improprie primitivis determinantis etc. Si forte D per nullum quadra- 
tum praeter 1) divisibilis est, ordines classium derivatarum non adcrunt adeoque 
aut unus tantnm ordo dabitur (quando D = 2 vel 3 secundum mod. 4), puta ordo 
clnssium propric primitivarum, aut duo (quando JJ=l(mod. 4)) scilicet O. clas- 
sium proprie primitivarum et O. cl. impr. primitivarum. Pcr principia calculi 
combinationum haud difficilc conditur regula sequens generalis: Si supponitur 
D = D' tfv-d 2 " 1 b il c* T .. . . ha ut D' nullum factorem quadraticum implicet, et 
a, b, c etc. sint numeri primi imparcs divcrsi (ad quam formam quivis numcrus 
redigi potest faciendo p = 0, quando D per 4 non cst divisibilis; et a, 6\ y etc. 
onines =0, sivc quod eotlem redit omittendo factorcs a", b* fj , c* T etc., quando D 
per nullum quadratum impar dividi i>otcst) : habcbuntur aut ordines 

&i+l)(«+l)(«+l)( 7 +f) ... 

nempe quando D'e2 vel 3 (mod.4); aut ordines 

(j»+ 2 )(a+i)(6+i)( T +i).., 

quando D = 1 (inod.4). Sed demonstrationem huius rcgulae supprimimus, quo- 
niam ncquc difficilis ueque hic adeo neccssaria cst. 

Ex. 1. Pro .0 = 45 = 5.3* habentur sex classes, quarum repraesentantes 
(I. 0, -45), (—1. 0. 45), (2, 1, —22). (—2, |, 22), (3. 0. —15), (6, 3, — G). 
llac distribuuntur in quatuor ordines, scilicct O. I comprchcudet duas classes pro- 
prias quarum repr. (1. o, — 45), (— 1, 0, 45;; O. II continebit duas classes im- 
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proprias, quarum repr. (2, 1,-22), (—2, 1, 22); O. III continebit unam classem 
derivatam e propria determinantis 5, puta cuius repr. (3, 0, — 15); O. IV con- 
stabit ex una classc dcrivata cx impropria det. 5, puta cuius rcpr. (6. 3, — tt). 

Ex. 2. Classes positivae determinantis — 99= — 11.3* inter quatuor 
ordines distribuentur: O. I complectetur classcs proprie primitivas sequentes*}: 
(1, 0, 99), (4, 1, 25). (4,-1, 25), (5, 1, 20), (5, —1, 20), (9, 0, 1 1); O. II conti- 
nebit classes improprias (2, 1, 50), (10, 1, 10); O. III classes derivatas e propriis 
determinantis —11, (3, 0, 33), (9, 3, 12), (9, —3, 12); O. IV classem unicam 
derivatam ex impropria deU —11,' (6, 3, 18).— Classes negativac huius determi- 
nantis prorsus eodcm modo in ordines distribui poterunt. 

Observamus, classes oppositas semper ad eundem ordinem referri , cuius theo- 
rematis ratio nullo negotio perspicitur. 

227. 

Ex his diversis ordinibus imprimis ordo classium propric primitivarum ma- 
ximam attentionem meretur. Nam singulae classes derivatae a certis classibus 
primitivis (determinantis minoris) originem trahunt, ex quarum consideratione ea 
quac ad illas spectant plerumque sponte sequuntur. Infra autem docebimus. 
quamlibet classem improprie primitivam simili modo quasi associatam esse aut 
unicae classi propric primitivae aut tribus (eiusdem determinantisj. Porro pro de- 
terminantibus ncgativis classes negativas practerire licebit, quippe quibus singulis 
certae classes positivae semper respondent. Ut itaque naturam classium proprie 
primitivarum profundius penetremus , ante omnia differentiam certam essentialem 
explicabimus , sccundum quam totus ordo classium propriarum in plura yenera 
subdividi potest. Quoniam hoc argumentum gravissimum hactenus nondum at- 
tigimus, res ab integro nobis crit repctenda. 

urainum parTuto tn gtnera. 

228. 

Theobema. Per formam quamcunque proprie primitivam F repraesentari pos- 
sunt infinite multi numeri per numerum primum qutmcunque datum p non divisibiles. 

Dem. Si forma F= axs-\~ Ibxy -\-cyy , manifestum cst, p omnes tres 
numeros a, 2b, c simul metiri non posse. Iam quando a per p non est divisi- 

*) Adhibcndo breviuti» caussa formaa repraesentante» pro cla»»ibus ipti* ijuarum Hm fun(runtur. 
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bilis, patct , si pro x assuinatur numerus quicunque per p non divisibilk , pro y 
vero nunierus per p divisibilis , valoreui formac F fieri non divisibilem per p ; 
quando c pcr p non est divisibilis, idcm obtinctur tribuendo ipsi x valorcm di- 
visibilem ipsiquc y valorem non divisibilcm ; deuiquc quaudo tum a tum c pcr 
p sunt divisibiles, adeoque 2b non divisibilis, forma F valorem per p non divi- 
sibilem induet tribuendo tum ipsi x tum ipsi y valorcs quoscunque per p non 
divisibiles. Q. E. D. 

Manifestum est . thcorcma ctiam pro formis improprie primitivis locum ha- 
bcre, si modo non fuerit p — 2. 

Quoniam plures Iiuiusmodi conditioncs simul consistere possunt, ut idcni 
numerus per quosdam numcros primos datos divisibilis sit, pcr alios uon divisibi- 
lis (v. art. 32): facile perspicitur, nuineros x, y infinite undtis modis ita dctcr- 
minari possc, ut forma primitiva axx -\- 2bxy ryy valorem jkt quotcunque 
nuineros primos datos non divisibilem adipiscatur.a quibus unicc cxcludcndus cst 2. 
quotics forma est improprie primitiva. Hinc jiatet, tlieoreiua generalius ita pro- 
poni possc: Per fonnam <piamcunque primifivam repraesentari possunt injinite multi 
numeri, qui ad numerum quemcunque datum (imparem, quando forma est itnproprie 
primitiva) sint primi. 

229. 

Theorema. Sit F forma primitiva determinantis D, p numcrus primus ip- 
sum D metiens: tum numeri per p non divisibiles qui per formam F repraeaentari 
possunt. in eo cottvenient, ut vel omnes sint residua quadratica ipsius p, vel omnes non- 
residua. 

Dem. Sit F - [a, b, c ; m, m duo numcri quicunque pcr p non divisibi- 
les qui |>er formam F rcpracsentari possunt , scilicct 

m — affg-\-1bgh-\-chh, m = ag g -\-2bg h' -\- c li h' 

Tum erit 

mm = (agg'- r .b(gh'+hg' ) - r -ch/O t -Dlqh'--hg'r 

quare mm quadrato congruus erit secundum modulum D, adcoquc etiam secun- 
dum p, i.e. mm erit rcsiduum quadraticum ipsius p. Ilinc sequitur, aut utrum- 
que »i, m esse residuum quadraticuin ipsius p, aut utrumque lum-residuum. 
Q. E D. 
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Mmili mcxlo probatur, quando determinans D per 4 sit divisibilis, omncs 
numeros impares pcr F rcprnesentabilcs vel esse = t . vel omncs = 3 (mod. 4). 
Seilicet productum e duobus numeris talibus in hoc ca.su seniper crit residuum 
quadr. ipsius 4 , adeoque = 1 (mod. 4) ; quare vel uterque erit = 1 , vel uter- 
que =3. 

Denique quando D pcr 8 est divisibilis, productum e duobus numcris qui- 
buscunque imparibus, qui per F repraescntari possuut, erit R. Q. ipsius S et 
proin = 1 (mod. S). Quare in hoc casu omnes numeri impares per F repraesen- 
tabilcs vcl erunt =1. vcl omnes =3, vcl omnes =5, vel omncs = 7(mod. 8). 

Ita e.g. quum per formam (10, 3, 17) rcpraesentari possit numerus 10 
qui est N. 11. ipsius 7: omnes numeri pcr 7 non divisibiles, qui per formam il- 
lam rcpraescntari possunt , non-rcsidua ipsius 7 erunt. — Quum — 3 per for- 
mam ( — 3, 1,49} rcpraesentabilis et sec. mod. 4 sit =1, omnes numeri im- 
pares per forinam hanc repracsentabiles pcrinde se habebunt. 

Ceterum . si ad propositum praescns neccssarium essct , facile demonstrarc 
possemus , numeros per formam F repraescntabilcs ad nuljum numerum primum 
qui ipsum D non metiatur, talem relationcm fixam haberc, sed promiscuc tum 
residua tum non-residua numeri cuiusvis primi ipsum D non metientis pcr for- 
mam F repraesentari posse. ( 'ontra respectu numerorum 4 et 8 analogon quod- 
dam etiam in aliis casibus locum habct, quos praeterire non jwssumus. 

I. Quatido determinans D formae primitivae F est =3(worf. 4): mm«i 
numeri impares, per formam F repraesentabiles , erunt vel =1, rel omnes =3 
[mod.A). Si enim m.tn sunt duo numeri per F repracsentabiles , jiroductum 
mm codem modo ut supra sub formam pp — D qq redigi poterit. Quando ita- 
que uterque tn, m est impar, neccssario alter numerorum p, q par erit, alter im- 
par adeoque alterum quudratorum pp,qq,=0, alterum = 1 (mod. 4). Unde 
facilc dcducitur, pp — Dqq certo esse =l(mod.4), adeoque aut utrumquc 
m, m, =1, aut utrumque =3{mod. 4). lta e. g. pcr formam (10, 3. 17; alii 
numeri impares quam qui sunt formae 4n + 1 repraeseutari nequeunt. 

II. Quando detertninans D fortnae primitivae F est =2 mod. S ; : omnes 
numeri impares, per formam F repraesetitabilrs, erunt vel partitn I partim £Ei7, 
vel partim = 3 partim = 5 tmod. S). Ponamus cnim tn, m essc duos numeros 
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impares per F repraesentnbiles . quorum igitur productum mm sub formam 
pp—Dqq redigi poterit. Quando ergo uterquc m,m cst impar, nccessario p 
impar cssc dcbebit fquia D par), adcoquc pp = i fmod. S); «7.7 vero erit vel =0 
vel =1 vel =4. et proin Dqq vel ~ 0 vel =2. Hinc mm'=pp — Dqq 
fit vel = I vel = 7 ( mod. S ) ; si itaque m est vel = I vcl 33 7 , etiam »»' 
erit vcl =1 vcl =7 ; si vcro m cst vcl = 3 vel = "> , ctiam m' crit vcl = 3 
vel =5. E. g. omncs numcri imparcs per formam (3, 1, 5) repraesentabiles 
suntaut =3 aut = 5(mod. 8), nullique numeri formae Sft + 1 aut bn-f-7 
per formam illam repraesentari possunt. 

III. Quando determinans D formae jnrimitirae F est = 6 [mod. 8) : per 
formam hanc repraesentari possunt numcri impares vel tales tantum qui snnt = 1 et 
=3 [mod. 8), vel tales tantum qui sunt =5 ff =7 [mod.b). Dcmonstrationcm 

praccedenti (in II) omnino similem quisque nullo negotio evolvere poterit. Ita 

e.g. per formam (5, 1,7) unice tales numeri impares possunt repmesentari qui 
sunt aut =5 aut =7 mod. b). 

230. 

Omnes igitur numeri qui pcr formam primitivam datain F dctcrminantis 
D rcpracscntari possuht, rclntionem fixam habebunt ad singulos divisores primos 
ipsius D (per quos quidem ipsi nou sunt divisibilesj, numeri imparcs vcro qui per 
F possunt repraesentari, in quibusdam casibus etiam ad numeros 4 et S iclatio- 
nem fixam habcbunt, scilicet ad 4, quotics D aut =0 aut = 3 mod. 4 . ct 
ad 8, quotics D aut =0, aut =2 aut =0 mod. S," j. Talem relationcm ad 
singulos hos numeros, characterem seu characterem particularem formae F vocabi- 
mus scqucntique modo cxprimcmus: Qunndo sola rcsidua quadratica numeri primi 
p per formam F rcpraesentari possuut, tribucmus ipsi charactcrcm Rp, in casu 
opposito characterem Np\ similitcr scribcmus 1,4. qunndo alii numeri impares 
per formam F repraescntari ncqucunt nisi qui sunt = 1 (mod. 4) . undc statim 
liquet qualcs charactcres exprimantur ]>cr signa 3.4; 1.8; 3,8; 5.S: 7. s. 
Deniquc formis j>er quas numeri iinpares tales soli rcpracscntari jjossunt qui sec. 



*) Pro «U-tcrniinantiHu» pcr •• diwMhili)>u* relati» ad numerum 4 IMgtigi poteM . qWWUDI m hoc c*M sub 
relatiune ad - i<im e»t contenta. 
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mod. 8 sunt vel =1 vel =7, tribuemus characterem 1 et 7,8: ex quo significatio 
characterum 3 et 5, 8; 1 et 3, 8; 5 et 7, 8 .sponte scquitur. 

Characteres singuli formae primitivae datae (a, b, c) detertninantis D sem- 
per ex uuo saltcm numerorum a, c (qui manifesto per formam illam ambo sunt 
repraeseutabiles) tognosti possunt. Nam quoties p est divisor primus ipsius D, 
certe unus numerorum a, c pcr p non erit divisibilis; si enim utcrque per p divi- 
sibilis esset, p etiam ipsum bb{—D-\-ac) metiretur. et proin ctiam ipsum b, i.e. 
forma («. b, c) nou esset primitiva. Simili modo in iis tasibus, uhi forma a, b, c) 
ad numcrum 4 vel 8 relationem fixam habet, ocrto ad minimum unus numerorum 
a, c impar erit, ex quo igitur rclatio illa dcprchcndi potcrit. Ita e.g. character 
formae (7, 0, 23) respcctu numcri 23 e numero 7 concluditur JV23, eiusdcm for- 
mae character rcspcctu numeri 7 habetur ex numero 23 puta 2? 7 ; denique cha- 
racter huius formae respectu numeri 4. puta 3,4, vel e numero 7 vel e numero 
23 colligi potest. 

Quoniam omncs numeri qui per formam aliquam F in classe K contentam 
repraesentari possunt, etiam per quatnlibet aliam formam huius classis sunt re- 
praesentabiles : manifesto singuli characteres formae F omnibus reliquis formis 
huius classis quoque compctent , quaproptcr illos tamquam charactercs totius 
classis considerare Ucebit. SinguU itaque characteres classis cuiuslibet primitivae 
datae ex ipsius forma repraescntante cognostuntur. ( lasses oppositae semper 
characteres omnes eosdem habebunt. 

231. 

Complexus omnium characterum particularium formae vel classis datae con- 
stituet characterem integrum huius fomiae vel classis. Ita e. g. character integer 
formae (10, 3, 17), vcl totius classis quam rcpraescntat crit 1,4; Nl \ A r 23. 
Simili modo tharacter integer formae (7,1,-17) erit 7,8; R 3; A T 5, nam cha- 
ractcr particularis 3,4 in hoc casu omittitur quia in charattere 7,8 iam est con- 
tentus. _ Ex hoc fonte pctimus subdi\*isionem totius ordinis classiutn proprie 
primitivarum jiositivarum quaudo det. cst negativusi determinantis dati in plura 
genera diversa, referendo omnes classes, quae eundem characterem intcgrum ha- 
bcnt, ad genus idem ; quarumque characteres integri diversi sunt, ad gcnera di- 
versa. Singulis vero generibus cos charactercs integros tribuemus. quos tlasses 
sub ipsis contentae habent. Ita e.g. pro determinante — 161 habentur sedecim 

30 
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classcs positivae proprie primitivae, quae sequenti modo iu quatuor genera distri- 
buuntur : 

Character Classium formao ropraesentantes 

1,4; 227; 2223 (1, 0, 161), (2, 1. Bl), (9, 1, 18), (9, -1, 18) 

1,4; A r 7; A T 23 (5, 2, 33). (5, —2,33), (10, 3, 17), (10, —3. 17) 

3,4; «7; A r 23 (7. 0, 23), (11, 2, 15), (II, —2, 15), (14, 7, 15) 

3.4; A T 7; 2223 | (3,1,54), (3,-1,54), (0,1,27), (0,-1,27) 

De multitudine charactcrum integrorum diversorum, qui quidem a priori 
sunt possibilcs, tcneantur scqucntia. 

I. Quando deteroiinans D per S est divisibilis , respectu numcri S qua- 
tuor characteres particulares divcrsi sunt possibiles; numerus 4 nullum characte- 
rem peculiarem suppeditat (annot. ad art. praec). Practcrea rcspcctu singulorum 
divisorum primorum imparium ipsius D bini characteres dantur; quare si illorum 
multitudo est tn, dabuntur omnino 2 m+ * charactercs integri diversi (statuendo 
w = 0, quoties D est potcstas binaria). 

II. Quando det. D per & nou est divisibilis. sed tamen per 4, insupcrque 
pcr m numeros primos impares: omnino habebuntur 2 m + t charactcrcs integri 
diversi. 

III. Quando dct. D est par ncque vero per 4 divisibilis, erit vel =2 
mod. S) vel = 6. In casu priori dabuutur duo characteres particularcs rcsptnrtu 
numeri 8 puta le/7, 8, atque detb, S; in casu posteriori totidem. Posita igi- 
tur multitudine divisorum primorum imparium ipsius D, =m: habebuutur 
omuino 2 m+I charactcrcs integri divcrsi. 

IV. Quando D est impar, erit vcl =1 vel = 3 (mod. 4). In casu po- 
steriori respectu numeri 4 duo characteres diversi dautur, qualis rclatio in casu 
priori in characterem integrum non ingreditur. Quarc dcsignante m idem ut 
ante, in casu priori dabuntur 2"', in posteriori 2 m+l characteres integri diversi. 

Probe vero notandum est, hinc neutiquam sequi, totidem gcnera revera 
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dari quot characteres diversi a priori sint possibilcs. In exemplo quidem nostro 
horum semissi tantum revera classes sivc gcnera rcspondcnt. nullacque classes 
positivae dantur, quibus characteres 1,4; Rl \ 2V23 vel 1,4; 2V7; J2 23; vcl 
3,4; R~; Ji23 vel 3,4; JV7; A'23 comi>etant. De quo argumento gravissimo 
infra fusius agetur. 

Formae (1,0, — D), quae haud dubic intcr omnes formas dcterminantis D 
pro simplicissima habenda est, nomen formae principalis abhinc tribucmus; clas- 
sem totam in qua illa rcperitur. classem principalem vocabimus; denique genus 
totum in quo classis principalis contcnta est , genus principale dicetur. Probe 
itaquc distingucndae sunt forraa principalis, forraa e classe principali et forraa e 
gencre principali; nec non classis principalis et classis e gcncre principali. His 
denominationibus scmper utemur, etiamsi forte pro determinante aliquo aliac 
classcs praeter principalera, vel alia genera praetcr gcnus principale nou 
dentur . uti e. g. cvenit plerumque . quando D est numerus primus positivus 
formae 4n -+- 1. 

232. 

Quamquam ea quae de forraarum eharactcribus explicata sunt proxime cum 
in finera sunt allata, ut subdivisio ordinis positivi proprie primitiri inde petatur: 
tamen nihil impedit quominus cadcm ctiam ad formas classesque negativas aut ad 
improprie primitivas applicentur, atque tum ordo improprie primitivus positivus. 
tura ordo proprie primitivus negativus, tum ordo improprie primitivus ncgativus 
ex eodem principio in gcnera subdividantur. Ita postquam e. g. ordo proprie pri- 
raitivus forinarura deterrainantis 115 in duo gcnera sequentia subdivisus est 



Ro, «29 



(1, 0, —145), (5. 0, -29} 
(3, 1. —48). (3. —I. -48) 



etiara ordo improprie primitivus perinde in duo genera subdividi potest : 

Rb. J229 j (4, 1. — 36,. (4, — 1. — 36) 
A T 5. A'29 (2. 1, —72), (10, 5. — 12) 

vel, sicuti classes positivac formarunt determinantis —129 in quatuor genera 
distribuuntur : 
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1.4; fl3; #43 (l, 0, 129). {10, 1, 13), (10. —1, 1 X 

1.4; A*3; A T 4 3 (2, 1, 65], (5. 1. 26), (5, -I, 26) 

3.4; /f 3: A 7 43 (3, 0, 43). (7. 2, 19), (7. —2. 19 

3,4; A'3; if43 (0, 3. 23). (11, 5. 14). 11, —5. 14 

etiam classcs ncgativac in quatuor ordines disccdunt 

3.4; A"3; A*43 I (—1.0. —129), {—10, 1.— 13), (—10,-1,— 13) 
3,4; £3; It 13 (—2, 1. —65), (—5. 1. —26), {—5. —1. —26) 
1.4; N3; RAi (—3,0,-43), (—7.2,-19), (—7. — 2. — 19) 
1,4; «3; A T 43 (—6, 3, —83), (—11, 5, —14), (—11, —5,-14) 

Attaineu quum systema classium ncgativarum systcmati positivarum scmper tam 
simile evadat, plerumque superfluum videbitur illud seorsim construerc. Ordi- 
nem improprie primitivum autem ad proprie primitivum reducere infra docebimus. 

Tandem quod attinet ad ordincs derivatos : pro harum subdivisionc regulae 
novae non sunt necessariae. Quum enim quivis ordo derivatus cx aliquo ordine 
primitivo ; determiuantu minoris) originem trahat. illiusque classes singulae ad 
singulas huius sponte referantur: manifesto subdivisio ordinis derivati c subdivi- 
sionc ordinis primitivi pcti poterit. 

233. 

Si forma (primijiva) F = [a.b.c) ita est coiuparata, ut invcuiri possint duo 
nuineri g, h tales ut tiat gg = a, ghi^b, hh~c secundum modulum datuin m, 
diccmus formam illam esse residuum quadraticum numeri m atque gJC-\-hg va- 
lorem cxpressionis \ (axx-\- Ibjcy -\-cgg) (mod. m) , sivc brcvius (g , h) valorem 
expr. \J(a, b,c) vel yFJmod. m). (ieneralius, si multiplicator M, ad raodulum m 
primus . eius est indob> ut ftcri possit 



dicemus Mx{a, b, c , sivc MF cssc res. quadr. ipsius m, atque g, h) valorem 
expressionis \/M(a,b,c) vcl \iMF[mod.m). Ita e.g. forma (3, 1, 54) est rcs. quadr. 
ipsius 23 atque (7, 10) valor expr. \< 3. 1, 54)imod. 23); similiter (2, — 4; valor 
expr. ^{10,3, 17) mod. 23). Usus harum derinitionum infra ostendetur: hic 
notentur proi>ositiones sequcntes : 



gg = aM, gh^bM. hh = c M (mod. m 
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[. Si M(a,b,c) est R. Q. numeri m. hic detenninantem formae (a. b, e) 
metietur. Si enim (g, h) est valor expressionis \IMa, b, c) (mod. »i), sive 

gg = aM, gh = bM, hh = cM (mod. »i 

erit bbMM — aeMM—O, sivc (bb — ac)MM per m divisibilis. Quoniam 
autem M ad m primus esse supponitur, etiam bb — ac per m divisibilis erit. 

II. Si M[a,b,c) est R. Q. ipsius m, atquc m aut numerus primus aut 
potestas numeri primi, puta =ff: character particularis formae [a.b.c) resircctu 
numeri p erit vel Rp vcl Np, prout M est residuum vel non-residuum ipsius p. 
Hoc statim indc scquitur, quod tum aM tum cM est residuum ipsius m 
sive ipsius p, atque ad minimum unus numerorum a, c per p non divisi- 
bilis (art. 230). 

Simih' modo, si (mancntibus reliquis) m — 4, crit vel 1,4 vel 3,4 cha- 
racter part. formae [a, b, c), prout M =\ vel = 3 ; nec non si m = 8 vel altior 
potestas numeri 2. erit 1,8; 3,8; 5,8; 7,8 char. part. formac [a, b, c), prout 
M = 1 ; 3 ; 5 ; 7 (mod. 8) resp. 

III. Vice versa si m est numerus primus aut nvimeri primi imparis potostas 
=/>**, dcterminantcm bb — ac metiens. atquc M vcl rcsiduum vcl non-rcsiduum 
ipsius p, prout character formae [a, b, c) respectu ipsius p est Rp vel Np resp., 
erit M(a,b,c) resid. quadr. ipsius m. Quando enim a per p non est divisibilis, 
aM erit rcs. ipsius p adeoquc ctiam ipsius m; si itaquc g cst valor cxpr. \jaM 
( mod . m) , A valor expr. b -f (mod. m) , erit gg = aM\ ah = bg, adeoque 

agh~.bgg = abM et gh — bM 

denique 

«AA 3= bgh = bbM~bbM— x bb — ac\M = acM 

adeoque AA = cJf, i.e. [g, h) valor expr. \jM[a,b,c r Quando vcro a per m 
est divisibilis, certo c non erit; unde facile perspicitur. eadem resultare, si pro 
h assumatur valor cxpr. ^cM (mod. m) . pro g valor expr. — (mod. m). 

Simili modo demonstratur, si m fuerit —4 ipsumquc bb — ac metiatur. 
numerusque M accipiatur vel ~t vel =3. prout 1.4 vel 3,4 fuerit char. part. 
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formae (a, b, c) : fore M{a,b,c) rcs. qu. ipsius jw. Nec non, si m fuerit =8 vel 
altior potestas ipsius 2, pcr quam bb — ac divisibilis sit, atquc M accipiatur 
Sti 3; 5; 7 (tnod. 8), prout character part. formae [a, b, c) respectu numeri 8 
postulet: M(a, b, c) fore res. qu. ipsius m. 

IV. Si detcrminans formae (a,b,c) est = D, atque Mia,b,c) rcs. qu. 
ipsius D, omncs charucteres particulares formae (a, b, c) tum respectu singulorum 
divisorum primorum imparium ipsius D, tum res]>ectu numeri 4 vel numeri 8 
si ipsum D mctiuntur) ex numero M statim cognosci possunt. Ita e. g. quum 
3(20, 10. 27) sit rcsid. qu. ipsius 440, scilicct (150,9) valor expr. v '3{20, 10, 27) 
sec. mod. 440. atque 3iV5, 3.RH: characteres foruiae (20, 10, 27) sunt 3.8; 
2V T 5; R\l. Soli characteres paxticulares respectu numerorum 4 ct 8 , quoties 
detenuinantem non metiiuitur, nexum necessarium cum numero M nou habent 

V. Vicc versa. si numcrus M ad D primus omncs charactcres particulures 
forinae (a, b, c) in se complectitur (exccptis charactcribus rcspectu numerorum 4, S, 
quaudo ipsum D non metiuntur): erit M(a, b,c) res. qu. ipsius D. Xam cx III 
patet. si D sub formam + A*lf'Di... redigatur, ita ut A, B, C etc. siut 
nunieri pritni diversi , forc M (a, b, c) rcsid. qu. singulorum A*, lf', C etc. Si 
igitur valor expr. \'M(a,b,c) secundum mod. A", est {%.%') ; secundum mod. 
B*', (©, ©'); sec. mod. C' T , (6, <£') etc. numerique g, k ita dctcrminantur ut sit 
g ze a. 35. 6 etc; h = «'. (£' etc. secundum modulos .4", B 6 , C T etc. resp. 
(art. 32): facile perspicietur, fore gg^aM, gh = bM, hh = cM secundum 
omnes modulos A 1 , B l , C T etc. adeoque ctiiim sccundum modulum D qui illo- 
rum est productum. 

VI. Propter lias rationes numeri tales ut M vocabuntur nttmeri characteri- 
stici formae [a, b, c) , poteruntque per V plures huiusmodi numeri nullo negotio 
inveniri, simulac omnes charactcrcs particularcs huius formae sunt eruti; simpli- 
cissimi autcm tentando plerumque evolvuntur facillime. Manifestum est, si M 
sit numcrus characteristicus formae primitivae datac dctcrminantis D. omncs uu- 
meros, ipsi M secundum mod. D congruos. forc numeros cliaracteristicos eiusdem 
formae; formas in eadem classe, sive etiam in classibus diversis ex eodem genere. 
contentas eosdcm numeros characteristicos habere, quamobrem quivis numerus 
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charactcristicus formae datae etiam toti classi et gcneri tribui potest; deniquc I 
semper esse numerum characteristicum formae classis et generis principalis, sive 
quamlibet formam e gcnerc principali esse residuum determinantis sui. 

VII. Si (g, h) est valor cxpr. \jM(a, b, c) (mod. m) , atque g = g, K = A 
(mod. m) : erit etiam \g', K) valor ciusdetn expressionis. Tales valores pro aequi- 
valentibus habcri possunt; contra si (g, h), [g, h') sunt valorcs ciusdcm expr. 
\'M[a, b, cj, neque tamen simul g' = g, K = h (mod. m) , diversi sunt censendi. 
Manifesto quoties [g, h) est valor talis expressionis, etiam (— g, —h) erit, facile- 
que demonstratur, hos valorcs semper esse divcrsos nisi m.= 2. Aequc facile de- 
monstratur, expressionem \I3I (a, b, c) (mod. m) plurcsivalores diversos quam duos 
tales (oppositos) habcre non posse , quando m sit aut numerus primus impar aut 
numeri primi imparis potcstas aut = 4 ; quando vero m sit = S aut altior pote- 
stas numeri 2, quatuor omnino dari. Hinc facilc dcducitur per VI, si determinans 
D formae (a, b,c) sit = ± 2 s M , jB*. .., designantibus A, B etc. numeros pri- 
mos impares diversos quorum multitudo = n, atque M numerus characteristicus 
illius formae: dari omnino vel 2" vel 2" +1 vel 2 B ~ , ~ , valores divcrsos expr. 
\'M(a, b, c) (mod. D) , prout /t vel <2 vcl = 2 vcl > 2. Ita e.g. haben- 
tur sedecim valores expr. \/7(l2, 6. — 17) (mod. 240', puta (± 18, + II), 
(±18, ±29), (±18,+91j, (±18, ±109), (±78, ±19), (±78, ±59), 
(±78, +61':, (±78, -f- 101). Demonstrationcm ampliorem quum ad sequen- 
tia non sit adeo necessaria, brevitatis gratia non apponimus. 

VIII. Denique observamus, si duarum formarum aequivalcntium (a, b, c), 
(a' t b', c) detcrminans sit D, numerus characteristicus M, priorque transeat in 
posteriorem per substitutioncm a, 6, y, 6: ex quovis valore expr. ^M(a, b, c) ut 
(g, h) sequi valorem expr. \jM(a',b',c), puta (ag + fh, tjg-\-hh). Demon- 
strationem quisque nullo uegotio eruere poterit. 

De compotitiont /ormitrum. 
234. 

Postquam haec de formis in classes genera et ordines distribuendiN praemi- 
simus, proprietatesque gcnerales quae cx his distinctionibus statim dctiuunt ex- 
plicavimus, ad aliud argumentum gravissimum transimus a nemine hucusque 
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attactom, dc formnnun compositione. In cuius disquisitionis limine, ne posthac 
demoiistrationuni seriem coutinuam interrumpere oporteat, statim intercalamus 

Lemma. Habentur quatuor series numerorum integrorum 

a,a'.a"...a' t - b. b'. b" . . ,6\ c, c. c . . .c" ; d.d'.d"...d n 
93C aeque multis puta n-f- 1] terminis constantes, atque ita comparatae, ut 
cd' — dc, cd" — dc etc, c'd" — d'c" etc. etc. 

resfiective sint 

^ k{ab'—ba,, k[ab"—ba") etc, k(a'b"—b'a") etc etc 
sive qeneraliter 

c^ — rfV = kiaH^ — Pa») 

denotante k nutnerum integrum datum ; X, u integros quoscunquc inaequales inter 0 
et n incl. quorum maior u ') ; praeterea omnes a' ' b* — b^a* divisorem communem 
non habent. Tunc inveniri possunt quatuor numeri integri a. 6\ y, £ tales. ut sit 

aa-\-tib = c. aa'-\-fib' = c . aa" -\-$b" = c" etc 
ya + Sb^d, ya'-\-Sb' = d\ ya"+ cb" = d" etc. 

sive generalitcr 

atf+Gb* = c\ ya* + M* — a" 

qvo facto erit 

ah-tiy - X- 

Quum pcr hyp. numeri ab' — ba\ ab" — ba" etc. a'b" — b'a" etc. fquorum 
multitudo erit -= f '«-+- ') w ) divisorem communem non habcant, invcniri pote- 
runt totidem alii numeri intcgri. per quos illis rcsp. multiplicatis productorum 
summa tiat =1 (art.40). Designentur hi multiplicatores per (0,1), (0,2 etc. 
1,2> etc, sivc generaliter multiplicator ipsius a^b* — fra* i>cr (X, p), ita ut sit 

S(X,u)yi>*-J» ) a>*) = 1 

Per litcram 1 dcnotamus ag$rre£atum omnium valorum cxpressionis. cui pracfixa 

*l Connidfrtinclo a tamquarn a", b tamquam A* etc. ... Ceterum tnanifentn eadem m-qnalio valehit 
quoqu* quando /. p aut > > u. 
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est, qui oriuntur tribucndo ipsis X, ji omncs valorcs inacqualcs inter o et n, ita 
ut sit n > l . Quo facto si statuitur 

S(X, ^(c^-iV) = a. 2(X, v.. «' — c' a" = n 
2 (X, |*) [d x b* — b x d*) = y, S (X, p) (a l rf«* — rf V) = $ 

hi a, tf, y, 6 proprietatibus praescriptis crunt praediti. 

Dem. I. Dcnotantc i numcrum quemcunque integrum intcr 0 et n. crit 

= J-Sjx. (i Vrfiv-Z^o 

= -J c*2(X, jii^rf 1 * — rfV) 
= c v i:(X, l i)(a'-6f l — ^a^) = e' 
Et per calculum similem cruitur 

y«* + eT = d'. Q. E. P 

II. Quoniam igitur 

e' _ ««' +&'/,', ^ = a«H^" 

fit 

c^ — t»^ — rt-V^ — i^a^; 

similique modo 

«' — c* «P» = b'Vi' 6!* — ftV} 

,/> /;« _ b> d'> = yfa* fcJ» — 6 X a ! *) 

a' rf* — rf' a 1 * = 6*(a* t 11 - // a^) 

cx quibus formulis valores ipsorum n, 6, y, <5 multo facilius crui possunt , si 
modo X, (A ita accipiuntur, ut a'& : * — b' a 1 * non sit =0, quod certo fieri poterit. 
quia omnea a' b^ — b'a^ ])cr hy\>. divisorem communem non habent, adeoque 
omnea = 0 esse nequeunt. — Ex iisdem aequationibus deducitur, multiplicando 
primam per quartam , secundam per tertiam et subtrabendo , 

(a^_6yV 0 ^/#-i > a^ , = (a^-iV^-rfV) = -&> af 

uude necessario 

aS — 6*y = k. Q. E. 8. 

31 
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235. 

Si fonna A XX+ 2BX Y+CYY. . . F 

transit in productum c duabus formis 

axx+2bx# + cyy.../, et dx'x'+ 2 b'x'y'+ cyy. . ./' 

per substitutionem talem 

X = pxx'+p'xy'+p"yx'+p'"yy 
Y = qxx'+q'xy'+q"yx+q'"yy 

i quod brevitatis causa in sequentibus semper ita exprimemus : Si F transit in //' 
pcr substitutioncm p,p',p",p"\ q, q, q", q'"*) ), dicemus simplicitcr, formam F 
trans/ormabilem esse in //'; si insuper baec trausformatio ita cst comparata, ut 
sex numeri 

v4-<ip. pq"—qp. pq m —qf> pq—qp". p'q m -q'p. p"q'"-q"p m 

divisorem communem non babeant : formam F e formis /, /' compasitam voca- 
bimus. 



Incboabimus hanc disquisitioncm a suppositione gcneralissima , formam /' , 
in //' trausirc per substitutioncm p, p', p", p'"\ q, q, q", q" et quae inde sequan- 
tur evolvemus. Manifesto huic suppositioni ex asse aequivalebunt sequentcs no- 
vem aequationes [i. c. simulac bae aequationes locum habent, F per substitutio- 
nem dictam trahsibit in //', ct vicc versa) : 

App + 2Bpq + Cqq = ad 
App + 2Bp'q + Cq'q' 
Ap"p' + 2BpY +Cq"q" 
Apy"+2Bp'Y-r-Cq'Y 
App -j-Bijiq' + qp) + Cqq 
App" + Bpq" +qp") +Cqq" 
Ap'p'" + Bj>'q'"+qp"^+CqY 
Ap"p"+Bipq"+qp-)+C q "q"' 

* Ipp+pp) + b 'j>q"'+ qp m +p'q"+ q'p) + c{ 9 f+ f 



ac 

cd 

cc 

ab' 

bd 

bc' 

cb' 

2bb' 



M 

[3] 

M 

1*1 

;« 

[7] 

w 
w 



/' probe respi- 



oportet. Facile nuum penpicietur, ai ordo fonnarum /, /' convertatur ut prior finl po»U'rior, 
ciente* p, «' cum his p", j" commulandos e»*e, reliquo» »uo qucmliUet loco nianere. 
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Sint determinantes formarum F, f, f rcsp. D, d, d'; divisores communes 
maximi numcrorum A, 1B, C\ a.lb.c; a', 26', c resp. M, m, m (quos omnes 
positive acceptos supponimus). Torro detcrmincntur scx numeri integri 31, 23, 5, 
V, 33'. 6' ita ut sit 

2ta + 233&+<5<r = m. 5M'«'+2 23'6'+e'c' = m 
Denique designentur numcri 

pq'—qp. pq"—qp"> pq'"—9P'"> p'q"—q'p"> pq'—q'p"> pY—fp"' 

resp. per P, Q, R, S. T, U, sitque ipsorum divisor commuuis maximus positivc 
acceptus = k Iam ponendo 

Aff+B(pf+qf)+Cqf=shV+tk .... [101 

fit cx aequ. 9 

A P 'p+Bij>'q'+q'p" + Cq'q =bb'-A .... [11] 
Ex his undecim acquationibus 1 ... 1 1 , sequentes novas evolvimus * ] : 



DPT = d'aa [12] 

DP(R-S) = '2d'ab [13] 

DPU ■= d'ac—{AA-dd) [14] 

DR-Sj* = 4d'bb + 1{AA — dd) [15] 

DR — S)U = 1d'bc [16] 

DUU = d'cc . . [17] 

DQQ = daa [18] 

DQ[R+S) = IddU [19] 

DQT = da'c — (A A — dd') [20 

D[R+S* = idb'b'+1(AA-dd') [21] 

D{R+8)T = 1db'c [22 

DTT = dcc [23] 



Hinc rursus dcducuntur liae duae : 

*) Grigo harum aequationum hacc e«t : llcxi.i — t.l; IJ M i.»-l.I-tH U ex tl.lt — «.7; 
15 cx 5.* + ».« + l«.l« + 11,11 — 1.4 — 1.3 — «.7 — *. 7 ; itexs.l — 3.7— 4.«: Ucxs.s — s.4. Deductto 
»ex reliquarum codem modo ndornatur, si modo acqualiom* 2, 5,7 cum acquationiltu» s, B, " re«p. coinmu- 
tnntur, etreliquac 1.4. », 10. u eodem loco deincep» retinentur , puta isext.6— t.S etc. 
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0 ^ 2d'aa[\l — dd' 

0 = (l\-dd'--2d'acM-dd) 

scilicct prior cx 12.15 — 13.13, postcrior cx 14.14 — 12.17; unde facilc pcr- 
spicitur, ncccssario esse AA — dd' — 0. sivc sit a — 0, sivc non -sit = 0*). 
Suppouenius itaque, in acquatt. 14, 15,20.21 ad dextram dcleri AA — dd'. 
Iam statuendo 

21 7>+ 3? (R — S) + 6 U = m n 
21' Q + + 6') + C r = ro'« 

(ubi h, «' etiam fractioncs cvadcrc possc probc notandum , etsi //» ri. irin neces- 
sario sint integri): facile cx aequatt. 12 ... 17 deducitur 

Dmmriri - rf'(«o + 2»fr+(Ee)" = dmm 

similitcrque ex aequ. 1 s ... 23 

Dmmnn = d(2l'a'+ 2 5»'6'+GV )" = rf/«W 

Krit igitur d—Dnn, d'—Driri, undc nanciscimur conclusio.vkm humam : 
Determinantes formarum F, f, f necessario inter sc kabent rationem quadratorum; 
et seccndam: D semper metitur numeros dirim, d'mm. Patct itaque, D, d, d' 
eadcm signa habcre, nullamque formam in productum ff transformabilem esse 
possc, cuius dctcnninans maior sit quam divisor communis maximus numcrorum 
dirim, d'mm. 

Multiplicentur aequationes 12, 13, 14 resp. per 21, 33, S; similiterque pcr 
cosdcm numcros acquatt. 13, 15, 16, ct 14, 16, 17; addantur terna producta. 
dividaturque summa per 2>»t«', scripto pro d', Driri. Tutic prodit 

/> = an', R—8 — 2 6«', U = cri 

Simili modo multiplicatis aequationihus, IS. 19, 20 ncc uon 19, 21. 22 et 
20, 22. 23 resp. pcr 21', 93', C, obtinctur 

Q = a'n, R + S = 26'», 7' = c'n 

') Hnec derivulio acquotionis AA - dd' ad inslitututn pracsein «uflicit; aliuquin nnnljoin ck-jrantiurem 
«ed hic nimi* prolixam tradcre poaacmiu, directc dcducciido e* aequalionibu* i . . . 1 1 hanc dd')'. 
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Hinc habetur coxci.usio tektia: Numeri a, 2b,c jiroportionales sunt nuineris 
P, R — S, U, positaque illorum ratione ad hos ut 1 ad ri, erit ri ratfi.v quadrata ex 
j } ; similiterque numeri a, 2b', c ad Q, R-\-S, T eandem rationem habent, quae 
si ponititr esse ut 1 ad n, erit n radix quadrata ex f f . 

Ccterum quantitates n, ri radices vel positivac vel negativae 8X j )t ^ esse 
possunt, undc distinctioncm pctimus, quac primo asjiettu sterilis vidcbitur, sed 
cuius usus in scquentibus sufticientcr apparcbit. Scilicet dicemus. in transforma- 
tione formae F in //' formam / accipi directe quaudo n est positiva, inrerse 
quando » ncpativa; similitcrquc /' accipi dircctc vcl invcrsc. ]>rout «' positiva vel 
negutiva. Accedente autem conditione ut k sit — 1 , forma F vel ex utraque 
forma /, /' directe comjmsita, rel ex utraquc inverse rel ex / directe ct cx /' 
invcrsc. vel cx / invcrsc ct cx /' dircctc dicctur, prout vcl n, «' ambac sunt 
jjositivac, vcl ambac ncgativae, vel prior j>ositiva postcrior nefrativa, vcl prior 
negativa posterior positiva. Ccterum quisque facile intelliget, has relationcs ab 
ordinc quo formac /, /' collocantur vid. annot. j)rim. ad art. pracs.) non pcndcre. 

Porro observamus. divisorem maximum communem numerorum P, Q, R, 
S, T, U puta k mctiri nnmeros mri, m'n Juti cx valoribus supra stabilitis mani- 
fcstum est) adcoque quadratum kk ipsos mmriri, irintnn, atque Dkk ipsos 
d'mm, dirim. Sed ct vice versa quivis divisor communis ipsorum mri, iri n me- 
tietur ipsum k. Sit cnim e talis divisor, qui manifcsto ctiam numeros ari, 2bri, 
eri, «'«, 2b'n, c'n mctictur, i.e. numeros P, li — S, U, Q, R+S, T ct proin 
etiam ipsos 3 12 et 2S. Iam si — esset numerus impar, etiam — impar esse 
deberet (quoniam summa et diffcrentia sunt pares) adctK]ue etiam productum impar. 
IIoc autem productum fit =- (b'b'nn — bbriri) = --- {d'nn-\-ac'nn — driri — acrin') 
= — (acnn — acriri) adcoque par, quia e ipsos «'«, cn, ««', cri metitur. Quare 
- * necessario crit par, ct proin R nec non 6 1 per e divisibilis. Quoniam iptur 
e omnes sex P, Q, R, S, T, U mctitur, metietur etiam ipsorum divisorcm com- 

munem maximum k. Q. E. D Hinc concluditur, k cssc divisorcm commu- 

nem maximum numerorum mri, rrin; unde facile pcrspicictur . Dkk fore dki- 
sorem communem maximum numerorum dmtri, d ntm. Quae cst conclusio quabta. 
Patct itaquc, quoties F cx / ct /' composita sit, D fore divisorem communetn 
maximum, numerorum dmtri, d'm m, et vice versa; quac proprictas ctiam tam- 
quam dcfinitio formac compositae adoptari potuisst;t. Forma iyitur composita c 
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forniis /, /' determinantem maximum possibilem inter omncs formas iu produc- 
tum //' transformabilcs habet. 

Antequam ulterius progredi possimus, ante omnia valorem ipsius A accu- 
ratius definire oportet, quein quidem ostendimus esse — \'dd' — \DDnnn'n, 
sed cuius signum binc nondum dctcrminatur. Ad hunc lincin cx aequatt. funda- 
mcntalibus 1 — 11 eruiinus DPQ— \ad (quae aequ. obtinetur ex 5.6 — i-.tl), 
adeoquc Dadnn = Aaa', unde. nisi aliquis numerorum a, a' cst =0. fit 
A = Dnn. Scd prorsus simili modo cx acquatt. fundd. octo aliac deduci possunt, 
in quibus ad laevam Dnn ad dextram A multiplicati habeantur per iab', ac, 
2bd, Abh', 2bc, ca', 2cb', cc"), unde facile concluditur proptcrca quod ncquc 
omnes a, 2b, c, ncquc omnes a', 2b', c possuut cssc = 0, in omnibus casibus fieri 
A = Dnn, adeoque A idcm signum habere ut D,d,d' vel oppositum. prout w, 
«' eadem signa liabeant vel diversa. 

Porro observamus, numcros aa', 2ab\ ac, 2ba', Abb', 2bc, cd, 2cb', cc, 
2bb'-\-2\, 2bb' — 2 A omnes pcr mm divisibilcs cssc. Dc novcm prioribus hoc 
per sc manifestum est, de duobus reliquis autcm simili modo deiuonstrari potest 
ut antea ostcndimus R et S pcr e divisibiles essc. Scilicet patet, Abb'-\-A± ct 
Abb' — 4A per mm divisibiles esse (quoniam 4 A = \'l6rfrt" atquc Ad per mm, 
Ad' per m'm divisibilis. adeoque \Gdd' per »i m >«'»«' et 4 A pcr vim'\ ct differeii- 
tiam quotientium parem; productum ex quotientibus facile demonstratur essc par. 
unde uterquc quotiens par, et 2bb'-\-2\. 2bb' — 2A pcr mm divisibiles. 

lam ex undeciin aequationibus fundamentalibus facilc dcducuntur sex se- 
quentes : 

APP = adqq — 2ab'qq -\- acqq 
AQQ = a a'q"q" — 2 b a'q q"-\- c a'q q 
ARR ~ a dq"q — 2 \b b'-\- A q q'"-\- c c'q q 
ASS — ac'q"q" — 2ifct>' — Aj q'q" -\- c dqq 
ATT ^ acq'Y-2bcq'q~ + cc'qq' 
AUU = cdqY—lcUqq+CCqq 

Hinc sequitur, omnes APP, AQQ etc. divisibilcs esse per mm, uudc 
facile derivatur, quoniam kk divisor communis maximus numerorum PP, QQ. 

•) Anal\»m quam leitorc. fncilc dctcifrre puUrunt DTeriUUl cau«a «upprimerc oportet. 
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RR etc, etiam Akk per mtri divisibilcm esse. Substitutis autem pro u, 2 6, c, 
a',2b',c valoribus suis J ctc. sivc ^[pq'—qp"\ etc, transibunt in sex alias ae- 
quationes, in quibus ad dcxtram babcbnntur producta cx quantitate — [qtf—qql 
iu PP, Q Q, RR etc. Calculum facilliinum lectoribus relinquimus. Hinc sc- 
quitur (quoniam omncs PF, QQ etc. esse =0 nequcuntl Anri — q'q" — qq" . 

Simili modo cx acquationibus fundamentalibus derivantur sex aliae aequa- 
tiones, a pracccdentibus in eo tantummodo discrcpantes , quod pro A ubique 
habetur C et pro q, q, q", q" resp. p, p, p", p", quas ipsas brevitatis caussa non 
adscribimus. Hinc codem modo scquitur, Ckk per mtri divisibilem esse atque 
Cnri = p'p"—pp". 

Deniquc cx codcm fontc pctuntur scx aequationes hae : 

BPP = — aripq -\-ab'{p<j+qj>') — acpq 
BQQ = —aa'p"q" +ba (p qp) — capq 
BRR - — « a'p "q'"+ {b b'+ A) [p q"+ q ;/") — ccpq 
BSS = — ac'p"q" + ib V— 4) 4f) — cripq 

BTT = —a c'p"q m + b c {pq'"+ qp") — C cpq 
BUU = — ca p"q"+ cb' ' p"q' + q p") — c c'p"q" 

unde perinde ut ante concluditur, 2Bkk divisibilem csse per mtri atque 
2JW = pq"+qp"—pq"—q , p". 

Quoniam itaquc Akk, 2Bkk, Ckk pcr mm sunt divisibilcs . facile per- 
spicietur, etiam Mkk per mm divisibilem esse debcre. Ex acquationibus fun- 
damentalibus autem colligitur, 3/ metiri ipsos aa, 2ab', ac, 2ba, 466', 2bc, ca, 
2cb', cc, adeoque etiam ipsos am, 26;«', cm (qui sunt divisores comm. max. 
trium primorum mcdiorum et ultimorum resp.) ; deniquc ctiam ipsum mtri qui 
est horum div. comm. max. Hinc patct, in eo casu ubi forma F ex formis f, f 
composita est sive k=. 1 , necessario csse M=mm. Quae est coNCLnsio qcinta. 

Si div. comm. max. numcrorum A, B, C est 2)i. hic erit vcl = M (quando 
forma JF* est proprie primitiva vel cx proprie primitiva derivata) vcl = J M (quando 
F est fortna improprie primitiva vcl ex improprie prim. derivata); similitcr de- 
signando cU\isorcs comm. max. numerorum a, 6, c; a, b', c rcsp. per m, m' erit m 
vcl =wi vel \m, ct m' vel =m' vel = f tri. Iam patet, mm metiri ipsum a", 
m'm' ipsum d', adeoque mmm'm' ipsum dd' sive AA, et mm' ipsum A. 
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Hinc ex sex ultimis aequationibus pro liPP ete. sequitur, uun' nietiri ipsum 
Bkk, adeoquc (quum ctiam ipsos Akk, Ckk inetintur) ctiatn ipsuin s Si\kk. 
Quotics igitUI F ex /, /' eomposita est, metictur mtn' ipsum s J)i. Quando 
itaque in hoc casu utraquc /, f est pro])ric primitiva vel cx proprie primitiva 
dcrivata sive mtn' = mm — 31, crit H)l — 31, sive F similis forma. Quando 
vero. iu cadcm suppo.sitione, aut utraque f, f aut nltcrutra saltetn est iinproprie 
priinitiva vel cx improprie primitiva dcrivata, e. g, forma /; ex aequationibus 
fundamcntalibus sequitur. aa, lob', ac, ba, 2bb', bc, ca, lcb', cc pcr s J)i divi- 
sibiles essc adcoque etiam am\ Inn' , cm et hinc quoque mm = J mtri — { 31: 
undc necessario in hoc casu erit 2)i .— i M, sive etiam formu F vel iiupr. prim. 
vel ex impr. prim. dcrivata. Quae cfticiunt coxcixsiokem skxtam. 

Taudem obscrvamus, si novcm aequationes 

an' = P, 2&»' = ii — 8, cn'= V 
an - Q, 1b'n = 11+ 8, e'n = T 
Anri — q'q" — qq", iBnri - pq"+qp" — pq" — q'p". Cnri = p'p" — pp"' 

quas, quoniam in sequentibus sncpius ad ipsas revcnire oportcbit. |>cr 0 dcsigna- 
himus locum habere supponantur, speetatis adeo ipsis n, ri tamquam iitcotruitis, 
quarum tamcn neutra = 0 : pcr substitutioitcm faeilc confirmari , ctiam acquatio- 
ncs fundamentalcs I ...9 neccssario veras esse sive formam A, B, C per substi- 
tutionein j>, p, p", p"; q, q, q", q" in productum e formis [a, b, cj a, V , c transirc; 
praetcreaque esse 

. b b — a c ss n n'BB — A C: , b'l/~ dc _ riri B B —AC 

Calculum quem hic npponere nimis prolixuni foret lectorum industriae contmit- 
timus. 

236. 

Puoblema. Propositis duabus formis quarum determinantes aut aequalcs sunt 
aut saltem rationem quadratorum inter se babent: incenire formam ci illis compositam. 

Sol. Sint formac coni]>oncndae «, b, c) . . ./, [a', b', c) .../'; harutn detcr- 
minantes d, d' . divisorcs communcs inaximi numcrorum a, 2b, c; a, 2l/, c rcsp. 
m. m; divisor eoium. utaxiinus nuiuerorum dmm, d'mm eodem sitnio ut d, d' 



Digitized by Google 



coMPOsrno kokmakim. 



249 



affectus D. Tunc ^T", erunt nunieri positivi inter se primi ipsorumque 

productum, quadratum; quare ipsi erunt quadrata (art. 21). Hinc V^. V5 crunt 
quantitatcs rationales quas ponemus = n, ri, ct quidem accipiemus pro n valo- 
rem positivuin vel negativuni, prout forma / in compositionem vel directe vel 
inverse ingredi debet, similiterque signum ipsius ri ex ratione qua f in compo- 
sitioncm ingredi dcbet, determinabimus. Erunt itaquc mri, trin numcri intcgri 
inter se primi; n et ri autcm etiam fractioncs essc possunt. His ita factis, ob- 
servamus, ari, cri, an, c'n, bn'+b'n, bri—Un esse integros, quod de quatuor 
prioribus per se manifestum est (quum ari = " m mri etc.}; de duobus rcliquis 
eodem modo probatur ut in art. praec. dcmonstratuni fuit, R ct <S per e divisibi- 
les esse. 

Iam accipiantur quatuor numeri integri C C, C , ad libitum. ca sola 
conditione, ut quatuor quantitates in aequatione sequente I) ad laevam positae 
non omnes simul = 0 fiant , ponaturque 

C'« «'-(- OV» -f C"(i n' + b'ri\ = \iq (I) 

— O a ri + OTc'lt — £l"{bri — b'n ) — pq 
Q-cri-Zan + £i'ibri-b'n) = M " 
-Ccri—tttfn - 0(bn'+b'n) = M '" 

ita ut q, q, q", q"' fiant integri divisorcm communem non habentes, quod obtine- 
tur accipieudo pro ja divisorem communem maximum quatuor numerorum, qui in 
his aequationibus sunt ad laevam. Tunc igitur per art. 40 invcniri potcrunt qua- 
tuor numeri integri % f tales ut fiat 

< iuo facto determinentur numeri p, p, p", p" per aequationes sequeutes : 

y'ari +Wan + y"\bri+Vn) = p (II) 

— tyari + ty"c'n — ¥"{bri — 6'«) = p 

W"cri— tyan +S$' {bri — b'n) = p" 
-yrcri-%*cn _<(3 {bri+b'ril = f 

Tandem ponatur 



q'q"—qq" = Anri, pf+qp-pq—qY -= 2Bnri. pp—pp"' = Cnri 

32 
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P 

Tunc A, B, C erunt numeri integri formaque [A, B, C) . . . F ex formis /, f 
composita. 

Dem. I. Ex aequatt. I nullo negotio confirmantur sequentes quatuor 
aequationes : 

0 = qcri — q"c'n — q^bri — b'n) (III) 

0 — qcri -f- q'"a'n — q"[b n'-\- b'n) 
0 = q'"an'-\- qcn — q{bn'-\-b'n) 
0 = q"ari — qan — q'bri — £>'/»; 

II. Iam ponamus. numeros integros 31, 93, 6, 31', 53', CT, 9i, W ita deter- 
minatos esse ut fiat 

3Ia-r-2336-f-6c = m 

2tv+2 93'6'+<5V — m 

Vlmn + Wmri = 1 

Tunc erit 

*a«V+ 2 869?'»'+ <Sc5R'»'+ 3l*a'9t» + 293'fc '»* + SVfl» = i 
Hinc atque ex aequatt. (III) facile confirraatur, si statuatur 

— 9 '315H' — q"W9l — »'9t) = q 
? 3l9r — ? *"Ot + ? ",339r-93'iW) = q' 

— q'"<ZW+qWil — «'(»»■— »'9t) = q" 
? "<59t+ ? '<Oi + ? ;939t+93'9t) = q"' 

fore 

q'a ri + q"a'« + q"*(i «'+ fc'«) = q (IV) 

— qa«' + q"V» — q"{bri — b'n) = o' 

q"'c«* — qa'n + q'(6n' — 6'») = q" 
-q"c»'— q'c'» — q(6 »'+*'*) = «"* 

Quoties = 1 , hae aequationes non sunt necessariae , sed ipsarum loco 
aequationcs (I), quibus omnino analogae sunt, rctincri possunt. Quodsi nunc ex 
aequatt. II, IV valores ipsorum Anri, iBnri, Cnri [i. e. numerorum qq—qq" 1 
etc.) evolvuntur, et quae mutuo se destruunt delentur: invenietur. singulorum 
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partes esse vel producta ex integris in »«', vel ex integris in driri vel ex integris 
in rf'n«, insuperque omnes partes constituentes ipsius 2,6»«' implicarc facto- 
rem 2. Hinc concluditur (quoniam driri— d'nn, et proin ~ = ~ = ^rfrf' 
sunt intcgri). A, B, C csse numcros integros. Q. E. P. 

111. Substituendo ex aequatt. (II) valores ipsorum p, p, p", p m , facile 
comprobatur adiumento aequatt. [III) et huius 

vq+vq'+vq"+rq"' = 1 

esse 

pq'—qp' = ari, p q m —qp'"— p'q"+ q'p" — 2 b «', pq m — q"p m = cri 

pq"—qp" — a'n, pq m —qp m -\- p 'q"—q'p" = 26'«. pq—qY = c'n 

quae aequationes identicae sunt cum sex prioribus (Qj art. praee.; tres reliquac 
autem iam per hyp. locum habent. Quare {ibid. xuh fin.) forma F transibit in ff 
per substitutionem p.p'.p".p m ; q» {» f f\ ipsiusque deterrainans erit = D, 
sive aequalis divis. comm. max. numerorum dtrim, d'mm, quamobrem pcr concl. 
quartam art. praec. F ex f, f composita erit. Q. E. 8. Denique facile per- 
spicietur. F ex /, /' ita compositam esse ut praescriptum sit, quum signa quan- 
titatum «, n' iam ab initio rite sint determinata. 

237. 

Theorema. 8i forma F i« productum e duabus formis f f est transforma- 
bilis, atque forma f formam f" impluat : F etiam in productum e formis f, f " 
transformabilis erit. 

Dem. Kctineantur pro formis F, f, f omnia signa art. 235; forma f 
sit = [a", V,c"), transcatque /' in f" per substitutioncm a. 6\ y, S. Tunc 
nullo negotio perspicietur . F trausirc in ff" pcr substitutionem 

a P+7P< 6p + $p. «/4-TJ»" V+V 
aq+yq. 6q + 6q- OLq"+lf. *ff"+*f" « E D 

1'ositis brevitatis caussa coefficieutibus 

«p+tp> *p+h' = * V- V c - c ' c "« 

32* 
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numeroque at — Hy = e: ex aequatt. Q art. 235 facile confirmatur , essc 
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Iam designato detcnninante formae /" j»er </", erit c radix quadrata ex j, , et 
quidem positiva vel nejrativa. pront forma /' formam /" vel proprie vel improprie 
implicat. Quare rie erit radix quadrata ex |Lj unde patet, novem aequationes 
praecedentes aequationibus _2 art. 235 prorsus analogas esse. formamque / in 
transformatione formae F iu ff" eodem modo accipi. ut in transformatione 
forinae F in ff \ formam f" vero in illa vel eodem modo ut /' in hac. vel op- 
posito . prout f ipsam /" proprie implicet vel improprie. 

238. 

Theokema. Siforma F sub forma F' est contenta atque i'« productum e for- 
Mis f f transformabilis: etiam forma F' in idem productum transformabiliti erit. 

Dem. Retcntis pro formis F, f f iisdem signis ut supra et supponendo 
formam F' transire in F pcr suhstitutionem a, 6*. y, 8, facile pcrspicietur, F' 
jK>r «uhstitutionem 

ap-\-tiq , a p'+ 6* (/, a p"-\- Hq", a p m -\- f> q"' 
tq, yp + tq. yp+tq, yp +Cq 

idem tieri quod F j>er substitutionem p, p '. p" \ p" '; q. q, q". g"'. adeoque F' pcr 
substitutionem illam transirc in ff. Q. E. 1). 

Praetcrea j»er similem calculum ut in art. jiraec. facile confirmatur, F' eo- 
dem modo in ff tran-dnrmahiletn fore ut F. quando F' ipsam F i»roj»rie imjdi- 
cct;. quando vcro F improprie sub F' contenta sit, transforinationcs formae F 
in ff et fonnae F' in ff ojqwsitas fore resj>ectu utriusque forinae /, /'. scilicct 
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quac ex his formis in alteram transformationem directe ingrediatur. in altera ac- 
cipi inverse. 

Ex combinationc theorematis praesentis cum thcor. art. praec. obtinemus 
sequens generalius : Si forrna F i» productum ff 0*1 transformabilis, atque formae 
f, f resp. impHcant formas g, g', forma F vero sub forma G contenta est : G in 
productum gg transformabilis erit. Nam pcr theor. art. prnes. G transformabi- 
lis erit in ff, hinc pcr thcor. art. praec. in fg et per idem theor. etiam in gg 
Porro patet. si omnes trcs formac ff, G formas g, g, F proprie implicent. G 
eodcm modo in gg' transformabilem fore respectu formarum g, g, ut F in ff 
respectu formarum f.f ; idem cvcnire, si illae tres implicationes omncs sint im- 
propriae; deniquc aeque facile dcterminari poterit, quomodo G in gg' transforma- 
bilis sit. si ex illis implicationibus aliqua duabus rcliquis sit dissimilis. 

Si formae F, f, f formis G, g, g rcsp. sunt aequivalcntcs , hae eosdein 
dctcrminantes habebunt ut illac. etquod pro formis /,/' sunt numcri m, m, idcm 
erunt pro formis g. g (art. 161;. Hinc nullo negotio j>er conclus. quartam art. 
235 deducitur. in hoccc casu G cx g,g compositam forc, si F ex f,f composita 
sit, et quidem formam g in compositioncm illam eodcm modo ingredi, ut / in 
hanc, quando F ipsi G eodem n>odo aequivaleat, ut / ipsi g, et contra; simili- 
terque g in compositione priori vel eodem modo vcl opposito accipicndam ut /' 
in posteriori, prout aequivalentia formarum /', g aequivalentiae formarum F. G 
similis sit vel dissimilis. 

239. 

Theorema. Siforma F ex formis f,f composita est: quaecis alia forma in 
productum ff eodem modo transformabiHs ut F, ipsam F proprie implicabit. 

Dem. lietentis pro F,f, f omnibus signis art. 235, aequationes Q etiam 
hic locum habebunt. Ponamus formam F* ~ [A, H, C), cuius determinans 
= If, transire in productum ff per substitutionem p. p\ p", p": q, q'. q". q " de- 
signemusque numeros 

pq'-qp', pq"-qp". pq'"— qp"'. p'q"-q'p". p'q'"— q'p", p"q"'-qY' 
resp. pcr 

f. q: «'. r. V 



Digitized by Google 



254 



DE FORMIS UGUUBM GRADCS. 



Tunc habebuntur novcm aequationes ipsis Q omnino similes puta 

V = an, R—S' = 2 bri, V = cri 
Q = an, R+ S' = 2b'n, T = cn 
q'q"— qq" -= ^nn'. pq'"+ q p'"— p'q"— q'v" — 2Bnri, pY—pf — Cnri 

quas per £2' designabimus. Quantitates n, n' hic erunt radices quadratae ex 
d jy, et quidem iisdem signis resp. affcctae ut n, «'; si igitur radix qua- 
drata ex j£ positive accej)ta (quae erit numerus integerj statuitur = k, erit n— kn, 
ri=kri. Hinc et ex aequatt. senis prioribus in L2 et 2* manifestum est, fore 

P' = kP, Q = kQ, R = kR 
S' = kS, T' = kT, U' = kU 

Quare per lemma art. 234 determinari poteruut quatuor numeri integri a, 6, y, c 
tales ut fiat 

*P+$9 = P- 7J»+$f = q 
«/>'-+- $q = p, yp '+ = l' etc - 

atqur 

a£> — tfy = k 

Substitutis his valoribus ipsorum p, q, p', q' etc. in aequatt. tribus ultimis il', 
facilc confirmatur adiumcnto aequationum n = kn, ri = kri triumque ulti- 
marum 2, forc 

A'a ct -}- 2 B'a y + Cy y = A 
Aati+BiaS+Gyj + CyS = B 
AG6+2B'fiZ + C£c = C 

quapropter forma F' per substitutionem a, 6, y, $ (quae propria erit. quoniam 
aB— Gy = k cst positivus) transibit in F, i. e. formam F propric implicabit 
Q. E. D. 

Si itaquc F' e formis /,/' etiam composita est (eodem modo ut /*' ex iis- 
dem), formae F, F eundera detenninantem habebunt, eruntque adco proprie ae- 
quivalentes. Generalius, si forma G e formis g,g eodem modo composita cst ut 

• 
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F ex /, /' resp., formaeque g. g ipsis //' propric aequivalent: formae F, G 
propric aequivalebunt. 

Quum is casus ubi ambae formae componendae compositionem dirccte ingre- 
diuntur, simplicissimus sit, ad ipsumque reliqui facile reducantur, illum solum in 
scquentibus contemplabimur, ita ut si forma aliqua simpliciter dicatur e duabus 
aliis composita, seraper subintclligcrc oporteat, ex utraque illam proprie esse com- 
positam*). Eadem restrictio valebit, quoties forma in productum e duabus aliis 
transformabilis dicetur. 

240. 

Theorema. Si e formis f, f composita est forma F; e,v F et f forma 
ex f, f" forma F; ex F' et f forma Qf: formae g, proprie aequivalentes erunt. 
Dem. I Sit 

/ = aXX -\-2bxy -\~cgg 
f=axx +2 6V/ 4-c»' 
/"= a"x"x" +2b"xy H-c>y 
F = AXX + 2BXY + CYY 
F' — AX'X'+ 2 B'X' Y '+ CYY 
g = HXX +25BI?) +6?)?) 

5'= trrr -t^sbt^ + s'?)'?)' 

determinantes barum septem formarum resp. d, d ', d", D, D, 2). 2)', qui omncs 
eadem signa et rationem quadratorum inter se habebunt. Porro sit m divisor 
communis maximus numerorum a, 2b, c, similemque significationem habeant 
m, m", M relative ad formas /',/", F. Tum ex concl. 4 art. 235, D erit div. 
comm. max. numerorum dmm, d'mm adeoque Dm"m div. comm. max. nume- 
rorum dmmm"m" , d'mmm"m"; M—mm ; 2> div. comm. max. num. Dm"m", 
d"MM, sive numerorum Dm"m", d"mmm'm". Ilinc concluditur, 2) cssc div. 
comm. max. trium numerorum dm'm'm"m", d'mmm"m", d"mmmm; ex simili autem 
ratione 2)' eorundem trium numerorum divisor communis maximus erit; quare 
quum 2>, 2>' eadcm signa habeant, erit 2) = 2)', sive formae %. 5 eundcm de- 
terminantem habebunt. 



*) Similitor ut in compoaitione rationum (quae cum compoaitione formarum mapnam analogiiun hnbetj 



250 



I>K FOUMIS SKtTMH GRADIS. 



II. Iam transeat F in ff j>er substitutionem 

x — px.v+pj:y-\- p"j/x-\-p"#y 

utque $5 in F/" per substitutioucm 

* = px^+^Xf+^Y^+fY/ 

designenturque radices quadratac positivae cx -^, j,- ? per w, «', 9i. n". Tunc 
per art. 235 babebuntur dcceni ct octo aequationcs, quarum scmissis altcra ad 
transformationcm formae F in ff pertinebit, altera ad transformatiouem for- 
mae 5 ia Ff - Prima erit pq — qp — ari, ad cuius instar facilc formari 
potcrunt rcliquae brevitatis gratia bic oinittcndae. Ceterum quantitatcs «. »\ W, n" 
ratiouales quidem erunt, sed non necessario numeri integri. 

III. Si valorcs ipsorum X. Y in valoribus ipsorum I. substituuntur. 
prodit substitutio talis: 

S (i)** t **+{%)*x 1 f+{Z)*v'* m +{A)**y 

+ (5)jr^"+ [iW*"+ 

d = (9)xxY+ (1 0)xx'f+ (II) x/x"+ {1 2) xtf 

+{n) 3/ x'x-+ (i 4)j*y+o 5)^jry+(i6) W y 

per quam manifesto 5 transibit in productum fff". Coefficiens ( t ) erit 
— PP + qP valorc8 quindecim reliquorum non apponimus, quippe quos quisque 
nullo negotio evolvet. Designemus numerum T '10) — (2) (9) per (1.2 . nume- 
rum ,i;(ii)_(3)(9) per (1.3). et generaliter \g [b + h — {K <S +g) per \g. h . 
supponendo g, h csse integros inacquales intcr 1 ct 16, quorum maior **); hoc 
modo omnino viginti et octo signa habebuntur. Iam denotatis radicibus quadrati* 
positivis cx ^ pcr n. n'. (quae erunt = «9i. *'9t), cruentur sequentes 2S 
aequationcs : 

*) tlomm »i(rnorom nijfnitiailio prac*cn» non e«t confundcndu cum vn, in qua in art. 13« accvpta crant; 
uam numcri pcr haec *i»rna Air expresai apprimc rcapondcnt ii*. qui in nrt. iM per numeroi «imitibu» «ijpii» 
ittk denotato» multiplicaliantur. 
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l.2)=aa'n" (3,5) = 

(1.3) = aa"n' (».6) = 

(1.4) = ab'n+ab"ri (3,7)-, 

(1.5) = a'a"n (3,8) = 
( 1 , 6) = ab n"+ a'i"n (*»*) = 

(1.7) = abn'+ab'n (4,6) = 

(1 . 8) = b b'n"+ b b'n'+ VVn + Xn n'n ". (4 ,7) = 

(2.3) = ai/n — abn (4,8) = 
(2,4(=ac"n I5,6j = 

(2.5) = a'6"n — abn" (5,7) = 

(2. 6) = aVn (5, 8) = 

(2. 7 ) = b b"n'+ b'b"n — b b'n — 35 n n'n", (6, 7) = 

(2.8) = bc"ri+b'cn (6,8) = 

(3.4) = ac'n" (7,8) = 

quas per <P dcsignabimus , novemque aliac: 

(I0j(11) — (9) (12) 
(l)(12)_(2)(ll)-(3)(10) + (4)(9) 
(3)(3)-(l)(4) 

-.(t)(i«)+(l«)(15)+(n)(U)-{12)(18) 
(l)(16)-(2)(15)-(3)(14)-f-(4)(13)( 
+ (5)(U)_(6)(11)-(7)(10)+(S)(9)\ 
~(l)(8) + (2)(7) + (3)(6)-(4)(5) 
(14) (15) — (13) (16) 
(5)(16)-(6)(15)-(7)(14) + (S)(13) 
(6) (7) -(5) (8) 

quas desiguabimus per 4 f *). 



a"b'n—a"bri 

bbV+bVn—bb-ri—ftnnn 
ac'n 

bc'n"+b"cn 

b'b"n — b b'ri — b b"ri+ 2) n n'n" 

£»'c"n — b c"ri 

b"c'n-bc'n" 

c c"n 

ca'n" 

ca"n' 

b'c ri'+b"cri 
6"cn' — b'cn 
ccri 
ccn" 



= an'n"!fl 

= 2an'n"iP 

= an'n"S 

= 2 6n'n"» 

— 4 6n'n"SJ» 

= 2 6n'n"5 

= cn'n"2l 

= 2cn'n"5P 

= cn'n"6 



IV. Originem omnium Itarum 37 arquationum deducere nimis prolixum 
foret: sufficiet quasdam confirmavisse . ad quarum instar rcliquae liaud difficultcr 
demoustrari poterunt. 



*} Obwrrarc convcnit. l* alia* acqualinnc* hia V «imilc* crui po»«c, in quibua ad dcxtram loeo fscto- 
rum u, 2 6, c habeantur a'. 1b ' . c' ; a". lb". c" x «ed has quum ad in«titatum nn«trum non lint nccc«*arW 

» 

33 
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1) Habetur 

(1.2) _ (l)(10)-(2)(9) 

= (P q'-qtfw> + (pq"'-qp'"-py+q>">? +(PYWP~ W 
= ri"App+2Bpq+ Cqq) = xCad 

quae est aequ. prima. 

2) Fit 

,1.3} - (|)(ll)_;j)(9) = ;tf— qV " } [pq--qp) = a"Wari _ adri 

aequ. secunda. 
3; Krit 

(1,8) — (11(16) — (&)(9) 

= M-*p')pp m +{p<C-<\p m )i><i~- :p'q"-q>"; ?/>'"+ W-qV </</" 

= n" (6 6'+ v U rf") + 6"9i + *«■)*) 
— n" 6 6+ n'6 6'+ n 6'6"+ 25 n n'n" 

aequatio octava in <D. Aequationes reliquas lettoribus confirmandas linquinius. 

V. Ex aequatt. 4> sequitur, viginti octo numeros (1,2), (1,3) etc. uulluni 
divisorem comniunem habere, sequenti modo. Primo observamus, viginti septem 
producta e ternis factoribus. quorum primus vcl n, secundus aliquis numerorum 
d, 26', c, tcrtiusque aliquis numerorum a", 26", c"\ vcl primus n', secundus ali- 
quis e numeris a, 26, c. tertius aliquis numerorum a", 26", c"\ vel denique primus 

n", secundus aliquis numerorum a, 26, c tertiusque aliquis e numeris a\ 26', c 

singula haec viginti septem producta propter aequatt. <J> aequalia csse vcl alicui 
cx viginti octo numeris (1,2), (1,3) etc. vel plurium summae aut differentiae (e.y. 
»•'«•=(1,5), JnaT = (l,6) + (2,5), 4nW= (l,&)+;2,7) + (3.6}+;4,5,, 
et sic de rcliquisj; quamobrem si hi numeri divisorcm communem haberent, hic 
necessario etiam omnia illa producta metiri deberet. Hinc vero facile dcducitur 
adiumento art. 40 et per methodum saepius in praecedentibus adhibitam, eundem 
divisorem etiam numeros nmm", rimm", xCmm metiri debere. adeoque horum 

') Hoc Mquitur-cx aequ. I» art. 234 et *qq. QuantiUn nulicalW s dd f fit = /)«»' = Xnit'»» = 2>nn'. 
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quadrata quae sunt rf( ?-'- B J>" , , per illius quadratum divisi- 

bilia esse, Q. E. A., quoniam per I trium numeratorum divisor communis maxi- 
mus est 3) . adcoque quadrata ipsa divisorem communem habere nequeunt. 

VI. Haec omuia pertinent ad transformatiouem formae J in fff', et ex 
transformationibus formae F in ff formaeque $ in Ff deducta sunt. !>ed 
prorsus simili modo c transformationibus formac F' in ff formacque Qf in Ff 
derivabitur transformatio formae %' in fff talis : 

X" = (i}j.r.r"-f- (2;'jr.ry+(3; , J i yjr"H- ctc. 
yY — «i >.rV-f-:io ',r.ry"H-(M '.ijm."+ ctc 

designando omncs coefficicntcs similiter ut in trunsformatione formae Qr in f f f '. 
singulisque distinctionis caussa lineolam affigendoj, ex qua perinde ut ante 2S 
aequutiones ipsis <t> analogae deducentur, quas per <!>' dcsignabimus , novemquc 
aliae ipsis analogac. quas exprimemus per V. Scilicet denotando 

, 1 r(10)'— (f*)'(9)* per (1,2)', (!)'(! J) — (3)'(9)' per (l.njT 
aequationes <1>' eruut 

(1,2)' = aaV, 1.3; = aari. etc. 

aequationes V autem 

f 1 0 .*( 1 1;'— (9)'(12)' = ann"«T. etc. 

Evolutionem uberiorem brevitatis gratia lectoribus relinquimus; ceterum periti 
novum calculum ne necessarium quidem esse, sed analysin primam per analogiam 
facile huc transferri possc invcnicnt). Quibus ita factis, ex <1> ct V statim 
sequitur 

(1,2) = (1,2)', (1,3) = (1,3)', (1,4) = (1,4)', (2, 3) — (2, 3)', etc. 

hinc vero et inde quod omnes (1.2 . :'1.3), (2,3) etc. divisorem communcm (pcr \ '] 
non habent, adiumcnto lcmmatis art. 234 concluditur, quatuor numeros integros 
a. 6. y, c ita dcterminari posse. ut fiat 

01(1)'+ 6* (9)' = (1). 0(2)'+ 6(10)' = (2). et(3)'+6(ll)' = (3;. etc. 
T (i)'+8(9)' = (9), y(2)'+8(io)' = ;io ; , y(3)'+6-(ii)' = (11), etc. 

atque cto* — 6*y = l . 

33* 
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VII. Hinc atque substituendo ex tribus aequatt. primis 1* valores ipsorum 
«21, a93, a<£. et ex tribus aequ. primis V valores ipsorum a2f, aSB', a<£' facile 
eonfirmatur fore 

a Waa + ^Way + Siy) = «31' 
«i^a6-f-^faoH-67;4-6yc) = a»' 
a(3t66-f-2336a-}-e^) = a<£* 

uude. nisi a — 0, manifesto sequitur, fonnam 5 transire in 5' per substitutio- 

nem propriam a. 6\ y, 8 Adhibendo autem loco trium acquationum prima- 

rum in V et V tres sequentes, facile confirmabuntur tres aequationes modo 
traditis omnino similcs, in quibus loco factoris a ubiquc invenitur b; unde patet. 
eandem conclusionem etiamnum valere, si modo non sit fe — 0. Dcnique adhi- 
bendo tres ultitnas aequationes V, V invenietur eodem modo. conclusionem 
veramesse, nisi c = <). Quocirca, quum certo omnes a, b, c simul =0 esse 
ncqueant. nccessario forma g per subst. a, 6. 7. £ transibit in g'. adcoque huic 
formae proprie aequivalebit. Q. E. D. 



241. 

Talem formam ut % vel ft'. quae oritur . si una trium formarum datarum 
componitur cum ea quae ex compositione duarum reliquarum resultat , ejc his tri- 
bus formis compositam vocabimus . patetque cx art. praec. , nihil bic interesse. 
quouam ordine tres formac componantur. Simili modo propositis quotcunque 
formis /,/',/", f etc. quaruni determinantes rationem quadratorum inter sc 
habcre debent ; , si forma / componitur cum f , resultans oum /", quae hinc 
oritur cum f etc. : forma quae ad linem huius operationis prodit ex omnibus /or- 
mis /, f, /", f etc. composita dicetur. Facile vero demonstratur . etiam hic 
arbitrarium csse, quonam ordine formac componantur; i. e. quocunque ordine hae 
formae componatitur, formas ex compositione oriundas semper proprie aequiva- 
lentes esse. — 1'orro manifestum est. si fonnis / f, /" etc. propric acquivalcant 
formae g, g , g" ctc. resp., fonnam compositam ex his proprie aequivalentem fore 
formae ex illis compositae. 
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242. 

Propositiones praecedentes formnrum compositionem maximn univcrsnlitntc 
complcctuntur; progredimur iam ad applicntiones magis particulares . per quas 
illarum ordinem interrumpere noluimus. Ac pritno quidem resumemus problema 
art. 236, quod per conditiones sequentes limitabimus: primo ut formne compo- 
nendae eundcm detcrminantem habeant , sive sit d — d'\ secundo ut /«. m sint 
inter se primi; tertio ut forma quaesita directe ex utraque f, f composita 
sit. Hinc etiam mm, m'm inter se primi erunt; quare divisor communis 
mnximus numcrorum dmm, dmm i.e. D tiet — d — rf^ atque n = w '•= 1. 
Quntuor quantitates C, C, C", £T, quue nd libitum assumi possunt, statucmus 
— — 1,0, 11, 0 rcsp., quod semjicr licehit unico casu exccpto, ubi a, d, b + b' 
simul sunt —0, ad quem igitur hic non respiciemus; manifesto autem hic casus 
occurrere nequit nisi in formis determinantis positivi quadrati. l unc putet, \l 
tieri divisorem communem maximum numerorum a, a'. b + b'; numeros ^}', ty", W 
ita accipi debere ut fiat 

ipsum $ vero omnino arbitrariuin esse. Hinc provenit. substituendo 1. c. pro 
p, q. p, q etc. valores suos : 

A - B = ^Waa + VaV+Vab + T [bb + D )j 

C autem per aequationem AC ~ BB — D potcrit determinari . si modo non 
simul a ct a' = 0. 

In hac igitur solutionc valor ipaius A non pendet a valoribus ipsorum 
*jj y y y~ fquj infinitis modis diversis detenninuri possunt); B autem alios 
valores obtinebit tribucndo his numeris alios valorcs, opcraeque pretium est inve- 
stigare , quomodo omnes valores ipsius B inter se connexi sint. Ad hunc fincm 
observnmus 

I. Quomodocunquc dctcrminentur ty. W. <JT valores ipsius B inde 
prodeuntes omnes congruos esse sccundum modulum A. Ponamus, si statuatur 

V = p, V^p, V = f, V=*f, tieri 2? = <P 

facieudo autem 

<U = p-4-b. ir^p'+b\ ^ =p"-fb". ir = P""-t-b". prodire B — S-j-® 
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Tanc i^itur erit 

«b'+«'b"+ (*+*')•'" = o, aa'b + ai'b'+a'6b"+ ;66+Z> b" = u£ 

Multiplicando aequationis posterioris partem primara per ap'+a'p" + 6 + 6' p". 
secundam pcr (*.. et subtrahcndo a producto primo quantitatem 

(a 6'p'+ a'6p"+ (*&'+ D) p") C« b'+ aV+ (6 + 6') b"3 

quae proptcr acquationem priorem manifcsto erit — 0, habebitur evolutione facta 
ct sublatis quae sc dcstruunt 

a a C i* b + ('V — b) p"+ c'p") b+ ({b — 6"j p'+ c p"*) b"— (c'p+ c p") b"* ) u u $ 

unde manifesto pjiD per aa', sive X> per ~ i. «. per ^4 divisibilis crit, atque 

SB = SB + Emod.vl 

II. Si valores p, p', p" p" ipsorum % <jT, reddant B = %. inveniri 
posse alios valorcs horum numeronim , ex quibus B nanciscatur valorcm qucm- 
cunque datum ipsi 5? sccundum mod. A cougruum, puta S8 + A\d. 1'rimo ob- 
scrvamus, quatuor numeros u., c, c, b — V divisorem communem habere non 
posse; nam si quem haberent, hic metiretur sex numeros a, a', 6 + 6', c, c, b — b' 
adcoque tum ipsos a, 26, c, tum ipsos a', 2b', c et proin etiam ipsos »». m, qui 
per hyp. inter se sunt primi. Quamobrem quatuor numeri integri h. fi. h". h" 
poterunt assignari tales ut fiat 

A|i + AV + AV+A"*ft-//j = I 

Quo facto si statuitur 

kh = b. k(h"[b-{-b' — h"a) = ub' 
k(h'ib + ^, + ra) = ub". — k . A'a'+ h"a - ub"* 

patet, ipsos b, b', b", b" csse integros; porro facile confirmatur, fieri 

ab '+ fl 'b"+(6+6')b"* ^ 0 
aa'b + a6'b'+a'6b"+(66'+£>;b" = a - a l( VL h-> r cK+c'h"+(b — 6*) h"' ) = pkA 

Ex aequatione priori patet, etiam p + b. p+b', p"+b", p*"+b"' essc valorcs ipso- 
rum y. V", V": ex posteriori. hos valores producere B=®-t-kA. Q.E.D — 
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Ilinc perspicuum est, B semper ita determinari posse ut iaceat inter o et A — 1 
incl.. siquidem A est positivus; vel inter 0 et —A — \ si A negativus. 



y«+r«'+?' r {*+*1 ={l- B = -Waa + yaV+Vab + V bb+D\) 



B = b+ iWa+VM-bi-Tc) = b+ a -(y a + V(b-b> -TO 



quando A est negativus) unicus tantum numerus iacebit qui sccundum mod. £ 
sit = b. ct = b' sec. mod. jj ; qui si statuitur =B atque ^ =- C. palam 

est, (A. B, C) e formis (a, 6, c). (a\ 6', c) compositam fore. In hoc itaque tusu 
ad inventionem ibrmac compositac ad numeros ^J, ty, *JT, ^J'" non amplius ojwrtet 
respicerc',. Ita e. g. si quaeritur forma e formis (10, 3, tl), (15. 2,7 ! composita. 
erunt a, a', b + b' resp. —10,15,:»; (i~5; hinc A -0; .B=;3 (mod. 2i et =2 

fmod. 3j, unde B~b atque fG. 5, 21 forma quaesita Ceteram conditio ut 

, ~ inter se priini sint, omniuo aequivalet huic. ut numcri duo «, «' divisorem 
commiuiem maiorem non habeant quam trcs «. «'. b + b'. sive, quod eodem redit. 
ut divisor communis maximus numcrorum «, «' etiam numeruin b + b' metiatur. 
Notentur imprimis sequentes casus particulares : 

I) Propo8itis duabus formis (a, b, c), {a',b'.c'i ciusdem determinuntis D 
ita comparatis ut divisor comm. max. numerorum a, 26, c primus sit ad div. 
comm.max.num. «', 26', c, atque « primus ad «': forma ex his composita {A,B,C) 
invenitur faciendo /1—««', B = b (mod. a) et = b' (mod. a) . C • Hic 

casus semper locum habet, quando altera formarum coinponcndarum est forma 
principali8. puta a~ 1, 6 0, c — — D. Tunc erit A — d. B statui poterit 

*) Quod iiemper efficitur adhibcndo congruentiaa 



213. 



Ex aequationibus 



deducitur 




" * = m JL a B - ?!* (*±_*!)* - **' ± 75 



(mod. A) 
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= 6'. unde fiet C' = c ; quare ex forma principali et quacutique alia forma eiusdem 
determinantis cotnposita est kaec forma ipsa. 

2j Si duae formae oppositae proprie primitivae sunt componendae , puta 
(a, b, c) et {a, — b, c), erit (* = a. Hinc facilc perspicitur , formam principalem 
(I, 0. — D) ex illis esse compositam. 

3; Propositis quotcunque formis proprie primitivis, ,a, b, c), («', b'. c), 
(a", b". c") etc. eiusdem dcterminantis D, quarum termini anteccdcntes a. d, a" 
etc. sunt numeri intcr se primi, forma (A, B, C) ex illis omnibus compositn in- 
venitur, statuendo A aequalem producto ex oronibus a, d, a" etc; B congruum 

ipsis b, b', b" etc. secundum modulos a, d, a" ctc. resp. ; C — ~ Facile 

enim perspicietur . ex duabus formis (a, b, c), (d, b', c) compositam fore formam 



(ad, B, ~=^), ex hac atque (a, b", c") formam iada", B, ™ v /' etc. 



Vice versa 

4) Proposita forma proprie primitiva (A, B, C) determinantis D , si ter- 
minus A in factores quotcunque inter se primos a, d, a etc. resolvitur; numeri 
b. b\ b" etc. ipsi B vel aequales vel saltem sec. mod. a, d, a" etc. resp. congrui 
accipiuntur, atque fit ac = bb — D, dc' = b'b' — D, a"c" = b"b"— D etc.: fonua 
'A, B, C) composita erit e formis (a, b, c), (d V c), (a b" c), sive in hasformas 
resolubUis. Xullo uegotio probatur, candem propositionem adhucdum valere. 
etiamsi forma (A, B, C) sit improprie primitiva vel derivata. Hoc itaque modo 
quaelibet forma in alias eiusdem determinantis resolvi potest, quarum termini 
antecedentc8 omnes sint vel numcri primi vel numerorum primorum potestates. 
Talis resolutio saej»enumero commode applicari potest. si ex pluribus formis datis 
componeuda est una. Ita e.g. si quaeritur forma composita e formis (3, 1, I 34 1. 
10.3,41). (15,2,27), resolvatur secunda in has (2, 1. 201 ;. (5. —2,91). tcrtia in 
has ! 3. — 1.134), (5.2,81). patetque. formam ex quinque formis (3, 1,134 ;, 
(2,1,201). {5, — 2,91). 3. — 1,134), 5,2,91) compositam , quocunque ordine 
atcipiantur , etiam ex tribus datis compositam fore. At ex compositione primae 
cum quarta oritur forma principalis (1.0,4011; eadem provenit ex eomposi- 
tione tertiae cum quinta; quaie ex compositione cunctarum conflatur forma 
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5} Propter rei utilitatem operae pretium est, hanc methodum adhuc amplius 
explicare. Ex observatione praecedente manifestum est , problema , quotcunque 
formas dataa proprie primitivas eiusdem determinantis componere, reduci posse 
ad compositionem formarum, quarum tcrmini initiales sint potcstates numerorum 
primorum (nam numerus primus tamquam sui ipsius potestas prima considerari 
potest). Quamobrem eum imprimis casum chptemplari convenit, ubi duae for- 
mae proprie primitivae [a, b, c) , (a, b\ c) sunt componendae , in quibus a et a 
sunt potcstates eiusdem numeri primi. Sit itaque a = h x , a = h* designante * 
numerum primum, supponamusque (quod licet). x non esse minorem quam X. 
Erit itaque A x div. comm. max. numerorum a. a\ qui si insuper ipsum b-\-b' 
metitur, habebitur casus initio huius art. consideratus, eritque .1 B. C) ex pro- 
positis composita si statuitur A — k % ~ \ JB = 6 (mod. A* ) et = i':|mod.l), quae 
. conditio posterior manifesto omitti potest; C = — — — Si vero A* ipsum 
b-\-b' non metitur, necessario div. comm. max. horum numerorum et ipse erit 
potestas ipsius h, sit igitur = A\ eritque v<X (statui debet v = 0. si forte h x 
et b-\-b' inter se primi sunt). Si itaque ^T, ita determinantur , ut fiat 

^+^+rp+i-) = 

"V vero ad libitum assumitur, forma (A, B, C) ex datis erit composita, si statuitur 
A = h*+ X ~*\ B = b + h x -*(yh x — ~'(b — 61 — V"c). C = BB ~ D 

Sed facile perspicitur , in hoc casu etiam ^J' ad libitum assumi posse , quare sta- 
tuendo " = $' = 0 , fit 

B = b-Wch*-* 

sive generaliter 

B = kA-\-b-~~ch*-* 

designante k numerum arbitrarium (art. praec). In hanc formulam simplicissi- 
mam solus ingreditur, qui est valor expr. ^^.{mod. A A ) *). Si e.g. quaeritur 
forma composita ex (16. 3, 19) et (8, 1, 37). est A = 2, x = 4, X = 3 , v = 2. 
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Hinc .4 = 8, valor expr. \ mod. S) , qualis est t , unde B - - — 7 3 , adeo- 
que faciendo Ar=9, /? = — 1 atque C=37, sive (8, — 1 , 37) forma quaesita. 

Propositis itaque formis quotcunque. quarum tcrmini initiales omnes sunt 
potestates numerorum primorum, circumspiciendum erit, num aliquarum termini 
antecedentes sint potestates eiwtdem numeri primi, atque hae inter se respcctive 
per regulam modo traditam componendae. Ilac ratione prodibunt formae, qua- 
rum termini primi ctiamnum erunt potestates numerorum primorum , sed omnino 
divcrsorum; forma itaque ex liis composita per observ. tertiam definiri poterit. 
E.g. propositis formis (3,1.47), (4,0,35). (5,0.28), (16,2,9), (9,7,21). (16,6,11), 
ex prima et quinta conflatur forma (27, 7, 7); cx secunda et quarta confit 
(1 6, — 6, J 1) . cx hac ct sexta (1. 0, 1 10) , quae negligi potcst. Supersunt itaque 
(5, 0, 2S), (27, 7, 7), ex quibus producitur (1 35, — 20, 4), cuius loco assumi potest 
proprie aequivalens (4,0, 35). Haec itaque est resultans ex compositione sex 
propositarum. 

Ccterum ex hoc fontc plura alia artificia in applicationc utilia hauriri pos- 
sunt; sed ne uimis longi fiamus, uberiorem liuius rei tractationem supprimimus, 
ad alia difficiliora properantes. 

244. 

Si per formam aliquam / repraesentari potest numerus a, per formam /' 
numerus a, atque forma F in //' est transformabilis: nullo negotio perspicitur. 
productum aa per formam F repraesentabile forc. Hinc statim scquitur, quan- 
do determinantes hamm formarum sint negativi, formam F positivam forc, si vel 
utraque /,/' sit positiva vcl utraque negativa; contra F fieri negativam, si altcra 
fonnarum /, /' sit positiva altera negativa. Subsistamus in eo imprimis casu, 
quem in art. praec. consideravimus. ubi F cx /,/' composita est. atque f,f et 
F eundem determinantcm D habcnt. Supponamus insuper, repraescntationes 
numerorum a, a per formas / /' fieri per valores indeterminatarum inter se pri- 
mos, atque priorcm pertinere ad valorem b cxpressionis \ID mod a), posterio- 
rem ad valorem b' expr. y'D , mod.a'), ponaturque bb — D~ac, b'U — D = a'c. 
Tunc per art. 168 formac (a. b, c), (a\ b', c) proprie aequivalebunt formis /,/'; 
quare F etiam ex illis duabus formis composita erit. Sed cx iisdem formis com- 
posita erit forma (A,B,C), si, posito numerorum a.a. b + // dirisore com- 
muni maximo =u. statuitur A — — , B~b et h' sec. modulos -. rcsp., 



Digitized by Google 



(•nMl'08ITI(> OUIHNIM. 



207 



AC — BB — D; quare haec fornia proprie aequivalebit fomiac F. Iam per for- 
mam Axx + 2Bxg-\-Cgg rcpracsentatur numerus ad. faciendo x — n,y=0, 
quorum valorum divisor comm. max. est ft; quare ad etiam per formam F rc- 
pracsentari potcrit ita ut valores indetcrmiuatarum babeant divisorem communem 
maximum p art. 160 . Quoties igitur evadit u— 1 , ad pcr formain F reprae- 
sentari poterit tribuendo indctcrminatis valores intcr sc pritnos, ropraesentatio- 
que haec pertinebit ad valorcm B expr. \<D mod. aa' ). ipsis b, b' secundum mo- 
dulos a, d resp. cougruum. Conditio fi = 1 semper locum habet, quando a, d 
inter se primi sunt; generaliter autcm, quando div. comm. max. ipsorum a, d ad 
b -+- b' est primus. 

Compotitio ordmum. 

245. 

TnEOREMA. Siforma f ad eundem ordinem refereiida est ut g, similiterque 
f estejc eodem ordine ut g . forma F ex f,f composita eundem determinantetn ha- 
bebit ex eodemque ordine erit ut forma G ex g, g composita. 

Dem. Sint formae /./'■ F = («, b, c), (d, b\ c), {A, B, C) resp., ipsarum- 
que determinantcs = d, d\ D. 1'orro sit numcrorum a, 2b,c div. comm. max. 
= m; numerorum a, b, c div. coiuin. max. = m; similesque significationes ha- 
beant m\ m respectu formae /', et M, 2R respectu formae F. Tunc ordo for- 
niae / determinabitur per numeros d, m, m, undc iidem numeri etiam pro forma 
g valebunt; eadem rationc numeri d\ m\ m' ideiu erunt pro forma g quod sunt 
pro forma /'. Iam per art. 235, numeri D, M. 2K determinati sunt per d, d\ m. 
m, m, m'; scilicet crit D divisor communis maximus ipsorum dm'm\ d mm, 
M — mm; atque 3)? = mm' (si simul m = m, m — m'} vel = 2mm' (si 
m = 2m, aut i»'= 2m'). Quae proprictates ipsorum D,M,3tt, quum inde se- 
quantur, quod F ex /,/' composita est. facilc pcrspicitur, D, M ct 9Di etiam 
pro forma G valere, adeoque G esse ex eodem ordine ut F. Q. E. D. 

Ex hac ratiouc ordincni in quo est forma F. compositum diccmus ex ordi- 
nibus in quibus sunt formae /, /'. Ita e. g. ex duobus ordinibus proprie primi- 
tivis semper compositus est similis ordo ; ex proprie primitivo et improprie primi- 
tivo , improprie primitivus. _ Simili modo intelligendum est , si ordo aliquis ex 
pluribus aliis ordinibus compositus vocabitur. 

w 
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246. 

■ Problema. Propositis duabus formis primitivis quibuscunque f, f, ex qua- 
rum compositione oritur F: ex generibus ad quae pertinent f, f definire genus ad 
quod referenda erit F. 

Sol. I. Considercmus primo eum casum ubi ad minimum uua formarum 
f,f c. g. prior est proprie primitiva, designemusque determinantes formarum 
f,f, F per d, d\ D. Tunc D erit divisor communis maximus numerorum 
dmm . d', ubi m est aut 1 aut 2, prout forma f est proprie aut improprie pri- 
mitiva; F autem in casu illo pertinebit ad ordinem proprie primitivum, in hoc ad 
improprie primitivum. lam genus formae F dcfinietur pcr ipsius charactcres 
particulares, nempe tum respectu singulorum divisorum primorum impanum ip- 
sius D, tum, pro quibusdam casibus. respectu numerorum 4 aut 6. Hos igitur 
singulos detcrminarc oportcbit. 

1°. Si p est divisor quicunque primus impar ipsius D, ncccssario ctiam 
ipsos d, d' metietur, adeoque etiam inter characteres formarum f, f occurrent 
ipsarum relationes ad p . Iam si per / repraesentari potcst numerus a , per /' 
numcrus d: productum ad repracsentari poterit per F. Si itaque tum per /, 
tum per / repraesentari possunt residua quadratica ipsius p (per p non divisi- 
bilia), etiam per F residua quadratica ipsius p repraesentari poterunt, i. e. si 
utraque /, f habet charactcrem Rp, forma F eundcm characterem habcbit. 
Simili ratione F habebit characterem Rp, si utraque /, /' habet characterem 
Np; contra F habebit char. Np, si altera formarum /, /' habet Rp, al- 
tera Np, 

3°. Si in characterem integrum formac F ingrcditur relatio ad numerum 4, 
talis relatio etiam in characteres formarum /, /' ingredi debet. Nam illud 
tunc tantummodo evenit. quando D est =0 aut =3(mod. 4). Quando D 
per 4 est divisibilis, etiam dmm et d' per 4 divisibilcs erunt, unde statim pa- 
tet, f non posse esse improprie primitivam. adeoque esse m'= 1 ; hinc tum d 
tum d' per 4 divisibiles crunt, ct in utriusque characterem ingrcdictur rclatio ad 4. 
Quando D = 3 (mod. 4), metietur D ipsos d, d'\ quotientes erunt qua- 
drata, adeoquc etiam d, d' necessario vel =0 vel =3(mod. 4 ). et inter cha- 
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racteres ipsarum f,f relatio ad 4. Hinc eodcm modo ut in (1°) sequitur. cha- 
racterem formac F fore 1,4, si vel utraque /, /' habeat 1,4 vel utraque 
3,4; contra characterem formae F fore 3,4, si altera forraarum /, /' habcat 
1.4. altera 3,4. 

3°. Quando D per 8 est divisibilis , etiam d' crit; hinc /' certo proprie 
primitiva, m'=\ atque etiam d pcr 8 divisibilis; quare inter characteres formae 
F aliquis e charactcribus 1,8; 3,8; 5,8; 7,8 tunc tantum locum habere potest, 
si etiam in charactere tum formae f tum formae /' talis relatio ad 8 adest. 
Facile autem confirmatur eodem modo ut ante, characterem formae F fore 1,8. 
si / et /' respectu ipsius 8 eundem habeant; characterem formae F fore 3,8. 
si altera formarum /. /' habcat 1,8 altera 3,8, vel altera 5,8 altera 7,8; F ha- 
bere 5,8, si /, /' habeant t.S et 5,8 vel 3,8 et 7,8; F habere 7,8, si / et /' 
habeant vel 1.8 et 7,8, vel 3,8 et 5.8. 

4°. Quandoest D= 2(mod.8), crit d' vel =0 vel = 2(mod.8|, hinc 
■1 = 1, adeoque etiam d vel =0 vel = 2(mod. Sj; attamen uterque rf, rf' per 
8 divisibilis esse nequit, quoniam D est divisor communis maximus ipsorura. 
Quare in eo tantum casu alteruter characterum I et 7,8; 3 et 5, 8, formae F 
tribui debebit, ubi vel vtraquc forma /, /' aliquem ex illis habet, vel altera ali- 
quem ex illis, altera aliquem horXitn 1,8; 3,8; 5,8; 7,8. Hinc facilc deducitur. 
characterem formae F determinari per tabulam sequentem . si charactcr in mar- 
gine positus pertineat ad alteram formarum f, /', ad alteram vero character 
in facie: 



1 


t<rf7,8 
vel 1 , 8 
vel7,8 


3ef5,S 
vel 3,8 
vel 5, 8 


1 et 7,8 


i etl.S 


3<?f5.8 


3ff 5,8 


3ef 5.8 


lef7.8 



5°. Eodem modo probatur, ipsi F tribui non posse alterutruni characte- 
rum 1 et 3,8; 5 et 7,8, nisi etiam aliquis ex iisdem saltem uni formarum /, /' 
competat, alterique vel aliquis ex iisdem, vel aliquis ex his 1,8; 3,8; 5,8; 7,8. 
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Et quidetn character fonnae F determinabitur per hanc tabulam . in cuius mar- 
gine et facie sunt characteres formarum /, f 





lef3,8 
vel 1,8 
vel 3, 8 


5*f7,S 
vel5,8 
vel7,8 


1 et 3.S 


lrf 3,8 


5ef7,8 


5ef7,8 j| 5ef 7,8 


\et 3. 8 



II. Si utraque forma /, /' cst improprie primitiva, erit D divisor com- 
munis maximus numerorum Ad. Ad\ sive \D div. comm. maximus numerorum 
d. d'. Hinc facile sequitur, tum d, tum d', tum {D fore = 1 !mod. A). Po- 
nendo autem F = (A. B. C) , div. comm. max. numcrorum A, B, C erit — 2, 
et div. comm. max. numcrorum A, 2B, C erit 1. Quarc F crit fonna derivata 
ex improprie primitiva (f A, \B, ±C\, cuius determinans erit { D, ct cuius genus 
determinabit genus formae F. Character autem illius formae. tamquam impro- 
prie primitivae, relationcs ad 4 vcl S non implicabit, scd tantummodo relationes 
ad singulos divisorcs primos impares ipsius \D. Iam quum omncs hi divisores 
manifesto etiam ipsos d, d' metiantur, atquc semissis cuiusvis producti duorum 
factorum . quorum altcr per / altcr pcr /' cst rcpracsentabilis , per foruiam 
\\A, \B, } C) repracscntari possit: facile pcrspicietur, charactcrcm huius formae 
respecto cuius\-is numeri primi imparis p ipsum J D metientis fore Rp. tum si 
fuerit 2Rp atque formae /, /' respcctu ipsius p eundem characterem habcant. 
tutit si fucrit 2 Np atquc charactcrcs formarum /. /' rcspcctu ipsius p oppositi ; 
contra characterem illius formae fore Np, tum si /, /' habeant charactcres ae- 
quales respectu ipsius p atquc sit 2Np, tum si / /' habeant oppositos atquc 
sit iRp. 

247. 

Ex solutionc problematis praec. manifestum est. si <t »Mt forma primitiva 
ex eodem ordine et generc ut /, ncc non g fornia primitiva cx eodem ordine et 
gencrc ut /': formam cx g et g compositam ad idem genus pertiuere. ad quod 
pertincat forma ex / et /' composita. Hinc sponte scquitur significatio generis 
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ex duobus aliis gcneribus Jsive etiam pluribus} compositi. Porro ibindc patet. 
si /, /' eundem determinantcm habcant atque / sit forma e gcnere principali, 
F vero ex / et /' composita: F forc ex codcin gcncre ut /'; quocirca gcnus 
principalc in compositionc cum aliis gcncribus ciusdcm detcrminantis scmper 
omitti poterit. Si vero reliquis manentibus / jiou cst e gcnere principali, /' au- 
tem forma primitiva: F ccrto erit ex alio gcnere quam /. Deniquc si / /' sunt 
formae proprie primitivae ciusdem generis , F erit e gcnere principali ; si vero 
/ /' sunt ambae proprie primitivae eiusdem dctcrminantis , sed e divcrsis gene- 
ribus, F ad genus principale pertinere non potcrit. Quodsi itaque forma quae- 
cunque proprie primitiva cum se ipsa componitur, forma indc rcsultans, quae 
ctiam proprie primitiva eiusdcmque dcterminantis crit, netessario ad genus prin- 
cipale pertinebit. 

24S. 

Problema. Projwsitis duabus formis quibuscunque /, /, e quibus composita 
est F: e generibus formarum f, f definire genus formae F. 

Sol. Sit / — (a, b, c , /' _= [a',b',c'}, F = [A, B, C . porro m 

div. comm. max. numerorum a f b, c, atque m' div. comm. max. numero- 

rum a',b',c, ita ut f, f sint dcrivatac c primitivis f°, * , f ), f ,), 

■ ' / • * 1 v m m m ' m m ' m ■ 

quas dcnotabimus per f. f resp. Iam si saltcm una formarum f , f est proprie 
primitiva, divisor comm. max. nunicrorum /1, B. C crit mm', adeoque F dcrivata 
e fonna primitiva [~, —^, i5p)"*8i unde patet, genus formae F pcndcre a 
genere formae g. Sed facile perspicietur, g P cr candcm substitutioncm transire 



in ff, perquam F transcat in ff, adeoque ex f, f esse compositam, ipsius- 

que genus pcr problcma art. 216 dcterminari possc Si vero utraque f, f est 

improprie primitiva, divisor c. m. numcrorum A, B, C crit 2mm'. forniaque 3 
ctiamnum ex f, f composita et manifesto e proprie primitiva (— — ,, — m ., imm A 
dftivata. Huius itaque formae genus determinari poterit per art. 246; et quum 
F ex eadem forma derivata sit, ipsius genus hinc sponte innotescit. 

Ex hac solutione manifestum est, tlieorema in art. praec. pro formis primi- 
tivis explicatum . scilicct si /', g sint e.v iisdem generibus resp. ut f, g, fornuim es 
f, g compositam ejc eodem genere fore, ex quo sit forma e.r f, g composita, genera- 
liter pro formis quibuscunquc valere. 
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249. 

Theorema. Siformae //' sunt ex iisdem ordinibus generibus et classibus 
«' 9> 9 resp. : /orma ex / et /' cotnposita ex eadem classe erit ut /orma ex g et g 
composita. 

Ex hoc theoremate (cuius veritas ex art. 239 protinus sequitur) sponte pate- 
bit significatio classis e duabus classibus datis sive etiam e pluribus compositae. 

Si classis quaecunquc K cum classe principali compomtur, classis K ipsa 
prodibit sive classis principalis in compositione cum aliis classibus eiusdem deter- 
minantis negligi potest. Ex compositione duarum classium oppositaruni proprie 
primitivarum semper oritur classis principalis eiusdem determinantis (v. art. 243). 
Quum itaque quaevis classis anceps sibi ipsa opposita sit: ex compositione cuius- 
vis classis ancipitis proprie primitivae cum se ipsa classis principalis eiusdem de- 
termiuantis provenit. 

Propositio ultima etiam convcrsa valct: scilicet si ex compositione classis 
proprie primitivae K cum se ipsa provenit classis urincipalis H eiusdem determinan- 
tis, K necessario erit classis anceps. Si enim K' est classis opposita ipsi K, e 
tribus classibus K, K, K' composita erit eadcm classis quae oritur ex H ct K ; 
ex illis provenit K (quoniam K et K producunt H. haec cum K ipsam K), 
ex his K, quare K cum K' coincidet eritque adeo classis anceps. 

Porro notetur propositio haec: Si cfasses K, L oppositae sunt classibus 
K', L resp. : classis ex K et L composita classi ex K' et L compositae erit o/jpo- 
sita. Sint formae /, g. /', g rcsp. e classibus K. L, K\ L; forma F composita 
ex / g, atque F' composita ex g'. Quum /' ipsi /, atque g' ipsi g impro- 
prie aequivaleant, F autem composita sit ex utraque /, g directe: F etiam ex 
/', g' composita erit, sed ex utraque invcrse. Quare forma quaecunque. quae 
ipsi F improprie aequivalet, composita erit ex /'. g directe adeoque ipsi F' 
proprie aequivalebit (artt. 238. 239), unde F, F' improprie aequivalebunt. clas- 
sesque ad quas pertinent, oppositac crunt. 

Hiiic sequitur, si classis anceps K cum classe ancipite L componatur. 
semper prodire classem aucipitetu. Nam opposita erit classi, quae composita est 
e classibus ipsis K, L oppositis, adeoque sibi ipsi, quoniam hae classes sibi ipsae 
sunt oppositae. 
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Denique observamus , si propositac sint classcs duae quaecunque K, L 
eiusdem determinantis, quarum prior sit proprie primitiva, semper inveniri posse 
classem 3/ eiusdem determinantis. ex qua atque A composita sit L. Manifesto 
hoc obtinetur , accipiendo pro 3/ classem quae composita est cx L atque classc 
ipsi K opposita; simul perspicictur facillimc, hanc classcm csse unicam quae hac 
proprictate sit praedita , sivc classes diversas eiusdem det. cum eadem classe pr. 
prim. compositas produccre classcs divcrsas. 

Classium compositio commode pcr signum additionis, -f-, denotari potcst. 
sicuti classium identitas pcr signum acqualitatis. In his signis propositio modo 
tradita cxhiberi potest ita : Si A" est classis opposita ipsi A". erit A"-f- K' clas- 
sis principalis eiusdem dcterminantis , unde K-\- K'-\-L = L; posita itaque 
A"-f- L = 3/, erit A"-f-3/ — L, uti desiderabatur; si vero praeter M alia 3/ 
daretur eadcm proprictatc pracdita, sive K-\-M' = L, foret A"-f- A"-f- 3/ ' 
= L-\- K' = 3/, undc M' = M. — Si plurcs classcs idcnticac-componuntur. 
hoc ad instar multiplicationis^ denotari potest praefigendo ipsarum numerum, ita 
ut 2 K idem designet ut A'-f- A", 3 A" idem ut A'-f- A'-f- K etc. Eadcm signa 
etiam ad formas transfcrri posscnt, ita ut fa. 6, c) -f- [a\ b\ c) designaret formam 
ex (a,b,c), {d,b',c ) compositam: sed nc vcl specics ambiguitatis oriri possit. 
hac abbreviatione abstinere maluinus, praesertim quod tali signo ^M{a, b, c) 
significationem peculiarem iam tribuimus. Classem 2 K ex duplicativne classis 
K oriri dicemus . classcm 3 A' ex triplicatione etc. 

250. 

•Si D est numerus per tnm divisibilis (ubi ipsum m positivunt rappoiliiniu] ; 
dabitur ordo formarum dcterminantis D ex ordine proprie primitivo determinau- 
tis — — derivatus (sive duo . quando D cst ncgati^s . nempe positi>nis ct negati- 
vus); manifesto forma (m, 0, — m ) ad illum ordinem pcrtincbit (scihcet ad posi- 
tivum meritoque tamquam forma simplicissima in eo considerari potest (sicuti 
— m. 0, D ) erit simplicissima in ordine negativo quando D neg.). Si insuper 
est — = 1 (mod. 4), dabitur etiam ordo formarum det. D ex improprie primi- 
tivo det. — derivatus, ad quem manifesto forma (2m, m, m "~ D ) pcrtinebit et 
pro simplicissima in eodem habebitur. (Quando D est ncg. , rursus duo ordines 
dabuntur et in negativo forma (— 2m, — m, pro simplicissima habebituru 

Ita e.g., si etiam eum casum ubi m = 1 huc referre lubet, in quatuor ordinibus 

35 



271 



DE KORMIS SEOtr.Vni (5KADUS. 



formarum det. 45 sequentes erunt simplicissimae (1,0, — 45), (2, 1. — 22'. 
(3, 0, — 15). (6. 3, —6). Quibus ita intellectis. offert se 

Phobleha. Proposita forma quacunque F ex ordine O, invenire formam pro- 
prie primitivam (positiram) eiusdem determinantis, ejc cuius compositione cum forma 
in O simplicissima oriatur F. 

Sol, Sit forma F = (ma, mb, mc) derivata e primitiva / = (a, b, c) cuius 
determinans = d, supponamusque primo, f esse proprie primitivam. 1'rimo ob- 
servamus. si forte a ad 2dm non sit primus, certo dari alias formas ipsi [a, b, c) 
proprie aequivalentes, quarum termini primi hac proprictate sint praediti. Nam per 
art. 228 dantur numeri ad 2dm primi per formam illam repraesentabiles; sit talis 
numerus a' — aaa± 2bay-\-cyy , supponamusque , (quod licet;. a, y esse 
intcr se primos ; tum, acccptis 0\ 6* ita ut fiat oto" — &y = 1, transcat / per 
substitutionera a, 6, y, 8 in formam (a\ b', c) , quac illi proprie aequivalcbit et 
proprietate praescripta erit praedita. Iam quum etiam F et (a'm, b'm. c'm) proprie 
aequivalcant. facilc perspicietur. sufficere eum casum considerare ubi a ad 2<i»n 
sit primus. Tunc (a, bm, cmm) erit forma proprie primitiva (si enim a, 2bm. cmm 
divisorem communem haberent, hunc etiam 2dm = 2bbm — 2acm implicaret) 
eiusdem determinantis ut F, confirmaturquc facile, F transmutari in productum 
e forma (m, 0, — dm), quae, nisi F est forma negativa, erit simplicissima ordinis 
O, in (a, bm, cmm) per substitutionem 1, 0, — b, — cm; 0, m, a, bm, unde per 
criterium in obs. 4. art.235 concluditux, F ex (m, 0, —dm) et (a, bm, cmm> esse 
compositam. Quando autem F est forma uegativa, transibit in protluctum v 
forma simpliciHsima eiusdem ordinis ( — m, 0, dm) in positivam ( — a, bm, — cmm, 
per substitutionem 1, 0, b, — cm\ 0, — m, — o, bm, adeoquc ex ipsis erit com- 

Secundo, si / est forma improprie primitiva, supponere liccbit \a ad 2rfm 
esse primum; si enim haec proprietas in forma / locum nondum habet, inveniri 
potest forma ipsi / proprie aequivalens ct hac proprietate praedita. Ilinc autem 
sequitur facilc, (^a, bm, 2cmm esse formam proprie primitivam eiusdem deter- 
minantis ut F; aeque facile confirmatur . F transire in productum e formis 

(±2ffl, ±m. ±l[m — dm ). [±^a. bm. ±2cmm 
per substitutioncm 
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1. 0. 1(1 -4-A), — cm; 0,±2m, ±ia, (b±\}m 

ubi 8igna inferiora accipienda sunt quando F est forma negativa, superiora in 
casibus reliquis, adeoquc cx his duabus formis esse compositam, quarum prior 
erit simplicissima ordinis O, postcrior forma proprie primitiva (positiva). 

251. 

Problema. Propositis duabus formis F, f eiusdem determinantis D et ad 
eundem ordinem O pertinentibus : intenire formam proprie primitivam determinantis 
D, quae cum f composita producat F. 

Sol. Sit <p forma simplicissima ordinis O; §?• f formae proprie primitivac 
det. D, quae cum tp compositac producant ipsas F. f resp. ; denique f forma 
proprie primitiva, quac cum f composita producat %. Tunc forma F composita 
erit e tribus formis <p, f, /', sive e duabus / /'. Q. E. I. 

Quaevis itaque classis ordinis dati considerari potest tamquam composita ex 
quacunque classe data eiusdem ordinis et aliqua classc propric primitiva eiusdem 
determinantis. 

Pro drUrminanU dato i* tinguli, grneribm nuidtm ordini* conUntat tunt timMM aeque multa,. 

252. 

Theorkma. Pro determinante dato in singulis generibus eiusdem ordinis 
contentae sunt classes aeqtte multae. 

Dem. Pertineant genera G et II ad eundem ordinem, constct G ex n 
classibus K,K', K"...K n ~' 1 , sitque L classis aliqua e genere //. Investige- 
tur per art. praec. classis proprie primitiva M eiusdem determinantis , ex cuius 
compositionc cum K prodcat L , designenturque classes quae oriuntur cx cora- 
positione classis M cum K\ K\..K"~ l resp, per L', L"...L*~ l . Tunc ex 
ob«. ultima art. 249 sequitur, omnes classes L, L, L"...L"~ t esse diversas, et 
per art. 248 omnes pertinebunt ad gcnus idcm , i. e. ad genus H. Denique per- 
spicietur facile , / / alias classcs praeter has continere non posse , quum quaevis 
classis generis H tamquam composita considerari possit ex M et alia classe eius- 
dem determinantis, quae necessario semper erit e genere G. Quocirca H perindc 
ut G continet 1» classes diversas. Q. E. D. 
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Comparantur multitudinei elauium in tingulii generihui ordinum dieeriorum eontentarum. 

253. 

Theorcma praecedens supponit ordinis identitatcm neque ad ordines diversos 
est extcndcndum. Ita e.g. pro dctcrminantc — 171 dautur 20 classes positivae. 
quac reducuntur ad quatuor ordincs: in ordine proprie primitivo duo contincntur 
genera, utrumquc scx classcs complcctitur; in ordinc impr. primitivo duo gcncra 
quatuor classcs possident, singula binas; in ordinc dcrivato cx O. proprie prim. 
dct. — 19 unicum cst genus trcs classes compleetens; denique O. derivatus ex 
impr. prim. det. — 19 unicum gcnus hahct cx una classc constans; pcrinde se 
hahent classes negativac. Operac itaque prctium cst, in principium gcncralc in- 
quirerc, a quo ncxus inter multitudines classium in divcrsis ordinibus pendeat. 
Supponamus, A', L esse duas classes ex eodem ordine fpositivo) O determinau- 
tis D, atque M classem propric primitivam eiusdcm det. , ex cuius compositione 
eom K oriatur L, qualis pcr art. 251 scmpcr potest assignari. Iam in quibus- 
dam casibus ficri potest, ut M sit unica classis pr. primitiva, quae cum K com- 
]>osita producat L; in aliis plures classes diversae pr. primitivae exstare possunt 
hac proprietate pracditae. Supponamus generaliter, dari r huiusmodi classcs pr. 
primitivas, M, M\ M"...M r ~\ quac singulae cum A compositac producant 
eandem classem L, designcmusque illarum complcxum per W. Porro sit L' alia 
classis ordinis O 'a classe L diversa). atque N' classis pr. prim. det. D. quae 
cum L composita cfhciat L\ dcsigncturquc complexus classium N'-\-M, N'-\-M\ 
N'-\-M". . . N'-\-M r ~ 1 (quae omncs erunt proprie primitivac ct intcr se diversacj 
per 11^'. Tunc {>erspicietur facile, K cum classe quacunque ex W compositam 
producere L\ unde concluditur, W et W nullam classem communem habere; 
praeUTea nullo ncgotio comprobatur, nullam classem pr. primitivam in complexu 
W' non contentam dari, quae cum K composita producat ipsam L\ Eodem 
modo patet, si //' sit alia classis ordinis O a classibus L, L' diversa, dari r 
formas pr. primitivas tum inter se tum a formis W, W' diversas , quae singulae 
cum K compositae ipsam L" producant, et periude res se habebit pro omnibus 
rcliquis classibus ordinis O. Quoniam vero quaevis classis pr. prim. (positiva) 
determinantis D cum K composita classem onlinis O producit, facile hinc col- 
ligitur, si multitudo omnium classium ordinis O sit n. multitudinem omnium 
classium proprie primitivarum i positivarum) eiusdcm determinantis fore rn. Ha- 
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bemus itaque regulam generalem : Denotantibus K, L classcs quascunque ordinis 
O, atque r multitudinem classium propric primitivarum diversarum ciusdcm de- 
tcrminantis, quac singulac cum K compositae ipsam L producunt, multitudo 
omnium classium in ordine proprie primitivo (positivo) r vicibus maior erit quam 
multitudo classium ordinis O. 

Quum classcs K, L in ordine O omnino ad libitum assumi possint, etiam 
classe8 idcnticas acciperc liccbit, et quidem e re crit ca classc uti. in qua conti- 
nctur forma huius ordinis simplicissima. Quam itaque pro K et L assumendo. 
res eo reducta est, ut omnes classes proprie primitivae assignentur, quae cum K 
compositae ipsam K reproducant. Huc via sternitur per sequens 

254. 

Theorema. Si F ={A. B, C) est forma simplicissima ordinis O determi- 
nantis D, atque f = (a, b, c) forma proprie primitira eiusdem determinantis: per 
hanc formam f repraesentari poterit numerus AA, si F oritur per compositionem 
formarum f, F; et vice cersa F ex se ipsa atque f composita erit, si AA per f 
repraesentari potest. 

Dem. I. Si F in productum fF transit per substitutioncm p,p' p",p '- 
q, q\ q", q"; ex art. 235 habemus 

A [a qq" — 2bq q"-\- cqq) = A 3 , u n de A A = a q"q" — 2 b q q"-\- cqq. Q. E. P. 

11. Si supponitur, AA per / repraeseutari posse, designentur valores indeter- 
miuatarum per quos hoc cfficitur per q". — }, sive sit AA = aq"q" — 2bqq"+cqq. 
ponaturque 

q"a — q[b + B) = Ap, —qC=Ap, q"[b — B) — qc = Ap" 
-q"C = Ap m , q"a — q{b—B)=Aq, q"{b + B)- qc = Aq" 

Quo facto, facile confirmatur, F transire in productum fF per substitutionem 
p, p, p", p'"\ q, q, q", q m . atquc adco ex / et F compositam essc, si modo omncs 
numeri p, p etc. sint integri. Iam per descriptionem formac simpUcissimae . B 
est vel 0 vel \A, adeoque integer; indidem patet, semper cssc mtegrum. 
Hinc tf—p^p, q'"—p",p"' erunt integri, superestque adeo tantummodo. ut pro- 
betur p ct p" csse integros. Fit autem 
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„+*» = .-tiE. „y+'jq?- = —crc 

quamobrem si B = 0, fit 

/>/> = a- ? |, rt» = c — 7 -V 
et proin //, // integri; si vero B = {A, fit 

= pp+pq = C-^ 

undc aeque facile concluditur, p et />" in hoc quoque casu esse integros. Ex his 
colligitur, F ex f et F essc compositam. Q. E. S, 

i 

255. 

Problema itaque eo reductum est, ut ouines classes proprie primitivas deter- 
minantis D assignare oporteat, per quarum formas repraesentari potest AA. 
Manifesto AA repracsentari potcst pcr quamvis formam. cuius tcrminus primus 
est vel A A vel quadratum partis aliquotae ipsius A ; vice versa autem , si A A 
repraescntari potest per forinam f, tribuendo ipsius indeterminatis valores ae, 
ye, quorum divisor communis maximus e, forma / per substitutioncm a, ti, y, $ 
transibit in formam. cuius tcrminus primus "^- formaquc haec proprie aequivalebit 
formae f, si 6*. c* ita accipiuntur ut fiat a£ — b'7 = 1; unde patet, in quavis 
classe, pcr cuius formas repraesentari possit AA, inveniri formas, quarum tcr- 
minus primus sit AA vel quadratum partis aliquotac ipsius A. Res itaque in 
eo versatur, ut omnes classcs proprie primitivae det. D eruantur, in quibus huius- 
modi formae occurrant, quod obtinetur sequenti modo: Siut a, d, a" etc. omncs 
divisores (positivi) ipsius A; investigentur omnes valores expr. y/D{mod. aa; inter 
0 et aa — 1 incl. siti, qui sint b. b', b" etc. statuaturque 

t bb — D — aac. b'b'—D = aac, b"b"—D — aac etc. 

complexus formarum (aa, b, c) , (aa, b', c) etc. dcsignetur pcr V. Tunc facile 
perspicitur, in quavis classc det. D, in qua occurrat forma, cuius terminus primus 
aa, ctiam aliquam formam ex V contentam esse debere. Simili modo eruantur 
omnes formae dct. D, quarum tcrminus primus a'd. mcdius inter 0 ct a'a' — 1 
incl. situs. designeturque ipsarum complexus per V; eademque ratione sit V 
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complexus similium formarum quarum terminus primus aa etc. Eiiciantur ex 
V, V, V etc. omnes formac, quac non sunt proprie primitivae, reducantur reli- 
quae in classes, ct, si forte plures adsint ad eandem classem pertinentes, in sin- 
gulis classibus una tantura retincatur. Hoc modo omncs classes quacsitac habe- 
buntur, critquc harum multitudo ad unitatem. ut multitudo omnium classium 
proprie primitivarum (positivarum) ad multitudinem classium iu ordine O. 

Ex. Sit D — — 531. atque O ordo positivus derivatus ex ordine improprie 
primitivo det. —59, in quo forma simpRcissima (6, 3, 90) sive A = 6. Hic 
a,a\a",d" erunt 1,2,3,6; V contincbit formam (1,0,531); V has (4,1,133;. 
(4,3,135); V" has (9,0,59), (9,3,60), (9,6,63); denique V"' has (36,3,15). 
(36,9,17), (36,15,21), (36,21,271, (36,27,35), (36,33,45): sed ex his duodecim 
formis scx sunt reiiciendac . puta ex V" sccunda ct tertia, cx V" prima. tertia, 
quarta ct scxta, quae omnes sunt formac dcrivatac; scx reliquae omnes ad classes 
diversas pertinere inveniuntur. Revera multitudo classium proprie primitivarum 
(positivarum) det. — 531 cst 1S, multitudoque classium impr. primitivarum (pos.) 
det. — 59 (sive multitudo classium det. — 531 ex his dcrivatarum) 3, adeoque illa 
ad hanc ut 6 ad 1 . 

256. 

Solutio haec pcr observationcs scquentes generales adhuc magis illustrabitur. 

I. Si ordo 0 est derivatus ex ordine proprie primitivo, metictur AA ipsum 
D; si vero O est impr. primitivus vel ex impr. prim. derivatus, erit A par, D 
pcr \AA divisibilis et quoticns =1 (mod. 4). Hinc quadratum cuiusvis divisoris 
ipsius A metietur vel ipsutn D, vcl saltem ipsum \D, et in casu posteriori 
quotiens semper erit = 1 (raod. 4). 

II. Si aa ipsum D raetitur, omnes valores expr. \jD\yaoA.aa h qui qui- 
dem inter 0 et aa — 1 iacent, crunt 0, a, 2a...aa — a. adeoque a multitudo 
fonnarum in V\ sed inter has tot tantummodo erunt proprie primitivae. quot 
numerorum 
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cum a divisorem communem non habent. Quando a = 1 , V ex onica forma 
constabit. (1,0, —D), quae semper erit proprie primitiva. Quando a est 2 vel 
potestas quaecunque ipsius 2, semissis illorum a numcrorum par erunt, semissis 
impar; quarc in V adcrunt \a formac proprie primitivac. Quando a est alius 
numeru8 primus p vel potestas numeri primi p , tres casus sunt distinguendi : 
scilicct, omnes illi a numeri ad a primi erunt, adeoque omncs forraae in V pr. 
primitivae. si f- a per p non est divisibilis simulquc non rcsiduum quadraticum 
ipsius p; si vero p ipsum ^ metitur, in V erunt ^~^ m formae pr. primitivae; 
denique si cst rcs. quadr. ipsius p*per p non divisibile. in V erunt (; '~ a)n 
formae pr. primitivae. Haec omnia nullo ncgotio demonstrantur. Generaliter 
autcm posito a — •■ Tp~qlr*. .., dcsignantibus p, q, r ctc. numeros primos impares 
diversos , multitudo formarum pr. priniitivarum in V crit NP QR..., ubi statui 
debet 

N =1 (si v = 0) vel N= 2 V -' (si v>o; 
P = p" (si cst non-residuum quadr. ipsius p) vel 
P = [p — l);^ -1 (si aa i>er p est divisibilis) vel 
P = [p — 2) p~~ x (si — cst rcs. qu. ipsius p per p non divisibile 
Q. R etc. autem eodem modo ex q, r etc. sunt definiendi ut P ex p . 

III. Si aa ipsum D non metitur, erit ~ intcgcr et =l(mod.4;. valo- 
resquc cxpr. ^D^mod.aa) hi J a. }a, }a...aa — | a, unde multitudo foruiaruin 
in V erit a, tot autem inter ipsas erunt proprie primitivae quot ex numeris 

£-v.. ?„-(«-«■ 

ad a sunt primi. Quoties ^ — 1 (mod. Sj , omnes hi numeri erunt pares , adeo- 
que in V nulla forma pr. primitiva; quando autem ^=5(mod.8), omnes illi 
numeri erunt impares, adeoque omnes formae in V pr. primitivae, si a est 2 
vel potestas ipsius 2, generalitcr autcm in hoc casu tot formae pr. primitivac iu 
V crunt, quot illorum numcrorum per nullum divisorem primum imparem ipsius 
a sunt divisibiles. Multitudo haec erit NPQR..., si a=r 2^'^-rP. . ., ubi sta- 
tuere oportet N= 2\ ipsos P, Q. R etc. autcra eodem modo ex p, q, r etc. de- 
rivare ut in casu praecedente. 
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IV. Iloc itaque modo multitudines formarum pr. primitivarum in V, V\ V* 
etc. dcfiniri possunt; pro aggregato omnium harum multitudiuum haud difticulter 
eruitur sequens regula generalis: Si A = ."SFS^Cf 1 . . . , designantibus 21,8.6 
etc. numcros primos impares divcrsos, multitudo totalis onmium formarum pr. 
primitivarum in \\ I", V etc. erit - ^asa^ ' um staU " debct 

n = 1 (si A ° A = 1 , mod. 8) . vel 
tl= 2 (si — integer), vel 
n = 3 (si ^ = 5 , mod. 8) ; porro 
a 41 fsi 21 ipsuin ^ metitur). vel 

a_=$K+l(si % ipsum ~ non metitur, accipiendo signum superius 
vel infcrius prout cst non-residuum vel res. qu. ipsius 21) 

denique b, c etc. eodem modo ex 2J, (5 derivari ut a ex 21 . Demonstrationem 
fusius hie explicare . brevitas non permittit. 

V. Iam quod attinct ad multitudincm classium , quas suppeditant formae 
pr. primitivac in V, V", V etc. , tres casus sequentcs sunt distingucndi. 

Primo, quando D est numcrus negativus, singulae formae pr. primitivae 
in V, V etc. constitucnt classcm pcculiarcm, sive multitudo ipsa classium quae- 
sitarum exprimctur pcr formulam in observ. praec. traditam, duobus casibus ex- 
ceptis. scilicet ubi . li vel — — 4 vel = — 3, sive ubi D vcl — — AA vel 
__- — \AA. Ad demonstrationem huius theorematis manifesto ostendi tantum- 
modo debet, fieri non posse, ut duae formae diversae ex V, V\ V etc. sint 
proprie aequivalentcs. Suppouamus itaque, [hh, i, k), [h'h\ i\ k') esse duas for- 
mas diversas pr. primitivas ex V, V\ V etc. ad eandem classcm pcrtinentcs, 
transeatque prior iu posteriorem per substitutionera propriam a, f>. y. c. unde 
hal>ebuntur acquationcs 

_8 — _ 7 = 1, hhaa + 2iay + kyy — h'h\ hhat> + i\a& + Gy) + kyS — i' 

Hinc facile concluditur. primo y certo non esse =0 (unde sequeretur, esse 
a — + 1. hk — h'h\ i' = t(mod.AA) adeoque formas propositas identicas. contra 

36 
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hyp.); secundo, y divisibilem csse per divisorem maximum communcm numero- 
rum h, h'; (ponendo enim hunc divisorem ~r, hic manifesto etiam metie- 
tur ipsos 2i, 2i\ ad k vero crit primus; praeterca rr metietur ipsum 
hhk — h'k'k' = ii — t"»'; unde facile deducitur, r etiam metiri ipsum i — »"; ha- 
bctur autem ou" — 0* k'h' ai-\- y k. undc yk et proin etiam y divisibilis crit 
per r); tertio, csse [ahh-\-ytf— Dyy = hhh'h'. Poncndo itaque ahh + yi = rp. 
y = rq, petq erunt integri quorum posterior non —0, atque pp—Dqq-—~-- 
Scd rr erit numcrus minimus per hh et h'h' simul divisibilis adeoque ipsum 
AA et proin ctiam ipsum \D mctictur, quare erit integer (negativus), 

quem statuendo : — — e. crit pp — Dqq = — — sive 4 =i grj£)M~*V?> > n I 1151 
aequatione pars tamquam quadrutum ipso 4 minus necessario crit vcl 0 

vel 1. In casu priori erit eqq — 4, et D = — (*-)*. unde scquitur, esse 
quadratum signo ncgativo affectum adeoque certo non = 1 (mod. 4) , ncquc adeo 
O ordinem improprie primitivum ncque ex impropric primitivo derivatum. Hinc 
— erit integer, unde facile deducitur, e per 4 esse divisibilcm, qq = 1. 

A A' ^ ■< v4 • ♦ 

D — — ( — } atque etiam * - integrum. Hinc nccessorio erit D ~ = — AA sive 
~ — — 1 , quae est cxccptio prima. In casu posteriori erit eqq = 3, unde 

AA' A A' 

e — 3 et 4X) — — 3(— -)*; hinc <H~ A )* erit integer, qui, quoniam per quadra- 
tum integrum (^)* multiplicatus producit 3, nou poterit esse alius quam 3; 
hinc 4 D = — "SAA sive D= — \AA, quac cst exceptio secunda. In omni- 
bus igitur reliquis casibus omnes formac pr. primitivac in V, V, V" ctc. ad 
classes divcrsas pertinebunt. I'ro casibus exceptis ea , quae ex disquisitione 
haud difficili sed hic brcvitatis caussa supprimenda resultaverunt , apposuisse suf- 
ficiat. Scihcet in priori. cx formis pr. primitivis in V, V, V etc. binae sempcr 
ad candcm classem pertinebunt, in posteriori ternae, ita ut multitudo omnium 
classium quaesitarum in illo casu fiat semissis , in hoc triens valoris expressionis 
in obs. praec. traditae. 

Secundo quando D est numerus positivus quadratus : singulae formae pr. 
primitivae in V, V, V etc. sine exceptione classem peculiarem constituunt. 
Supponamus cnim, (hh, i, k), (h'h\ i', k') esse duas tales formas divcrsas propric 
aequivalcntcs , transeatque prior in posteriorcm per substitutionem propriam 
a, 6\ y, 8. Tum patet, omnia ratiocinia pro casu praec. adhibita, in quibus non 
supponatur D esse negativum , etiam hic valerc. Dcsignantibus itaquc p. q, r 



Digitized by Google 



MCLTITUDIKK8 CLASBllM IX SINOMJS GENEKnWS CONTENTARIM. 



283 



idcm ut illic. ctiam hic erit integcr, at non amplius ncgativus sed positivus 

insujicrque quadratus, quo posito — gg, crit — ggqq — 4, Q. E. A., quia 
differentia duorum quadratorum nequit esse 4 , nisi quadratum minus fuerit 0 : 
quamobrcm suppositio consistere nequit. 

Pro casu tertio autem, ubi D cst numcrus positivus non quadratus, re- 
gularn generalem pro comparanda multitudinc formarum pr. primitivarum in 
V, V, V" etc. cum multitudinc classium diversarum indc resultantium hucusquc 
non habemus. Id quidem asserere possumus, hanc vel illi aequalem vel ipsius 
partem aliquotam esse; quin etiam ncxum singularem inter quotientem horum 
numerorum et valores minimos ipsorum t, u aequationi tt — Duu = AA satis- 
facientes deteximus. quem hic cxplicare nimis prolixum forct; an vcro possibilc 
sit . illum quotientem in omnibus casibus ex sola inspectione uumerorum D, A 
cognoscere (ut in casibus praecc.) , de hac rc nihil certi pronunciare possumus. 
Ecce quaedam exempla, quorum numerum quisquc facilc augcrc potcrit. Pro 
D = 13, 4=2, multitudo formarum pr. prim. in V etc. est 3 , quac omncs 
sunt aequivalentes sive unicam cla-ssem efficiunt; pro D — 37, A =■ 2, etiam 
tres formae pr. prim. in T'etc. habcntur, quac ad trcs classcs diversas pertinent; 
pro D = 5SS, A — 7, habcntur octo formac pr. prim. in V etc. quac cfficiunt 
quatuor classcs, pro D = S67, A — \l in Fetc. sunt 18 formae pr. primitivac. 
totidem pro D = 1445, A = 17, sed quae pro illo determinante in duas classes 
disceduut, pro hoc in sex. 

VI. Ex applicatione huius tlieoriae generalis ad eum casum , ubi O est 
ordo improprie primitivus, colligitur, multitudincm classium iu hoc ordine con- 
tcntarum fore ad multitudinem omnium classium in ordine proprie primitivo, ut 
1 ad multitudiuem classium proprie primitivarum diversarum, quas hae tres formae 
1. 0, — D , (4, 1, l^?}, (4, 3. efficiunt. Et quidem hinc resultabit unica 

classis. quando D = 1 (mod.8). quia in hoc casu forma secunda et tertia sunt 
improprie primitivae; quando vero D~ 5(mod. S), illae tres formae omnes erunt 
proprie primitivae totidemque classcs divcrsas producent, si D est ncgativus. unico 
casu cxcepto, ubi D — — 3. in quo unicam classem constituunt; denique casus 
ubi D est positivus (formae Sn-|-5) ad eos jiertinet, pro quibus regula generalis 
hactenus desideratur. Id taraen asserere possumus. ilias tres formas in hoc casu 
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vel ad tres classes diversa-s pertinere vel ad uniram. numquam ad duas; facile 
enim perspicitur. si formac (t, 0, — D), [4, 1, '-^), (-1. 3, "-^l rcsp. pcrti- 
ncant ad classes K, K\ K", fore A+ A' = K\ K'+K=K", adeoque, si K 
et A" identicae esse supponantur, etiam A" et K" identicas fore; simili ratione 
si A' et K" supponuntur esse identicae, etiam A" et K" crunt; dcnique quum 
sit K'-\-K" — A', cx suppositione , A" ct K" identicas esse , sequitur. ctiam 
K et A" coincidere; unde colligitur. vel omnes tres classes A', A', K" esse di- 
versas, vel omnes tres identicas. E. g. infra 600 dantur 7 5 numcri formae 
S « -j- 5 . inter quos sunt 16 detcrminantes pro quibus casus prior locum habet 
sive multitudo classium in ordine pr. primitivo ter maior est quam in impr. primi- 
tivo, puta 37, 101, 141, 1S9, 197, 269, 325, 333, 349, 373. 381. 3S9, 405. 4S5, 557. 
573; pro 59 reliquis casus postcrior valct, sive multitudo classium in utroque 
ordine est aequalis. 

VII. Vixopuserit, observare, per disquisitionem praecedentem non so- 
lum multitudincs classium in ordinibus divcrsis eiusdcm detcrminantis comparari 
posse , sed illam etiam ad quosvis dctcrminantcs diversos qui rationcm quadrato- 
rum inter se teneant esse applicabilem. Scilicet designante O ordinem quem- 
cunquc det. dmm, O' ordinem det. dnim, O comparari poterit cum ordinc pro- 
prie primitivo det. dmm, atquc hic cum ordine dcrivato cx ordine pr. prim. det. 
d, sive, quod respectu multitudinis classium eodem redil. cum hoc ordine ipso; 
et cum eodem prorsus simiU ratione comparari poterit ordo O '. 

De muUUudint cUunum ancipitum. 
257. 

Inter omnes classes in ordine dato determinantis dati imprimis classcs an- 
cipites disquisitiouem uberiorem postulant, determinatioque multitudinis harum 
classium ad mnlta alia viam nobis aperiet. Sufficit autem, hanc multitudincm in 
solo ordine pr. priinitivo assignare . quum casus reliqui ad hunc facilc reduci pos- 
sint. IIoc negotium ita absolvenius, ut primo oinnes formas ancipites pr. primi- 
tivas {A, Ii, V) determinantis prop<»siti D, in ipiibus vel B — i) vel B = | A, 
eruerc, tunc ex harum multitudine multitudinem oranium classium ancipitum 
pr. primitivarum det. D invenire doceamus. 
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I. Omnes formae pr. primitivac (A, 0. C) detcrminantis 1) manifcsto in- 
veniuntur, accipiendo pro .1 singulos divisores ipsius D ftum positive tum ne- 
gative) pro quibus C — — *\ fit primus ad A . Quando itaque D — I , duae 
huiusmodi formac dantur 1, 0, — 1). ( — I. 0. I); totidem quando D ss — 1. 
puta (1,0, 1), ( — 1,0, — 1); quaudo D est numerus primus aut uumeri 
primi potestas (sive signo positivo sive negativo) , quatuor dabuntur (1, 0, — D), 
( — 1, o, D), [D, 0, — I), ( — D, 0, l). (ieneralitcr autcm, quando D per n 
numeros primos divcrsos est divisibilis (inter quos hoc loco etiam 2 in compu- 
tum ingredi debet!: dabuntur omnino 2" +l huiusmodi formae; scilicet posito 
D = + PQR..., designantibus P, Q, R etc. numeros primos diversos aut nu- 
merorum primorum diversorum potcstates, quorum multitudo — «, valores ipsius 
i-l erunt 1, Q, R etc. atquc producta ex quotcunque horum numerorum: 
horum valorum multitudo fit per theoriam combinationum 2", sed duphcanda 
est, quoniam sin£nlis val(»ribus tnm signum positivum tum negativum tribuere 
oportet. 

II. Simili modo patet, omnes formas pr. primitivaa 2B, B, C, determi- 
nantis D obtineri. si pro B accipiantur omncs divisorcs ipsius D 'positivc 
etnegative). pro quibus C — J [B — -!.) fit integer et ad 2B primus. Quum 
itaque C ncccssario dcheat essc impar, adeoque CC = I (mod. 8), ex 
D = BB — 2BC = (B—C)* — CC sequitur, D essc vcl = 3 (mod. 4 . quando 
B impar, vel = 0 (mod. 8) , quando B par; quoties itaque D alicui numcronim 
1, 2, 4, 5, 6 sec. mod. 8 cst congruus, nullae huiusmodi formae dabuntur. Quando 
D = 3(mod.4), C fit intcgcr ct impar. quicunquc divisor ipsius D pro B acci- 
piatur; nc vero C divisorem comm. cum 2 B habcat. B ita accipi debebit. ut g ad 
B fiat primus; hinc pro D= — 1 duae formae habcntur (2,1,1), ( — 2. — 1. — t 
generaliterque facilc pcrspicitur, si multitudo omnium numerorum primorum ipsum 
D mctientium sit «. omnino emcrgere 2" +l formas._ Quando D pcr S est divi- 
sibilis. C fit intcger, accipiendo pro B divisorem quemcunque parem ipsius \D. 
conditioni alteri autcm . ut C— }B — ^ ad 2B sit primus, witisfit primo. ac- 
cipiendo pro B omnes divisores imparitcr parcs ipsius D, pro quibus cum B 
dirisorem communem non habet, quorum multitudo (habita rntione diversitatis 
signorum) erit 2" +l , si D per n numeros primos imparcs diversos divisibilis 
esse supponitur: secundo . accipiendo pro B omncs divisores pariter parcs ipsius 
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^D, pro quibus ^ fit primus ad B, quorum multitudo quoque erit 2" + l . ita 
ut in hoc casu omnino habeantur 2 n + t huiusmodi formae. Scilicet ponendo 
D = + 2^PQR. ... designante p exponentem maiorem quam 2; P, Q. R nu- 
meros primos impares diversos aut talium numeroruni primorum potestatcs quo- 
rum multitudo n: tum pro \B, tum pro ~ accipi possunt valores 1, P, Q, R 
eto. productaque ex quotcunque horum numerorum. signo et positivo et ne- 
gativo. 

Ex his omnibus colligitur . si D per n numeros primos impares diversos 
divisibilis supponatur (statuendo n — 0. quaudo D — + 1 aut +2 aut potestas 
binarii). multitudincm omnium formarum pr. primitivarum [A, B, C), in quibus 
B vel 0 vel \A, fore 2" +l quando D aut =1 aut = 5 (mod. S); 2" +t quando 
D = 2. 3, 4. 6 aut 7 (mod. S); dcniquc 2 n+J quando D = 0 (mod. S). Quam 
comparando cum iis quae in art. 231 pro multitudine omnium characterum possi- 
bilium formarum primitivarum det. D tradidimus, observamus. illam in omnibus 
casibus praecise esse duplo hac maiorem. Cetcrum mauifcstum est, quaudo D 
sit ncgativus. inter illas formas totidcm positivas affore quot negativas. 

258. 

Omnes formae in art. pracc. crutae raanifesto pertinent ad classcs ancipitcs. 
et vice versa iu quavis classe ancipite pr. primitiva det. D saltem uua illarum for- 
marum contenta esse debet; in tali enim cla-sse certo adsunt formae ancipites et 
cuivis formae ancipiti pr. primitivae [a, b, c) det. D aliqua formarura art. praec. 
aequivalet . scilicet vel 

(a, 0. — 5) vel («, ±a, [a — f ) 

prout b vel =0 vel = |a(mod.<i). Problema itaquc eo reductum est, ut quot 
classes diversas illae formae constituant. investigemus. 

Si forraa (a, 0, c) est inter formas art. praec. forma (c, 0, oj iuter easdem 
occurret et ab illa seraper erit divcrsa , unico casu cxcepto , ubi a = c = -4- 1 
adeoque D — — 1 , quem ahquantisper seponemus. Quoniam vero hae formae 
manifesto ad eandem classem pertinent, sufficit unam retinere, et quidem reii- 
ciemus eam, cuius terrainus primus est maior quam tertius; eum casum. ubi 
a — — c — + 1 sivc D — 1 quoque sepouemus. Hoc modo omnes formas 



• Digitized by Google 



MCLTTrCDO CLA8SIUM ANCIPITUM. 



287 



[A, 0, C) ad semissem reduccrc possumus. retinendo e binis semper unam; et in 
omnibus remanentibus crit A<\l + D. 

Simili modo si inter formas art. praec. occurrit forma 2 b, b, cj . inter eas- 
dem reperietur 

l4c-2b, 2c-b.c) = (-^, c) 

quae illi proprie aequivalens et ab ipsa diversa erit , unico quem seponimus casu 
excepto, ubi c = b = + 1 sive D = — 1 . Ex his duabus formis eam retinere 
sufficit , cuius terminus primus est minor quam terminus primus alterius (magni- 
tudine aequales, signis diversi in hoc casu esse nequeunt) ; unde patet, etiam 
omnes formas (2 B. B, C) ad scmissem reduci possc, e binis unam semper eii- 
cicndo ; et in remanentibus esse B < -g sive B < v/ + D . Hoc modo ex omni- 
bus formis art. praec. semissis tantum remanet, quarum complexum per W de- 
signabimus , nihilquc supcrest . nisi ut ostcndamus , quot classes diversae ex his 
formis oriantur. Ceterum manifestum est , in eo casu ubi D sit negativus, toti- 
dem formas positivas in W affore quot negativas. 

I. Quando D est uegativus, singulae formae in W pertinebunt ad classes 
diversas. Nam omnes formac [A, 0, C) crunt reductae; simiUter omnes formae 
{2B. B, C) reductae crunt, praeter eas in quibus C< 2 2?; in tali vero forma 
erit 2C<2i?+C; uude (quoniam B<% i e. ii<2C— B, adcoquc 2£<2C, 
sive B<C7), 2C— 2/J<C et C — J3 < * C et proin (C, C — B, C), quae 
manifesto illi aequivalet, forma rcducta. IIoc modo totidem formae reductae 
habentur, quot formae habentur in W, et quum facile perspiciatur, intcr illas 
nequc identicas neque oppositas occurrere posse , (unito casu excepto . ubi 
C — B = 0 , in quo crit B = C = + 1 , adcoquc D = — | , quem iam sej»o- 
suimus): omnes ad classes diversas pertinebunt. Hinc colhgitur, multitudincm 
omnium classium ancipitum pr. primitivarum det. D multitudiui formarum in 
W seu semissi multitudinis formarum art. praec. acqualem esse; in casu ex- 
cepto autem D =■ — 1 per cotnpensationem idem evenit , scilicet duac classes 
habentur , ad quarum alteram pertinent formae (1,0,1), (2,1,1), ad alteram hae 
(— 1, 0, — 1), ( — 2, — 1, — 1). Gcncraliter itaque pro determinante negativo 
multitudo omnium classium ancipitum pr. prim. aequalis est multitudini omnium 
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cbaracterum assignabilium forrnarnm primitivarum huius determinantis; multi- 
tudo classium ancipitum pr. prim. jiositivarura autem semissis erit. 

II Quando D cst positivus quadratus — hh, haud difficilc dciiionstratur, 
singulas formas in W ad classcs diversas pertinere; sed pro lioc casu ad proble- 
matis solutiouem adhuc brevius sequenti modo pervenire possumus. Quurn pcr 
art. 210 in quavis classc ancipitc pr. prim. det. hh, neque in ulla alia. continea- 
tur forma rcducta una (a, h, 0 ), in qua a est valor expr. y I (mod. 2h) inter 0 ct 
2A — 1 incl. situs: per.spicuum est, totidem classes ancipites pr. prirn. det. AA 
dari , quot valores expressio illa habeat. Ex art. 105 autem nullo ncgotio dedu- 
citur. multitudinem horum valorum esse 2" vel 2" + I vel 2 B + *, prout h sit 
impar vcl impariter par vel pariter par. sive prout D = 1 vel 4 vel = 0 ^inod. 8}, 
designante » multitudinem divisorum primorum imparium ipsius h sive ipsius D. 
Hinc colligitur, multitudincm classium ancipituin pr. jirim. semjicr cssc scmissem 
tnultitudinis oiiiiiium formaruin in art. jiracc. erutarum, sive rnultitudini formarum 
in W vel omnium cliaractcrum jKjssibilium aequalem. 

III. Quando D cst positivus non-quadratus , ex singulis forinis [A, B. C) 
iu W contentis alias deducaiuus [A, B', C), accipiendo B'=B (mod.il) et inter 
limitcs y D et y D + .1 ubi signum sujierius vcl infcrius adhibendum, prout A 
c.st pos. vcl neg.j atque C — • ; designcmusquc harum complcxum j)er W'. 
Manifcsto hae formae crunt propric priniitivae ancipitcs dct. D, atquc omncs 
inter se diversae: praeterea vero omues erunt fonnae reductae. Quaudo enim 
A<i\D, B' manifesto erit <i\D atque positivus; praeterea B'^>\D + A 
adcoquc A^>\D — B' ct proin A, positivc acccptus, certo inter \D-\-B' et 
\D — B' situs. Quando vcro A^>\D, non poterit csse i>" — 0 (quippe quas 
foriuas eiecimus , sed erit necessario B={A\ hinc B' tnagnitudine ijisi ) A 
aequalis, siguo positivus quoniam enini A<C,2\D. + {A iacebit inter limites 
ijisi B' assignatos. ipsique B scc. inotl. A crit congruus; quarc B' — + {A\. 
proiu B'<C\D, unde 2B' < \D-\-B' si\e A<^\D-\-B', quainobrcm + A 
necessario inter limites \D + B' et \D — B' iacebit. Deuique W' oinnes for- 
uias reductas pr. prim. aucijiites det. D contincbit; si euim [a. b. c) est huiusmodi 
foriua. erit vcl b~0. vcl b=k f a v niod.a ; . lii casu priori manifcsto non poterit 
e*»e t<« ucque adco u>yZ). quaproptcr forma a, 0, — certo conteuta 
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crit in W. et respondcns {a. b.c) in W"; in posteriori eerto crit a<2y'D. 
adeoque (a, \a. J-a— •£) in H' contcnta, atque respondens (a. 6. <r) in W'. 
Ex his colligitur , multitudinem formarum in W aequalcm -cssc miUtitudini 
omnium formarum rcductarum ancipitum pr. prim. det. D; quoniam vero in sin- 
gulis classibus ancipitibus binae formae reductae ancipitcs continentur artt. 187, 
194), multitudo omnium classium ancipitum pr. prim. det. D erit scmissis multi- 
tudinis formarum in W, sive scmissis multitudinis omnium characterum assigna- 
hilium. 

25*. 

Multitudo classium ancipitum impropric primitivarum dctcrminantis dati D 
multitudini propric primitivarum eiusdem det. sempcr cst aequalis. Sit K classis 
principahs . atque A". A'" etc. reliquae classes ancipites pr. primitivae huius de- 
tcrminantis; L aliqua classis anccps impropric primitiva eiusdem det., e. g. ea 
in qua est forma (2, 1 , | — \D). Prodihit itaque ex compositionc classis L cum K 
classis L ipsa; ex cornpositione classis L cum A", K" etc. provenire suppona- 
mus classcs L\ I" etc. rcsp. . quac manifcsto omnes ad eundem determinantem 
D pcrtincbunt . atquc impropric primitivac et ancipitcs erunt. Patct itaque, 
theorema demonstratum fore , simulac probatum fuerit , omnes classcs L. L\ L" 
etc. esse diversas, aliasquc ancipites impr. priin. det. D praeter illas non dari. 
Ad hunc lincm scqucntcs casus distingnimus: 

I. Ciuando multitudo clas-sium impr. primitivarum multitudini pr. primiti- 
varum aequalis est, quaevis illarum oritur ex compositione classis L cum classe 
determinata proprie primitiva, unde necessario omncs L. L', L" etc. crunt diver- 
sae. Designantc autcm £ classem quamcunque ancipitem impr. prim. det. D, 
dabitur classis proprie primitiva if talis ut sit ft-|-L = ?; si classi k opposita 
est classis erit etiam quoniam classes L. 2 sibi ipsac oppositae sunt) 

Si'-\-L = unde necessario ,W cum W identica erit. adeoque classis anccps: 
Wnc # repcrictur intcr classes K. K'. K" etc. atque S inter has L. L\ L" etc. 

'II. Quando multitudo classium impropric primitivarum ter minor est quam 
multitudo classium pr. primitivarum , sit H classis in qua est fomia (4. 1, ~-). 
H' ea in qua cst forma (4, 3. '■—), eruntque H, IV proprie primitivac et tum 
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inter st> tum a classe prineipali K diversae, atque i/+i/' = K; 2H=H'. 
2 //' = //; ct si ? est classis quaecunquc impropric primitiva det. D, quae oritur 
cx compositionc classis L cum proprie primitiva 4i, erit ctiam 2 = L + 41 + // 
et ? = //+ 41 + H'\ praeter tres classes ;pr. prim. atquc divcrsas) 4?, 4? + //. 
4t + H' aliae non dabuntur, quae cum L compositae ipsam 9 producant. Quoniam 
igitur, si ? cst anceps atque 4i' ipsi 4t opposita. etiam L + 4i'=C, necessario 
4t' cum aliqua illarum trium classium idcntica crit. Si 4l' = 4t. erit 4f anceps; 
si 4i' = 4i + //, erit A'=4t + 4i'= 241 + //= 2(41 +J/') adeoque 4t + /T 
anccps; similitcrque si 4i' = 4i + //' erit 4i+i/ anceps, undc concluditur. 
$? inter classes L, L\ L" ctc. necessario rcpcriri. Facile autem perspicitur, inter 
tres classes 41. 4i + H, 41 + //' plurcs ancipitcs csse non posse ; si cnim tum 4t 
tum St-\-H ancipites euent sive cum oppositis suis 41', 41'+//' rcsp. idcnticae. 
forct 4l + // = 41 + //'; eadem conclusio resultat ex suppositione, 41 et 4* + //' 
esse ancipites; dcniquc si 41 + //, 41 + H' ancipites sive cum oppositis suis 
4T+//\ 41'+// identicae esscnt, fieret 41 + J/+41'+i/ = 4T+i/'+ 41 + /T, 
uuda 2//= 2i/\ sive /f ' = //. Quamobrem unica tantum classis anceps pr. 
prim. dabitur, quae cum L composita ipsam ? producit, adeoque omnes L, IJ, L" 
etc. erunt diversae. 

Multitudo cla-ssium ancipitum in ordine derivato manifcsto acqualis cst mul- 
titudini classium ancipitum in ordine primitivo, ex quo est derivatus, adeoque per 
praecedcntia scmpcr potcrit assignari. 

260. 

Problema. Classis proprie primitira K detevminantis D oritur ex duplica- 
tione classis proprie primitivae k eiusdem determinantis : quaeruntur omnes similes 
dasses, ex guarttm duplicatione classis K oritur. 

Sol. Sit H classis principalis det. D atque //', H", //'" ctc. rcliquae 
classcs ancipites pr. primitivae eiusdem determinantis ; classes quae ex harum 
compositionc cum k oriuntur, * + //', k-\-H", £+//"" designentur per k', k", k m 
etc. Tunc omncs classcs k, k', k" ctc. erunt pr. primitivac det. D et intcr se 
diversae; aeque facile perspicitur , ex singularum duplicatione oriri classem K. 
Denotantc autem 4i classem quamcunquc pr. prim. det. D. quae duplicata pro- 
ducit classem K, necessario intcr classes k, k\ k" ctc. contcnta crit. Ponatur 
enim 41 = * + «$, ita ut 4p sit classis pr. prim. det. D (art. 249). eritque 
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2*-|-2£ = 2 — K — 2 k . unde facile eoncluditur. 2$ coincidere cum classe 
principali. $ esse ancipitem sive inter H, H', H" etc. conteutam. atquc & inter 
*, k'. k" etc.; quamobrem hae classcs complctam problcmatis solutionem exhibcnt. 

Cetcrum manifestum cst. in eo easu. ubi D sit ncgativus. c classibus 
k. k', k" etc. semissem fore classes positivas, scmissem negativas. 

Quum igitur quaevis classis pr. prim. det. D, quae ex ullius classis similis 
duplicationc oriri potest. omnino cx totidem classium similium duplicationc pro- 
vcniat. quot classcs ancipitcs pr. prim. dct. D dantui: perspicuum est. si multi- 
tudo cunctarum clas.sium pr. prim. det. D sit r, multitudo omnium classium 
antipitum pr. prim. liuius det. », multitudincm omnium classium pr. prim eius- 
dem det. quae ex duplicatione similis classis produci i>ossint , fore - . Kadem 
formula resultat, si, pro det. ncgativo, characteres r, n multitudinem classium 
positivarum designant, ille omnium pr. prim., hic solarum ancipitum. Ita e.g. pro 
D = — 161 multitudo omnium classium pr. prim. positivarum est 16, multitudo 
ancipitum 4 , unde multitudo omnium classium, quac per duplicationem alicuius 
classis oriri possunt, dcbcbit esse 4. Kt revera invenitur, omnes classas in genere 
principali contentas hac proprictatc essc praeditas: scilicet classis principalis 
.1.0. 161j oritur ex duplicatione quatuor classium ancipitum; (2, I, 81) ex du- 
plicatione classium (9, 1, 1S , (9, —1, 18), (11, 2, 15), (11, —2, 15); (9, 1, 18) 
cx dupl. classium 3. I, 54;, 6, I, 27), (5. —2, 33), (10. 3. 17); denique 
9. — I. 1S) cx duplicntionc classium (3, —I. 54), (8, — 1. 27), (5, 2, 33), 
,10. -3. 17). 

ferlr nmit*i nmnium eharaeterum pro drterminantt ilato atiigvabilium genera prvprie primitira 
(pmitiva pro det. neg.) reipondere nequeunt. 

261. 

1'heorema. Semissi omnium characterum assignabilium pro determinante post- 
tivo non-quadrato nulla genera proprie primitiva respondere possunt; pro determinante 
negativo autem nulla genera proprie primitiva positiva. 

Dem. Sit m multitudo omnium generum proprie primitivorum (positivo- 
rum) determinantis D; k multitudo classium in singulis generibus contentarum. 
ita ut km sit multitudo omnium classium propric primitivarum (positivarum ) ; 
« multitudo omnium characterum diversorum pro hoc det. assignabilium. Tunc 
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per art.25-> nmltitudo omnium classium ancipitum positivaruni) pr. primitivarum 
erit in; liinc per art. praec. multitudo omnium classium pr.prim., quae ex dupli- 
catione simdis classis oriri possunt, erit Sed per art. 247 hae classes omnes 

pcrtincnt ad genus principalc, in quo contincntur k classcs; si itaquc onines 
classes gencris principalis ex duplicatione alicuius classis provenire possunt quud 
revera seinper locum habere in scquentibus detnunstrabitur), erit — — = k , sive 
m — \n\ certo autem nequit essc 7 ~ > k neque adeu m > f n. Quoniam ita- 
quc multitudo omnium gcncruni pr. prim. (pusitivurum) ccrto non est maior quam 
semissis omnium charactorum as.signubiliuni : ad minimum horum semissi talia 

genera respondere nequeuut. Q. E. D. Ceterum probe notandum est, hinc 

nondum scqui , semissi omnium characterum assiguabilium revera rcspondere ge- 
ncra pr. prim. (positiva) , scd huius propositionis gravissimac vcritas infra dcmum 
e reconditissimis numerorum mysteriis enodari poterit. 

Quum pro determinante uegativo totidem genera negativa semper exstent 
quot positiva. manifesto ex omnibus characteribus assignabilibus non plures quam 
semissis gcncribus pr. prim. negativis competerc possunt, de qua re ut ct dc ge- 
neribus impr. prim. iufra loquemur. Denique observamus, tlieorema ad deter- 
minantes positivos quadratos non extendi , pro quibus nullo negotio perspicitur 
singulis charactcribus assignabilibus gcucra rcvcra rcsi)ondcrc. 

ThtorrmatufunaameHtali* rt rtliquorum throrematum ad retidua - l , +2,-1 prrttnmtium 

drmomtratio tirunda. 

202. 

ln co itaquc casu, ubi pro determinantc non-quadratu datu 1) duu tantum- 
mudo charactcrcs diversi assignari pussunt, unicu tuntuiu genus pr. primitivum 
(^pusitivuni i respundebit, (quud nun poterit esse aliud quam genus principale i. 
alter nulli furmae pr. prim. ,'pos.) illius detcrininantis compctct. IIoc evenit pru 
dcterminantibus — I, 2. — 2, — 4. numcris primis furmae -* w — | — 1 pusitive. iis- 
que furmae 4w-|-:» negative acceptis, denique pro omuibus uumerorum primo- 
rum formae 4«-(-l potestatibus exponentis imparis |)usitive sumtis, et pru pote- 
statibus numercrum primurum formac 4» +3 positivc vcl ncgative sumtis prout 
exponentes suut pares vel impares. Ex hoc prinCipio inetliudum nuvam haurire 
l>ossumus, non mudu theorema fundamentale. sed etiam reliqua theuremata Sect. 
praec. ad residua — I, -J-t, — i pertinentia dcmunstrandi . quae a methudis in 
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Sect. pracc. adhibitis omnino cst divcrsa. elegantiaque his ncutiquam infcrior 
aestimauda videtur. Determinantem — 4 autcm, ct qui sunt numerorum primo- 
rum potestates, quum niliil novi doceant, praeteribimus. 

Pro detcrminante — 1 itaque nulla forma positiva datur, cuius character sit 
3,4; pro dctcrminantc -|-2 nulla omnino fonna. cuius charactcr sit 'ietb.b; 
pro determinante — 2 nulli formae positivae competct charactcr betl, 8; pro 
determinante -\-p, si p est numerus primus formae 4n-f-l, vel pro detenni- 
nante —p, si p est numerus primus formae 4 n-}-3, nulli formac pr. pr. (posi- 
tivac in casu post.) compctct charactcr Np. Hinc thcorcmata Sect. pracc. se- 
quenti modo demonstramus : 

I. Est — 1 non-rcsiduum cuiusvis nurueri |(positivi) formae 4n-f-3. Si 
enim — 1 rcsiduum talis numcri A esset, faciendo — I = BB — AC, foret 
(A, B. C) forma positiva det. — 1, cuius character 3, 4. 

II. Est —1 residuum cuiusvis numeri primi p formae 4n-f-l. Nam 
charactcr formac (—1. O.p), sicuti omnium proprie primitivarum det. p. erit 
llp, adeoque —\Rp. 

III. Tum -(-2 tum — 2 cst rcsiduum cuiusvis numeri primi p formae 
y»+l. Nam velformae (8, l.^p*). (—8,1,*=^), velhae (8, 3,^), (—8. 3,^ i 
erunt propric primitivae (prout n impar vel par), adeoque ipsarum character Rp. 
hinc -f-Sity et — bRp, unde ctiam 2Rp, — 2Rp. 

IV. Est -f-2 non-residuum cuiusvis numeri formae 8n-f-3 aut Sn-f-5. 
Si cnim esset residuum talis numeri A, daretur forma <A, B. C) determinantis 
-f- 2 . cuius character 3 et b. 8. 

V. Simili modo — 2 est non-rcsiduum cuiusvis numeri formae S-n -f- ;> 
aut S»-f-7. alioquin enim daretur forma \A. B, C) dcterminantis —2, cuius 
charactcr bet7, S. 

VI. Est —2 residuum cuiusvis uumeri primi p formae b»-f-3. Hant 
propositionem per methodum dupliccm demonstrare licet. Primo, quum pcr IV 
8it -f- 2 Np . atque per I , — I Np . neccssario crit — 2 Rp . Demonstnitio «• 
cunda petitur ex considerationc (leterniinantis -f-2^, pro quo quntuor charucteres 
sunt assignabiles, puta Rp, 1 cf 3, 8; Rp, betT.H; Np t 1 <>f 3, 8; Np. betT.b. 
ex quibus igitur saltem duobus nulla genera respondebunt. lam formae 



294 



I)E KOIIMIS SECl XIII GIUIHS. 



(1. 0. — 2;/ compctit character primus; formae (—1, 0, 2p quartus: quare qui 
rciici dcbcnt sunt secundus atque tertius. Quum itaque character formae 
p. o. —2) relative ad numcrum 8 sit \etZ, 8, ipsius charactcr relative ad p non 
poterit csse alius quam Rp, undc — 2Rp. 

VII. Est -f-2 residuum cuiusvis numeri primi p formae 8« — |— 7 , quod 
per methodum duplicem demonstrare licet. Primo, quum ex I et V sit — \Np, 
— 2Np, erit + 2Rp. Secundo quum vel 1. L±f) V el (8, 3, sit forma 
propric primitiva determinantis — ^> (prout w jxir vel impar) , ipsius character 
erit Rp, adeoque Sity et 2Rp. 

VIII. Quilibet numerus primus p formae 4«-f-l est non-residuum cu- 
msvis numeri imparis q, qui ipsius p non-residuum est. Patet enim, si p esset 
residuum ipsius q, dari formam proprie primitivam determinantis p. cuius cha- 
racter Np. 

IX. Simili modo si numcrus quicunquc impar q est non-rcsiduum numeri 
primi p formae 4« + 3, crit — p non-residuum ipsius q\ alioquin enim daretur 
forma positiva pr. primitiva determinantis — p cuius charactcr Np. 

X. Quivis numerus primus p formac 4 w — f— 1 est rcsiduum cuiusvis alius 
numeri primi q, qui ipsius p residuum est. Si etiam q est formae 4»+l, hoc 
statim sequitur ex VIII; si vero q est formae 4»-+-3, erit etiam —q residuum 
ipsius p (proptcr II) adeoquc pRq (cx IX). 

XI. Si numerus qmcunquc primus q est residuum alius numeri primi p 
formae 4« + 3, erit — p residuum ipsius q. Si enim q est formae 4/i-f-l; ex 
VIII sequitur pRq, adeoque (pcr II}, — pRq< casus autcm ubi etiam q est for- 
mac 1 n — (— 3 . huic mcthodo se subducit, attamen facile ex consideratione deter- 
minantis -\-pq absolvi potest. Scilicet quum ex quatuor characteribus pro hoc 
determinante assignabilibus Rp, Rq; Rp, Nq; Np, Rq; Np, Nq duobus nulla 
gencra rcspondere possint, atquc formarum (1,0, — pq), { — \.U,pq) characte- 
res respective siut primus et quartus , character secuudus et tertius nulli formnc 
pr. prim. det. pq comiKJtere possunt. Quum itaque character formae \q, o. — p, 
resp. numcri p per hyp. sit Rp, ciusdem formae character resjiectu numeri q 
debet esse Rq, adeoque — pRq. Q. E. D. 

Si in proposs. VIII et IX, q supponitur designare numerum priraum. hae 
cum X ct XI iunctac thcorcma fundamentalc Scct. pracc. exhibent. 
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Ea charactmim temutit, quibut genera retpondere fequrunt, prnpiut determinnntur 

2G3. 

Postquam theorema fundamentale demonstratione nova comprobavimus, eam 
characterum semissem, quibus nullac formac pr. primitivac (positivae) respondere 
possunt, pro detcrminantc quocunquc non-quadrato dato disccrnerc ostcndemus, 
quod negotium eo brevius absolvere licebit, quum ipsius fundamentum iam in 
disquisitione artt. 147 — ir>0 sit contentum. Sit ee quadratum maximum, deter- 
minantem propositum D mcticns, atquc D = D'ee, ita ut D' nullum factorem 
quadratum implicet; porro sint a, b. c etc. omnes divisores primi impares ipsius 
D', adeoque D' sine respectu signi sui vel productum ex his numeris vel duplum 
huius producti. Designetur per 12 complexus charactcrum particularium Na, Nb, 
Nc ctc., solus, quando D'=l [mod. I); ndiuncto charactcre 3, 4, quandoX)' = H 
atque e impar aut imparitcr par; adiunctis his 3,8 atque 7,3, quando D' — i 
atque e pariter par; adiuncto vel charactere 3<?f5,S, vcl duobus 3,8 atque 5,8. 
quando D ' 2 (mod. S; atquc e vcl impar vcl par; dcniquc adiuncto vcl cha- 
ractcre 5ef7, S, vcl duobus 5,8 atque 7,8, quando D'=6 (mod. S) atque e 
vel impar vel par. His ita factis, omnibus characteribus integris, in quibus 
multitudo impar characterum particularium 12 continetur, nulla genera proprie 
primitiva (positivai dctcrminautis D rcspondere potcrunt. In omnibus casibus 
characteres particularcs , qui exprimunt rclationem ad tales divisores primos ip- 
sius D, qui ipsum D' non metiuntur, ad generum possibilitatem vel impossibili- 

tatcm nihil conferunt Ex theoria combinationum autcm facillime perspicitur, 

hoc modo revcra semissem omnium charactcrum intcgrorum assignabilium cxcludi. 

Dcmonstratio horum praeceptorum adornatur sequenti modo. E principiis 
Sect. praec. , sive theorematibus in art. pracc. dcnuo demonstratis nullo negotio 
deducitur . si p sit uumerus primus (impar positivusj ipsum D non metiens. cui 
aliquis e characteribus reiectis competat, D' implicare multitudincm imparem 
factorum, qui sint non-rcsidua ipsius p, atque adco D\ ct hinc etiam D. csse 
non-residuum ipsius p; porro facile perspicitur, productum e numeris quotcun- 
que imparibus ad D primis , quorum nulli aliquis cliaracterum reicctorum com- 
pctat, ctiam cum tali charactcrc conscntire non possc; hinc vice versa perspicuum 
est, quemvis uumerum imparein positivum ad D priinum, cui aliquis charucte- 
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nim rcicctorum conveniat, certe aliquem factorem primum eiusdem qualitatis im- 
plicare, adeoque D ipsius non-rcsiduum esse. Si itaque forma proprie primitiva 
positiva: determinantis D daretur, alicui characterum reicctorum respondens, 
D foret non-residuum cuiusvis numeri positivi imparis ad ipsum primi per ta- 
lem formam repraesentabilis, quod manifcsto cum thcoremate art. 154 consistere 
nequit. 

Tamquam exempla confcrantur classificationes in artt. 231 , 232 traditae, 
quarum numerum quisque pro lubitu augere poterit. 

264. 

Hoc itaque modo pro quovis dcterminante non-quadrato dato omnes cha- 
racteres assignabilcs in duas species P, Q aequaliter distribuuntur , ita ut nulli 
characterum Q forma proprie primitiva positiva respondere possit, reliquis au- 
tem P, quantum quidem hucusque novimus, nihil obstct. quominus ad tales for- 
mas pertincant. Circa has characterum speeies notetur imprimis propositio se- 
qucns. quae ex ipsarum criterio facile deducitur: Si character ex P cum cha- 
ractere ex Q componitur (ad nortnam art. 246 pcrinde ac si etiam huic gcnus 
responderct) prodibit character ex Q; si vero duo characteres ex P. vel duo ex 
Q componuntur, character resultans ad P i>ertinebit. Adiumento huius theo- 
rematis etiam pro generibus negativis atquc impropric primitivis scmissis omnium 
charactenim assignabilium excludi potest sequenti modo. 

I. Pro determinante negativo D genera ncgativa positivi«.hoc respectu 
prorsus contraria crunt , scilicct nullus charactcrum P pertincbit ad genus pro- 
prie primitivum ncgativum , sed haec genera omnia habebunt charactcrcs cx Q. 
Quando enim D' = 1 (mod. 4), erit — D' numerus positivus fortnae 4»-|- 3 > 
adeoque inter a. b, c etc. multitudo impar numerorum formae 4«-f- 3, quorum 
singulomm non-rcsiduum erit —1. undc patet, iu characterem integrum formae 
— I. 0. D)ia hoc casu ingredi multitudinem imparem characterum particularium 
ex S2, sive illum j>ertinerc ad Q; quando Z>'=3 (mod.4;, ex simili ratione 
inter «, b. c etc. vcl nullus numerus formac -1 « — {— 3 reperictur. vel duo, vel 
quatuor ctc. sed quum vel 3.4 vel 3,8 vel 7,8 in hoc casu occurrat inter cha- 
racteres particulares formae ( — 1, 0, D), patet, characterem integrum huius for- 
mae etiam hic pertincre ad Q. Eadem conclusio aeque facile in casibus reliquis 
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obtinetur. itn ut forma ncgativa (— I, 0, D) semper habeat characterem cx Q. 
Sed quoniam haec forma cum quacunque alia pr. primitiva negativa eiusdcm dct. 
composita similem fonnam positivam producit. facilc j>erspicitur. nullam formam 
pr. prim. negativam charactcrcm ex P hahere posse. 

II. Pro generibus improprie primitivis 'positivis) simili modo probatur. rcm 
veleodcm modo se habere ut in proprie primitivis, vcl contrario, prout .0=1 
vel =5 (mod. 6). Xam in casu priori crit etinm D'= 1 imod. S), unde facile 
concluditur, inter numeros a. b, c etc. vel nullum numenim formae 8« + 3 ct 
Sw-|-5 reperiri vel duos vel quatuor etc. (scilicet productum cx quotcunque nu- 
mcris imparibus, inter quos numeri formac S « — |— 3 ct S»-f-5 coniunctim multi- 
tudinem imparcm cfficiunt, scmper evadit vel =3 vel = 5 mod. S;, productum 
autem ex omnibus a, b, c etc. aequale esse debet vel ipsi D' vcl ipsi — D '); hinc 
patet, charactcrem intcgrum formac (2. I, involvere vel nullum characte- 
rem particularcm ex Q, vel duos vcl quatuor etc, adeoque pertinere ad P. Iam 
quum quaevis forma improprie primitiva (positiva) dcterminantis D spcctari possit 
tamqunm composita cx (2, 1, atquc propric primitiva (positiva) eiusdcm de- 
temiinantis, perspicuum est, nullam formam improprie primitivam (positivam) 
characterem ex Q in hoc casu habere posse. In casu altero. D~ 5 ;mod. s;, 
omnia contraria sunt, scilicet D', qui ctiam erit =5, ccrto midtitudincm im- 
parem factorum formae 8 «-(-3 atquc Sw-f-5 implicabit, unde concluditur. 
characterem formae (2,1, '-^), atque hinc ctiam characterem cuiusvis formae 
improprie primitivae (pos.) det. D pertinere ad Q , adeoque nulli cliaracterum 
P genus impr. prim. pos. rcspondcre posse. 

III. Denique pro determinante negativo genera improprie primitiva ncga- 
tiva rursus contraria sunt gcncribus improprie primitivis positivis, scilicet illa non 
potcrunt habere charactercm ex P vel cx Q, prout D=l vel ~5 (mod. S), 
sive prout — D est formae S» -(-7 vel S»-f-3. IIoc uullo ncgotio dcducitur 
inde, quod cx compositionc formac ( — 1. 0, D), cuius character est ex Q, cum 
formis impropric primitivis negativis eiusdem dctcrminantis formac improprie pri- 
mitivae positivae proveniunt , adeoque, quando ab his exclusi sunt tharactercs Q, 
necessario ab illis cxclusi essc dcbent characferes P, et contra. 
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265. 

Ex disquisitionibus artt. 257, 25S supra multitudine classiura ancipitum. 
quibus omnia praecedentia sunt superstructa , multae aliac conclusiones atten- 
tione perdignae deduci possunt, quas brevitatis caussa supprimerc oportct; se- 
quentem tamen, elcgantia sua insignem. praeterire non possumus. Pro determi- 
nante positivo p, qui est numcrus primus formae 4«+!, unicam tantummodo 
classem ancipitein proprie primitivam dari ostendimus; quapropter omnes formac 
ancipites proprie primitivae talis determinantis proprie aequivalcntes crunt. Si 
itaque b cst numerus integer positivus proxime minor quam yj», atque p — bb 
= d, formac (1,6, — d), ( — l,b,d), propric aequivalebunt, adeoque, quum utra- 
que manifcsto sit fonna reducta, altera in altcrius periodo critcontenta. Tribucndo 
formae priori in periodo sua indicem 0, index posterioris necessario erit impar (quo- 
niam termini primi harum duarum formarum signa opposita habent) ; ponatur ita- 
que = 2tn-f-1. Porro facilc perspicitur, si formac indicum 1,2, 3 etc. resp. sint 

(-«*, b',d), (a\ b", -d"), ( — a'", b", aT) ctc. 

indicibus im, 2m — 1, 2 m — 2, 2m — 3 etc. responsuras csse formas 

d, b, -1), (-*', b\ d), id", b", -d), (-d", b", d") etc. 

Hinc colligitur, si forma indicis m sit (A,B, C), eandem fore ( — C, B, — A), 
adeoque C= — A et p = BB-\- AA. Quare quivis numerus primus formae 
4»-J-l in duo quadrata decomponi potcst (quam propositionem supra, art. 182, 
e principiis prorsus diversis deduximus) , et ad talem decompositionem pervenire 
possumus per methodum simplicissimam et omnino uniformem, scilicet per evolu- 
tionem jieriodi formae reductae, cuius dcterminans est illc numcrus primus ct cu- 
ius terminus primus 1 , usque ad formam, cuius termini externi magnitudine sunt 
aequales, signis oppositi. Ita e.g. pro ^ = 233 habetur (1,15, — S), ( — 8,9,19), 
(19,10,-7), (—7,11,16), (16,5, —13), (—13,8,13), atque 233 = 64 + 169. 
Ceterum patct, A necessario fieri imparem (quoniam (A, B, — A) debet esse 

forma proprie primitiva) , et proin B parem Quum pro detcrminante po- 

sitivo p. qui est numerus primus fortnae 4 n -f- 1 . ctiam in ordine improprie pri- 
mitivo unica tantum classis anceps contineatur, perspicuum est, si g sit numerus 
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impar'proxime minor quam \ ! p, atquc p — gg = 4h, formas reductas impro- 
prie priraitivas (2,^, — 2h), (— 2,^,2 h) proprie acquivalerc , adcoque altcram 
in alterius periodo contentam esse. Hinc per ratiocinia praecedcntibus omnino 
similia concluditur , in periodo formae (2, g, — 2h) reperiri formam , cuius ter- 
mini externi magnitudine acquales sint, signa habcant opposita. ita ut disccrptio 
numeri p in duo quadrata etiam hinc pcti possit. Patct autcm , tcrminos cxtcr- 
nos huius formae fore pares, adeoque medium iniparcm; et quum constet, nume- 
rum primum unico tantum modo in duo quadrata decomponi posse, forma per 
hanc posteriorem methodum inventa erit vel [B, + A, — B) vel {—B, + A.B. 
Ita in exemplo nostro pro p — 223 habetur (2, 15, — -1), ( — 4,13,16), (1 6,3, —14;, 
— 14. 11, 8), (8, 13, —8), et 233 = 169 + 64 ut supra. 

DIORESSIO COXTIXEXS TRACTATUM DE FORMIS TERXARIIS. 

266. 

Hactcnus disquisitioncm nostram ad tales functioncs sccundi gradus rc- 
strinximus. quac duas indeterminatas implicant. ncquc opus fuit, dcnominatio- 
nem specialem ipsis tribuere. Sed manifesto hoc argumentum tamquam sectio- 
nem maxime particularcm disquisitionis gcncralissimae de functionibus algebraicis 
rationalibus integris homogeneis plurium indeterminatarum et plurium dimensionum 
considerare, talesque functiones secundum multitudinem dimensionum in formas 
secundi, tertii, quarti gradus etc. , secundum multitudinem iudeterminatarum au- 
tem in formas binarias. ternurias, quaternarias etc. commode distinguere possu- 
mus. Formac itaque, hactenus shuplicitcr sic dictac, vocabuntur formae bina- 
riae secundi gradus ; tales autem functioues ut 

Axx + 2 B xy -f- Cgg + 2 D xz + 2 Eg z -f- Fzz 

denotantibus .4, B, C, D, E, F integros datos) diccntur formae ternariae secundi 
gradus et sic porro. Proximc quidem Scctio praesens solis formis binarhs secundi 
gradusest dicata; scd quoniam complurcs vcritates ad has spectantes, eaeque pul- 
chcrrimac, adhuc supersunt, quarum fons proprius in thcoria formarum ternaria- 
rum secundi gradus est quaerendus, brevem ad hanc theoriam digrcssionem hic in- 
tercalamus , in qua ex primis cius clementis ea trademus , quac ad perfectionem 
theoriae formarum binariarum sunt nccessaria. quod gcometris acceptius fore spe- 
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ramus , quam si illas vel supprimeremus . vcl pcr mcthodos minus gcnuinas crue- 
remus. Kxoctiorem autcm dc hoc argumento gravissimo disquisitionem ad aliam 
occasionem nobis rescrvare debcmus, tum quod ipsius ubertas limites huius ope- 
ris iam nune longe egrederetur, tum quod spes est, luculcntis adhuc incremcntis 
cam in postcrum locupletatum iri. Formac vcro tum quaternariac. quinariae etc. 
secundi grndus, tum omncs supcriorum graduum hoc quidem loco ab instituto 
nostro pcnitus excluduntur *j , sufficiatque liunc campum vastissimum geometra- 
rum attcntioni commendavisse , in quo matcricm ingcntem vires suas exercendi. 
Arithmeticamque sublimiorcm cgregiis incrementis augendi invenient. 

267. 

Ad perspicuitatem nmltum proderit, inter tres indeterminatas, in formam 
ternariam ingredientes, simili modo ut in formis binariis, ordincm fixum stabi- 
lire, ita nt indeterminata prima, secunda et tertia ab inviccm distinguantur; in dis- 
IKmendis autcm singulis formae partibus hunc ordincm semper observabimus , ut 
primum locum obtineat ea pars quae quadratum indeterminatae primae implicat, 
in sequentibus eae quae implicant quadratum indetcrminatac sccundac, quadra- 
tum tertiac, productum duplum sccundae in tertiam, productum duplum. primae 
in tertiam, productum duplum primae in secundam deinceps sequantur; denique 
uumeros integros determinatos per quos haec quadrata ct producta dupla multi- 
plicata sunt, codem ordinc cotfficientem primum. secundum, tertittm, quartum. quin- 
tum, sextum vocabimus. Ita 

axx -(- a'x'x'-{- aY/+ 'lbx'x"-ir 2ft'xjT+ Wxx 

erit forma ternaria rite ordinata, cuius indetermiuata prima X, secunda x, ter- 
tia x", coefficiens primus a ctc, quartus b etc. Sed quoniam ad brcvitatem mul- 
tum conferct. si nou semper necesse est, indeterminatas fonnae ternariae pcr li- 
teras peculiares denotare , eandem formam , quutenus ad indeterminatas non re- 
spicimus , etiam hoc raodo 

s a, a', a" \ 
\b. b'. b" ) 

designabimus. 

*) l*roptcr hanc rationem forrone hinarine vel teniari«e *.r«nrfi e/radn* in «cquentibu» nemper »unt inU l- 
ligen.be. quotit» <lr t.libus formi» simpliciter loquemur. 



Digitized by Google 



Ponendo 



FOBMAE TEKNARIAE. 



30] 



hb — da = A. b'b' — aa"=A\ b"b" — ad = A" 
ab-bY = B, db'—bb" = B\ db"-bb' = B" 

oritur alia fomin 

/ A. A\ A" \ 
\B. B\ B") 

quam formne 

/ a, d, a"\ 

\b, v. b") • J 

adiunctam dicemus. Hinc rursus invcnitur, denotando brevitatis caussa numerum 

a b b -f- a'b'b' -f- a"b"b" — a da" — 2 bb'b" ]icr D 
BB — A'A"= aD, BB'—AA" = dD. B"B" — AA — a"D 
AB — B'B"= bD, A'B' — BB" -~ b'D. A"K — BB— b"D 

unde patet. formae F adiunctam cssc formam 

(a D , a'D . a"D \ 
bD, b'D. b"D) 

Numerum D, a cuius indole proprietates formae ternariae / imprimis pendent, 
determinantem huius fonnae vocabimus; hoc modo determinans formae F fit 
= DD, sive aequalis quadrato determinantis formac /. cui adiuncta est. 

Ita e. g. formac tcrnariae ; 2 !> l3 ' "; adiuncta cst ("""**• — )J' :. jitrius- 

• . — 1*11 21 i , — III. 133 

que determinans = J . 

Formae ternariae determinantis 0 ab investigatione sequente omnino exclu- 
dentur. quip])e quae, ut in formarum tcrnariarum theoria, alia ocrasione uberius 
tradenda. ostcndetur. specie tantum sunt ternariae. rcveraque binnriis aequi- 
pollentes. 

2GS. 

Si forma aliqua ternaria / determinantis D, euius indeterminatae sunt 
x.x.x" puta prima — x etc.) in formam temariam y detenninantis K enius 
indeterrninatae sunt jf.jf.d' .transmutatur per substitutionem talem 
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x = ag + tiy'+yg" 
*' = ajr + fy' + 7Y 

■*"= «>+tf>'H-yy 

ubi novem co^fficicntcs a , 6 etc. omnes supponuntur esse numeri intcgri , brevi- 
tatis caussa neglectis indeterminatis simpliciter dicemus. / transire in g per sub- 
stitutionem (S\ 

a, C 7 
a\ 6", 7' 
a, fT, f 

atque / implicare ipsam g, sive g sub f contmtam esse. Ex tali itaque suppo- 
sitione sponte sequuntur sex aequationes pro scx co€fficientibus in g, quas appo- 
nere non erit necessarium; hinc autcm pcr calculum facilem sequentes conclusio- 
nes evolvuntur: 

1. Designato brcvitatis caussa numero 

atiy+Gyar+yaW— 1 ^a li -ay6"-fia'f per k 

invenitur post debitas reductioncs i? — kkD, unde patct, D metiri ipsum E 
et quotientem esse quadratum. Patet itaque , numerum k pro transformationi- 
bus formarum tcrnariarum simile quid esse, ac numerum ccc* — 67 in art. 157 
pro transformationibus formarum binariarum, puta radicem quadratam ex quo- 
tiente dcterminantium , unde coniectare possemus, diversitatem signi ipsius A- 
etiam hic stabilirc difFcrcntiam cssentialem inter transformationcs atque implica- 
tiones proprias et improprias. Sed rem propius contemplando perspicuum est . / 
transirc in g etiam per hanc substitutionem 

— o, — 6\ —y 

-«'. -6*\ -7' 
-a, -fT, -7" 

pouendo autem in valore ipsius k pro a. —a. pro 6 , — 6 etc. prodibit — k. 
quarc hacc substitutio substitutioni S dissimilis forct, ct quaevis forma ternaria, 
aliam uno modo implicans , eandem etiam altero modo implicaret. Talis itaque 
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distinctio. quoniam in formis tcrnariis nullum usum habct, hic omnino pro- 
scribetur. 

II. Denotando per F, G fonnas ipsis /, g resp. adiunctas, determinan- 
tur cogfficicntes in F per coerficientes in /, coCfficicntcsque in G per valores 
coefficientium formae g ex aequationibus quas suppeditat substitutio 8 notos. 
Exprimendo cofifficientes formae / per literas , ex comparatione valorum coeffi- 
cientium formarum F, G nullo negotio confirmatur. F implicare formam G at- 
que in eam transmutari per substitutionem [S') 

gy_gy, /a-fa'. a'6"-a"6" 
tTy — 6" y ya — 7 a", a"6* — a 6"' 
67'— 6"y, ya—ya, a6" — a'6 

Calculum ipnum nullis difficultatibus obnoxium non adscribimus. 

III. Forma g per substitutionem [S") 

fff-rf, 6"y-GY, 6 r '-«' Y 
r ' a _ r V, r "a — ya", ya'—y'a 
a'6"— a"6\ a"6 - a6", a 6'- a'6 

manifesto in eandcm formam transrautatur, in quam / transit per haiu 

*. 0, 0 
0, k, 0 
0. 0, k 

sive in eam . quae oritur multiplicando singulos cogfficientes fortnae / per kk. 
Hanc formam dcsignabimus per /'. 

IV. Prorsus simili modo probatur, formam G per substitutionem [S m : 



a, a, a 
6\ 6\ 6" 
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transirein formam. quacoriturcx F, multiphcando sin^ilos cogfficientes per kk. 
Hanc fonnani exprimeinus per F . 

Substitutionem »S"™ oriri dicemus per transpo-iitionem substitutionis S; 
tunc manifcsto S rursus prodit cx transpositionc substitutionis S'"; atque S'. S" 
altera ex altcrius transpositione. _ - Substitutio S' commode appcllari potest 
siihstitutioni S adinncta. unde substitutioni <S"" adiuncta crit S". 

I 

269. 

Si non modo forma / implicat ipsam g, sed etiam haec illam, formae / g 
aequiealentes voeabuiitur. In hoo itaque ca.su non modo D ipsum E metietur, 
sed etiam E ipsum D , undc facile concluditur , essc deberc D — E. Vicc 
vcrsa autem, si forma / implicat formam g eiusdem determinantis, hae duae 
fonnae crunt aequivalentes. Erit cnim adhibendo eadem signa ut in art. praec. 
excipiendoquc casum ubi D = 0 ) k — + 1 , adeoquc fonna /'. in quam transit 
g per suhstitutionem S", cum / identica, sive / sub g contenta. Porro patct, 
in hoc casu etiam formas F, G, ipsius /, g adiunctas, inter se aequivalentes 
fore. jKistcriorcmquc in priorcm transirc pcr substitutioncm 6"". Dcnique vicc 
versa. si formae F, G acquivalcntcs cssc svpponuntur , atque prior transit in 
postcriorcm per substitutionem T, etiam formae /, g aequivalentes erunt, trans- 
ibitque / in g pcr substitutioncm ipsi T adiunctam, atque g in / pcr eam. 
quae oritur ex transpositionc substitutionis T. Nam pcr has duas substitutiones 
rcsp. transit forma ipsi F adiuncta in forinam ipsi G adiunctam atque haec in 
illam; hac duac formae autem oriuntur ex /, g multiplicando sintrulos cofffi- 
cieute.s |>cr D; unde nullo ncgotio concluditur. ]ier casdem substitutioncs transirc 
/ in g . atque g in / rcsp. 

270. 

Si forma ternaria / formam tcrnnriam /' implicat, atque hacc formnm /": 
unplicabit etiam / ipsani /*". Facillinie enim pcrspicictur . si transent 



/ in f pcr substitutionem 
« . f» . 1 



f in /" pcr substitutionem 

B, •, C 
8', ?', C 
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/ transmutatum iri pcr substitutionem 

«$+««'+ T 8" ae+oY+ye", aC+tfC+TC 
a' 0 + <?'£• «e + gV + 7 'e", a'C + «'£'+ 

a-a+g-g+y^", aY+UY+yV, a"C+fi"C'+7V 

In co itaque casu, ubi / acquivalct ipsi /', atque /' ipsi /", forma / ctiam 

formae /" aequivalcbit Ceterum sponte manifestum est, quomodo haec theo- 

remata atl plurcs formas sint applicanda. 

271. 

Hinc iam patct, omnes formas ternarias. perinde ac binaria-s, in classes 
distribui posse, refcrcndo ad classem eandem formas aequivalentes, non-aequiva- 
lcntes ad diversas. Formae itaquc dctcrminantium diversorum certo ad classes 
diversas pertinebunt, ct proin classes infinite multac formarum tcrnariarura da- 
buntur; formae autcm ternariae eiusdem determinantis modo minorem modo ma- 
iorem classium numerum efficiunt; quod vcro tamquam proprietas palmaris harum 
formarum est considcrandum , omnes formae eiusdem determinantis dati semper con- 
stituunt classium multitudinem fin i tam. Evolutioni uberiori huius gravissimi theo- 
rcmatis pracmitteuda est explicatio scquentis differentiae essentialis, quae inter 
formas ternarias obtinet. 

Quaedam formac ternariae ita sunt comparatae, ut pcr ipsas sinc discrimine 
repracsentari possint numcri positivi et negativi, e.g. forma xx-\-yy — zz, quam- 
obrem formae ind*finitae vocabuntur. Contra per alias numeri negativi reprae- 
sentari nequeunt, scd fpraeter cifram quae prodit, poncndo singulas indcterminatas 
= 0; positivi tantum , ut xx-\-yjf + z: , qxia.re formae positivae dicentur; dcni- 
que per alias numeri positivi repracsentari nequeunt, ut - jj-^-::, unde 
appellabuntur formae negativae; formae positivac et ncgativae nomine communi 
formae defnitae dicentur. Eccc jara criteria generalia , per quae haec formarum 
indoles discerni potcrit. 

Multipiicundo formam ternariam 

/ = a x x + a'x'x + aW+ 2 b x'x"+ 2 6'x x+ 2 b"x x 

39 
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dctcrminantis J) pcr a, denotandoque toeffieientes formac ipsi / adiunctac 
perinde ut in art. 267 per A, A\ A", B, B\ B", prodit 

(«r+jv+ibr)* — jrM+iBM—/cff = 9 

multiplicando denuo per A', provcnit 

A(ax+b"x + Vx"? — {Ax —Bx'?+aDxx = h 

Ilinc statim concluditur, si tum A tum aD sint numeri negativi, omnes valores 
ipsius h esse negativos, unde manifesto per fonnam / tales tantummodo numeri 
repraesentari potemnt, quorum signum oppositum est signo ipsius aA, i. e. iden- 
ticum cum signo ipsius a, sivc oppositum signo ipsius D. In hoc itaque casu / 
erit forma dcfinita, et quidem positiva vel negativa, prout a est positivus vel 
negativus. sive prout D est negativus vel positivus. 

Si vero vcl vtcrquc aD, A est positivus, vcl altcr positivus altcr ncgativus 
ncuter =0), facile perspieietur , h per debitam quautitatum ,r, x', .r" dctermi- 
nationem valores tum positivos tum negativos nancisci posse. Quare in hoc casu 
/ valores tum codciu signo affcctos ut aA tum opposito obtinerc potcrit, eritquc 
adeo forma indelinita. 

Pro eo casu , ubi A — 0 , neque vero a = 0 , fit 

g («r+lW+iV )*-x\A"x — %Bx") 

Tribuendo ipsi x valorem arbitrarium qui tamcn non = 0) , accipiendoquc ,r" 
ita ut , iJf — x signum ldcm obtincat ut Bx (quod fieri posse facile perspicitur, 
quum B nequeat esse ^-0, hinc enim foret BB — A'A" — aD = 0 , adeoque 
ctiam 7)^=0, quem casum excludimus; , erit x'{A"x — 2B,v) quantitas positiva, 
undc facilc patct, x ita detcrminari possc, ut g obtineat valorem negativum. 
Mauifesto hi valores etiam ita accipi poterunt, ut, si desideretur, omnes sint 
integri. Denique patet, si ipsis jc', x" valores quicunque tribuantur. ipsura x 
tam magnum accipi posse, ut g fiat positivus. Iiinc concluditur. in hoc casu 
forinam / esse indefinitam. 
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Denique si a ~ o , erit 

/ = axx'+ 2 bxx + «V/+ 2 >f f AV 4- ftV 1 

Accipicndo itaque .r, .1" ad lubitum, ita tnincn ut b"x' + b'x" non sit — 0 'quod 
manifesto fieri poterit, nisi simul b' et b" sint —0; tune autein foret D — 0), 
nullo negotio j>erspicitur , _r ita deterininari possc, ut / obtincat valores tuni 
positivos. tum negativos. Quare etiam in hocce cnsu / erit forma indefinita. 

Eodcin modo, ut hic ex numcris aD, A' indolem formae / diiudicavimus. 
etiam aJ) et A" adhiberi possunt, ita ut / sit forma definita, si tum aD tum 
/1" sit negativus; indefinita in omnibus reliquis cnsibus. Ncc non prorsus simili 
modo ei<iein fini inservire potest consideratio nuincrorum a'D et A, vel horum 
a'D et .4", vel liorum a'D ct A , vel dcniquc ipsorum a"D et A\ 

Ex his oinnibus colligitur. in forma dcfiuita sex numcros .1, .1', A", 
aD, a'D, a"D cs.se negativos, ct quidem in forma jiositiva a. a, a" erunt positivi, 
D negntivus; in negativa autem a.a.a" crunt ncgativi, D jiositivus. Ilinc 
jiatet. omnes fonuas ternarias deteriuiuantis dati positivi distribui in ncgativas 
ct indcfinitas; omnes autcm dctcrminantis negativi in positivas ct indcfinitas; 
deniquc formas positivas dctcrminantis j>ositivi , seu negativas determinantis ne- 
gativi omnino non dari. _ _ Indidem facile jierspicitur, formae dcfinitae scmjier 
adiunctaui csse definitam et quidcm nryatiram, indefiuitac indcfinitam. 

Quum omncs numeri pcr formam tcrnariam datam repraesentabiles. mani- 
festO etiam per omncs formas huic acquivalentcs rcpraescntari possint: formae 
ternariae in cadcm clnt.se conteutae vel onines erunt indefinitae. vel omnes jxisiti- 
vae, vel oinnes ncgativae. Quamobrem has formaruin dcnomiiiationes etiain ad 
classes integrns transfcrre licebit. 

27 2. 

Theorcma in art. praec. proj>osituui . quod omnes formae ternariac deter- 
minantis dati in multitudincm Jinitam classium distribuuntur , per metliodum ei 
(jua in formis biuariis usi sumus analogam tractnbimus , scilicet ostendendo, 
primo, quo jiacto quacvis forma temaria ad formam simpliciorem reduci possit, 
dein. formarum sini|.licissiiuaruin (ad quas per talcs reductioncs jierveniatur 
multitudinem pro quovis determinante dato esse finitain. Sujqionaiuus generali- 

31)* 
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tcr, propositaro csse formarii ternariam / = (•■ determinantis D a cifrn 

diversi) . quae per substitutionern (S) 

a, 6. 7 

a, 6", y 

a , 6 , y 

transeat in acquivalentcra g = ("• J^JjTji vcrsabiturque negotium nostrum in 
co, ut a, 6, y etc. ita definiantur, ut forma ^ simplicior cvadat quam /. Sint 
formae ipsis / g adiunttae resp. (£■ , (j£ *£] • q«ac designentur per 

P, <7. Tunc per art. 269 i* 1 transibit in G pcr substitutionem ipsi S adiunc- 
tam , G autem in F pcr substitutionem ex transpositionc ipsius S oriundam. 
Numerum 

a 6"/ + a'6"7 + «"67' - a"6y - a 67* - «'67" 

qui esse debcbit vel = + I vel = — 1 , denotabimus per k. Quibus ita factis 
observamus 

■ 

I. Si fiat 7 = 0, y = 0, ot" = 0. 6" = 0, 7" = L, fore 

m^(i«a+2l"tta+ aaa, m = a 6 6" + 2 6"6 6" + a'6"6\ m" = a" 
n=i(T+i'6. «' = 6a'+fc'a. »" = a a6 , + 6"(a6"+ 6*a') + a'a'o" 

rraeterea esse dcbcbit a6" — 6a' vel = +1 vcl = — 1. Ilinc manifestum est, 
formam binariam (a, b", a), cuius determinans est A", transmutari pcr substitu- 
tiouem a, 6, a, 6' in formam binariam, (m, n", m) determinantis 3/", ct proin 
ipsi aequivalerc proptcr a6~ — 6a' = + 1 , undc erit 3/" = A", quod etiam di- 
rectc facilc confirmatur. Nisi itaque (a, b", a) iam est forma simplicissima in 
classe sua. ipsos a, 6, a, 6' ita dctcrminare lieebit, ut (m, n", m) sit forma sim- 
plicior; et quidcm c thcoria aequivalcntiac formarum binariarum facile concludi- 
tur, hoc ita ficri posse, ut m uon sit maior quam \i — | A", si A" fuerit negati- 
vus, vel non maior quam \A", si A" fuerit positivus, vel wj — 0, si A" = 0 , ita 
ut in omnibu.s casibus valor 'absolutus; ipsius m ccrte vel infra vel saltem usquc 
ad y + } A" deprimi possit. Hoc itaque modo forma / ad aliam reducitur coef- 
ficientein primum. si fieri potcst, minorem habentem, et cuius forma adiuncta 
coe*fficientem tcrtium eundem hahet ut forma F ipsi / adiuncta. In hoc cousistit 
reductio prima. 
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II. Si vero fit a = V, 6=0. 7 = 0, 0 = 0. a' = 0. erit 
k = 6'y" — 6"y' = + 1 ; substitutio itaque ipsi S adiuncta crit 

±1, 0, 0 

0. y, -6" 
0, -y, 6' 

per quam F transibit in G. Habebitur itaque 

m = o, n' = i'y" + 6"y', n = 6'6" + i"6" 
»»' = aW+^idV+aW 

m" = a' r y+26 Y y+«" T y 

„ = o'5" r '+ft(6y+ r '(J") + a"o w f 

3/' = A~fy" — 2 £ yy + a"yy 

N = _^ , 6-y''+J5(6"7'+y'6' , ) — / i-6y 
M" = ^'6"6" — 2 2* 6'6" + 

Hinc patet. formam binariam (A", B, A'), cuius determinans est Da, transire 
per substitutioncm 6, — y\ — 6", y" in formam (M", N, M') dcterminantis Dm, 
adeoque (propter 6'y" — y'6" = +1, vel propter Da — Dm) ipsi aequivalere. 
Nisi itaque (.4", B, A") iam est forma simplicissima classis suae, coiiflicientes 
6", y\ 6", y" ita dctcrminari poterunt, ut [M m , N, M') sit simplicior, et quidem 
hoc semper poterit fieri ita, ut M" sine respectu signi non sit maior quam 
\J+\Da. Hoc itaque modo forma / rcducitur ad aliam coerncientem primum 
eundem habcntcm , sed cuius forma adiuncta coefriciontem tertium si fieri potest 
minorem habeat quam forma F ipsi / adiuneta. In hoc consistit reduetio 
secunda. 

IIL Si itaque / est forma tcrnaria, ad quam neque rcductio prima neque 
.secunda est applicabilis . »'. e. quac per neutram in formam simpliciorem trans- 
mutari potest: necessario crit tum aa < vel =^.4", tum A"A" < vel = »>aD 
sine respectu signi. Hinc a' erit < vel = «,« A"A", adcoquc a*< vel = l)aD, 
a*< vel = |4 i>, et a < vel = J y/D ; hinc rursus A"A" < vel = y v^* atque 
-4"< vel = l$D*. Quamobrcm quamdiu a vel A" hos limitcs adhuc superant, 
ifecessario una aut altera reductionum praecedentium ad formam / applicari 
poterit Coterum haec conclusio non est convertenda, quum utique saepius 
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arciclat, ut forma tornaria, cuitts eoefficiens primus, atque coefficiens tertius for- 
mae adiunctac iam sunt infra illos limites, nihiloininus per unam alteramve re- 
ductioncm adhuc simplicior reddi possit. 

IV. Quodsi vero ud formum ternariatn quamcunque datain determinantis 
D alteruis vicihus rcductio prima et secunda applicantur, i. e. ad ipsam prima 
vcl secunda. ad eam quae hinc resultut secunda vcl prima, ad cam quae hinc 
provcnit iterurii prima vcl secunda etc. , tnanifestum est, tandetu necessario ad 
formam pervcntum iri, ad quam neutra amplius applicari possit. Quutn enim 
magnitudo absoluta tum cocfficientium primorum formarum hoc modo prodeun- 
tium, tutn cocfficientium tertioruni forniarum illis adiunctarum continuo # altcrnis 
vicibus eadom maneat atquc dccrcscat, hic progressus ncccssario tandem alicuhi 
finictur. quia alioquin duae series infinitac numcrorum continuo dccrcsccntium 
haberentur. Hinc iatn nacti sumtis cgregium theorema: Quaevis forma temaria 
dfterminantis D reduci potest ad aliam aequivalentem . cuius coifficicns jirimus nun 
sit maior quam \ \D , utque coefficiens tertius formac ijisi adiunctac non maior quam 
| v D~ sine resjiectu siyni , siquidem forma jirojiosita his jirojirietatibus ijisa uoiidum 
est jiraedita. Ceterum looo cocfficientis primi formae f atque tertii formae 
ipsi f ndiunctae prorsus simili modo tractare potuissemus vcl coefficicntem pri- 
mum formae ipsius et secundum adiunctue; vcl secundum formae ipsitts ct pri- 
mum vel tcrtium adiunctae; vcl tertium formac ipsius et primum vel secundum 
adiunctae. quihus viis pcrinde ad finem uohis propositum pervcnircmus : sed c 
rc est , mcthodo uni constanter adliacrerc. quo facilius operationes huc jwrti- 
nentes ad algorithmum fixuin rcduci possint. Dcnique ohservamus, duohus 
coefficicntibus, quos infra limites fixos deprimere docuimus. limites adhuc minoro 
constitui ptis.se, si formae definitae ah indefinitis separentur; hoc vero ad institu- 
tum praescns non est neccssarium. 

27 :\. 

Eoce iam quaedam exempla, per quae praeccpta praecedentia magis illu- 
strabuntur. 



19, non acquivalet, reductio prima hic non est applicahilis ; forma binaria 
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(A", B, A) — ( — 39S. 257, — 166) autem pcr thcoriam acquivalcntiae formarum 
binariarum in simplieiorem acqnivalentcm ( — 2, I, —10 transmutabilis invcnitur, 
in quam transit pcr substitutionem 2, 7, 3, 1 1 . Faciendo itaquc b*'— 2, y — — 7. 
&*" — — 3, y" = 1 1 , applicandu crit ad formam /substitutio j'.' — "j per 
quam invcnitur tnuisire in hanc { ,7 *1) Coefticicns tcrtius 

1 * — 1J'I», 31)1, — *> ^ ■ ^ 

formac, huic adiunetae, est — 2. quo respeetu f simplicior est censenda quam / 
Ad formam /' applieari potc>t rcductio prima. Sciliect qtinm forma bina- 
ria (19,-82,354) transmutctur in '1,0,2) per substitutionem 13, 4, :!. I: 
applicanda crit ad formam /' substitutio j ' a'. i.'o| pcr quam transit iu hanc 

i«, • ' • • J • 

Ad formam /", cui adiuncta cst (~^J£ iTu^' dcnuo «pphcari potest 

rednctio sccunda. Scilicct { — 2, —95, — -1513) transit pcr substitutioiiem 
47, 1, — 1, 0 iu i — 1, I, — 2 ): quaniobrcm ad /" applicanda erit suhstitutio 
|«!i*>— 1| per quam transit in ,'}•••/"'• Huius coefficiens primus per 

rcductionem primam ampUus diminui non potest, neque formae, ipsi adiunctae. 
tertius per secundam. 



Proposita sit forma 
rmiuans — 2. 1 1 ic 
rcductioncm sccundain ct primam 



x»."- 1 ) .../, cui adiuncta cst (- 3 .- 10 - 
et cuius deterininans — 2. Ilic successive rcpcriuntur, applicando altematim 



substitutiones 


per quas transit 


in 




[I. o. 0 i 

t. -1. • 
1 •■ i. — i ! 


/ 


/ •». », 

' -1. », -1 ' 


=/ 


I». t. l) 


/' 




=/• 


( 1 . 0. 0 1 

jo.— i. 0} 
( u. t. — 1 J 


r 


(JtSJ 


=r 


|t. • . • ! 
lo. ». l! 


r 


ls-s:> 


=/- 



Forma /"" pcr rcductioncm primam vcl sccuudam ultcrius deprimi nequit. 



274. 



Quandt 



ma tcrnaria habctur, cuiu.s coefficiens prirnus, atquc formae ad- 
iunctae tertius, quantum fieri potest pcr methodos pracccdentes sunt dcpressi: 
methodus sequens rcductioncm ultcriorcm suppcditat. 
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Adhibendo signa eadem ut in art. 27 2, et ponendo a = 1, a = 0, 6"= 1, 
a"= 0. o"'= 0. y" — 1 , »'. e. adhibendo substitutionem 

1. tf, y 
0, 1, T ' 
0, 0, 1 

rrit 

m = a, m=a-\-2b"6 + at}$, m" = a+ 2by+2b'y-\-ayy-\-2b"iy'-\-a'yy 
n = b + ay+VG + riy + Gy^ + aGy, n' = f+a 7+6*/. «"= &" + a6 

praeterea 

Jlf" = 4". N=B- A~y, N' = B- Nt-A'y 

Per talem itaque substitutionem coefficientes a , A", qui per reductiones praece- 
dentes diminuti sunt, non mutantur; quamobrem negotium in eo versatur, ut 
per idoneam determinationem ipsorum 6\ y, y depressioncs in coSfficientibus 
rcliquis obtineantur. Ad hunc finem observamus primo, si fuerit A" = 0, sup- 
poni possc , cssc ctiam a = 0 ; si enim a non — 0 , reductio prima adhuc se- 
mel applicabilis foret, quum cuivis formae binariae determinantis 0 aequivaleat 
forma talis (0, 0, h), sive cuius terminus primus =0 (V. art. 215). Prorsus 
simili ratione supponere licct, cssc etiam A" =■ 0 , si fuerit a = 0, ita ut vel 
neuter numerorum a , A" sit 0 vel uterque. 

In casu priori manifestum est, ipsos 6, y, 7' ita determinari posse. ut sine 
respectu signi n", N N resp. non sint maiores quam }a, \A", \A". Ita in 
exemplo primo art. praec. transibit forma postrcma (j* 2 "* cui adiuncta est 
(*" M JjJ7j ^j)' P er substitutionem jj;~'?; 1*1 in hanc (J« J' J) . . •/"", cui 
adiuncta est ( "'• — ?). 

In casu posteriori, ubi a = A" = 0 , adeoque etiam b" = 0 erit 

M — 0, m = a\ m = a" -f- 2 b y + 2 b'y + a'yY 
„ = fc-f aY+6'6, n'=b'. n'=0 

Krit itaquc 

D ^ a'b'b' = m'n'n 

j>crspicieturquc facile , 6 ct y ita determinari possc . ut n tiat acqualis residuo 
absolutc minimo ipsius b secundum inodulum, qui est divisor communis maximus 



« 
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ipsorum d, b', i. e. ut n fiat non maior quam semissis huius divisoris sine re- 
spectu signi, adeoque n = 0, quoties a. b' inter se sunt primi. Ipsis 6\ y 
in hunc modum detcrminatis . valor ipsius y ita accipi poterit, ut m" non sit 
maior quam b' sine respectu signi; hoc quidcm impossibile esset, quando i'= 0; 
tunc vero foret D — 0, quem casum exclusimus. Ita fit pro forma postrema in 
ex. 2 art. praec. n = — 2 — 6* -|- 2 y', unde statuendo 6* = — 2 , y = 0 , fit 
n = 0, porro m" = 2 — 2y. et ponendo y = 1 , m" — 0. Habemus itaque 
substitutionem [ J \ ~J | i I per quam forma illa transit in (•• "•')... f m . 

275. 

Si habetur series formarum ternariarum aequivalentium /. /', /"* etc., 
atquc transformationcs cuiusvis harum formarum in sequentem : ex transforma- 
tionibus formae / in /', formaeque /' in /" per art. 270 deducitur transformatio 
formae / in /*; ex hac atque transf. formae /" in f sequitur transf. formae / 
in f* etc, manifestoque hoc pacto transformatio formae / in quamcunque aliam 
seriei inveniri poterit. Et quum cx transformatione formae / in quamcunque 
aliam aequivalentem g deduci possit transformatio formae g in / (S" ex S 
artt. 268, 269), hoc modo erui poterit transformatio cuiuslibet formae seriei 

f, f etc. in primam /. lta pro formis exempli primi art. praec. inveniuntur 

substitutiones 

11, 4, • I 13, 1 »8, — 4 I IX, — 20, 14 
4, 2, — 7 4, »t, —1 «, — », : 

— », — 1, II j — — IS4, » j — », 14) — II 

per quas / transit in f,f,f resp., et ex subst. ultima haec Jj.' tilj per 
quam /"" transit in /. Simili modo pro ex. 2 art. praec. prodeunt substitutiones 



i, -i. i 

-J, 4, -» 
10, -14. II 



1, — J. -1 
», 1. » 
I, «, I 



per quas resp. transit forma (*J"J ») in (J- _J» J), atque haec in illam 

27 6. 

Theobema. Classium , in quas omnes formae ternariae determinantis dati dis- 
tribuuntur. multitudo semper est finita. 
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Dem. I. Multitudo omnium formarum */ J„) determinantis dati D, in 
quibus a = 0 , b" = 0 , 6 non maior quam semissis divisoris comm. max. nume- 
rorum a, b'; a" non maior quam V, manifesto est finita. Quoniam enim cssc 
del>et a'b'b' = D, pro b' alii valores accipi nequcunt. quam -f-1 , — 1 atque 
radices quadratorum ipsum D meticntium fsi quae alia praeter 1 dantur} signo 
positivo et ncgativo affectae, quorum valorum multitudo finita est. Pro singulis 
autem valoribus ipsius b' valor ipsius d est determinatus. ipsorumquc b. a" va- 
lores manifesto limitantur ad multitudincm finitam. 

II. Simili modo finita est multitudo omnium formarum [_*«*_») determi- 
nantis D, in quibus a non —0, neque maior quam + b"b" — ad = A" 
non =0 neque maior quam \\^D*; b" non maior quam \a; ab — b'b" ~ B et 
db' — bb" = B' non maiores quam } .4". Nam multitudo omnium combinationum 
valorem ipsorum a, b", A", B, B' finita erit; bis vero singubs dcterminatis, ctiam 
formae eoefficientes reliqui d. b, b\ a", coefhcientesque formae adiunctae 

4 b - da" = A , VV -aa" = A, d'b" -bb' = B 
determinati erunt pcr acquationes hasce : 

i"4" — A" ., BB-al) . B-X — aD ™ _ Bff + b"!) 

a = — — , ;l = — _p — , A. — — _p — , jf = — -p— 

, __ AB-BB _ _Ba+B'b" ., __ A'V — BBT __ _ Bb" + Va 

0— u -— a" ~ ' °— D — 2* 

VV—Jt bb-A bb+B" 
a = — - =" a' = — F— 

lam quuui otiines illae formae obtineantur, eligendo c cunctis combinationibus 
valorum ipsorum a, V, A" , B, B' eas, e quibus etiam d, a", b. V valores inkgros 
nanciscuntur , illarum multitudo manifcsto crit finita. 

III. Cunctae itaque formae iu 1 et II multitudincm finitam classium con- 
stituunt, quae etiam formarum ipsarum multitudine minor essc poterit, si quae 
ex ipsis inter se sunt aequivalentes. Iam quum per disquisitiones praecedentes 
quaevis forma ternaria dctcrminautis D alicui cx illis formis necessario aequiva- 
leat. t. e. ad aliquam e classibus, quas liae formae constituunt, pertineat : bae 
classes omnes formas det. D complectentur , i. e. omnes formae teruariae det. D 
in multitudinem finitam classium distribuentur. Q. E. D. 
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277. 

Kegulae, per quas omnes formae in I et II art. praec. erui possunt, ex 
ipsamm explicatione sponte defluunt; quare suflieiet quaedam exempla apposuisse. 
Pro Z) _= 1 , formae I hae scx (per ambiguitatein signorum) prodeunt 

(0, l,0\ ft, I, ±t) 

iu formis 11 a ct A" alios valores quam -}- 1 et — 1 habcrc nequeunt, pro sin- 
gulis quatuor combinationmn hiuc oriundarum b", B et B' poni debent — 0, 
unde emergunt quatuor formae 

[ «, », »'• \ •,».•'• u > tii i t > 

Simili modo pro D -_ — 1 sex formae I quatuorque II habcntur, 

Pro D = 2 sex formae I proveniunt 

ft, l, o\ , o, l, + i\ 

<■•, +t, •'• 'o, +i, •' 

octoque formae II 

/i, — / — i, i, j/ /i,i,— J\ f— i,-i, -J\ 

/I, — 1, l\' f-I.J, 1\ f I, J, —I \ (-1, — J,— 1\ 

Ceterum multitudo classium ex his formis in his tribus casibus prodeuntium 
formarum multitudine multo minor cst. Scilicet facile confirmatur 

I. Formam ('•'••) transire in 

fo, i, «\ /•. I, l) f«, i, -i\ rt, i, — n 
'«, — i, •'• v». ±t, •'• o. +i, • >' ■•. •. o' 

resp. per substitutiones 



t, «, • 

«. i, » 
•, •. —i 



», 0, 1 

». I, —I 

±1. 1, o 



», «. i 

O, I, I 

±1.-1,-1 



I, •, -1 
t. i. -I 
». -1, 1 



formam (*« '• autem in ('• -■• 'V [-»• l ) per solam indetcrminatarum per- 
mutationem. Quarc illae decem formae teruariae det. 1 ad has duas reducuntur 

40« 
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(•'. \',V' • "•' ~~ P ro P rio "- si magis arridet, etiam haec ({*J*J) acripi 
potest. Quum forma prior indeftnita sit. posterior definita, manifestum est, quam- 
vis formam tcrnariam indefinitam det. 1 aequivalerc formae xx-\-2yz. quamvis 
deiinitam huic — xx — — zz . 

II. Prorsus simili modo invenitur, quamlibet formam ternariam indefini- 
tam determinantis —I aequivalcrc formae — xx-\-2yz, quamlibet definitam 
huic xx-\-yy-\-zz. 

III. Pro determinante 2 ex octo formis (II) statim reiici possunt secuuda, 
sexta et septima, quippe quae ex prima per solam indeterminatarum permutatio- 
nem oriuntur, similique ratione etiam quinta quae e tertia, et octava quae e 
quarta perinde proveniunt; tres reliquae cum scx formis 1, tres classes consti- 
tuunt; scilicet (*• '• °) transit in (•• *• °) pcr substitutionem {i: ?! *j formaquc 

•' 0 •, — I, o (»,•. — l) 

/i. «. -i) i n 

1 ' 

, 0, 1, l\ 1«, 1, IN /•, 1, — 1\ /0, 1,-1, ,1,-1,1 

resp. pcr substitutioncs 



i, •, i I i, o, —i 

I. *. • «. 2. • 
I, I, 0 ] I, I, 0 



I, 0, 0 I, 0, 0 

1. 1, -l I 1,1,1 
t, i, -i ! i, 1. 1 



I, t, 0 

», 1, 1 

0. I, I 



Quaevis itaquc forma ternaria detenninantis 2 ad uliquam ex his tribus cxt redu- 
cibilis 

(•,*,«> fi, i,— *\ ( -i,-i,-i) 

'9, i, t> ' », 0" ^ 0, 9, 

loco primae, si magis placet, etiam (*• *» *) accipi potest. Mauifesto autem quaevis 
forma ternaria definita nccessario aequivalebit tertiae — xx— yy — 2zz, quuiu 
duae priores sint iudefinitae; quaevis indefinita primae vcl sccundae, et quidem 
primae 2x^+2^;, si ipsius coPfficiens primus, secundus et tertius simul sunt 
pares (quoniam facilc pcrspicitur, talcm formam per substitutionem quamcunque 
in similem formam transire , adeoquc formac secundac acquivalere nou posse | . 
secuudae xx-\-yy — 2zz autem, si ipsius cogfficiens prituus, secundus et ter- 
tius non simul pares sunt, scd unus, duo omnesve impares i in talem enim for- 
mam ex simili ratione forma prima 2xx-\- 2yz per nuliam substitutionem trans- 
formabilis esse poterit). 
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Quod igitur in exemplis artt.273. 274 cvenit. ut forma definita [JJ }!*••) 
determinantis —1 ad hanc xx+yy + zz. atquc forma indefinita ('••"• * dcter- 
minantis 2 ad 2xx — 2yz sive (quod eodem redit) ad 2xx+2yz reduceretur. 
per disquisitiones praecedeiites a priori praevideri potuissct. 

278. 

Per formam ternariam , cuius indeterminatae sunt x, x. x", repraesentantur 
tum numeri, tribuendo ipsis x, x, x" valores determinatos . tum formac binariae 
per huiusmodi substitutiones 

x = mt->r nu, x' = m't+n'u, x" — m"t-\-n"u 

designantibus m. n, m etc. numeros dcterminatos; t. u indeterminatas formae 
repraesentatae. Ad theoriam itaque complctam formarum temariarum rcquire- 
retur solutio sequentium problematum: I. Invenire omnes repraesentationes 
numeri dati per formam ternariam datam. II. Invenire omnes repraesentationes 
formae binariac datae per ternariam datam. III. Diiudicare, utrum duae formae 
ternariae datae eiusdem detcrminantis aequivalentes sint, necne, et in casu priori 
omnes transformationes alterius in alteram invenire. IV. Diiudicare. utrum 
forma ternaria data aliam datam determinantis maioris implicet, necne. et in 
casu pridri omnes transformatioucs illius in hanc assignare. De quibus proble- 
matibus longe difficilioribus quam analoga in formis binariis alio loco pluribus 
agemus : hic disquisitioncm nostram restringimus ad ostcndendum . quomodo 
problema primum ad secundum secundumque ad tertium reduci possit; tertium 
vero pro casibus quibusdam simplicissimis formarumque binariarum theoriam im- 
primis illustrantibus solvere docebimus; quartum hic omnino cxcludemus. 

i 

279. 

Lkmma. Propositis tribus numeris integris quibuseunque a, d, a" {ffui tamen 
non omnes simul = 0) : invenire sex alios B, B', B". C, C, C" ita cotnparatos ut fiat 

B'C"-B"C = a, B"C-BC" = a". BC-BC = a" 



Sol. Sit a div. comm. max. ipsorum a. a', a", accipianturque intcgri 
A, A', A" itautfiat 

Aa + Aa'+A'a" = a 



318 DE FORM18 &ECUNDI 01UDU8. 

Porro accipiantur trcs integri 6, G" ad lubitum ea sola conditione, ut tres 
numeri S\4"— <TA\ G\4 — <SX, ZA'—d'A, quos resp. per b.b'.b" ipsorumque 
divisorem communem maximum pcr dcsignabimus, non fiant simul = 0. Tunc 
ponatur 

a 'b"—a"b' = a*C, a"b — ab" = aH,C, ab'-ab = aHC" 

patetque. ipsos C, C. C fore integros. Deuique accipiendo integros ©. 3J'. 
ita ut fiat 

m+m+m- = 6 

ponendo 

8« + »'a'+©V = A 

» 

et statuendo 

B = a% — AA, & = aff—kA\ B" = aW — hA" 
hi valores ipsorum B, B, B", C, C, C" aequationibus praescriptis satisfacient. 

Invenitur enim 

aB+a'B'+a"B" — 0 
h A + b'A+ b"A" = 0 unde b B + b'B'+ b"B" = a 6* 

Iam ex valoribus ipsorum C, C" fit 

aHiB'C"-B"C) = ab'B'-a'bB'-a"bB"+ab"B- 

= aibB + b'B+b"B")-b(aB + a'B'+a"B") = *6*a 

adeoquc B'C"—B"C = a, similique modo invenitur B"C — BC" = a', 
BC —B C = a". Q. E. F. — Ceterum analysis per quam haec solutio inventa 
est, nec non mcthodus ex una solutione omnes invcniendi, hic sunt suppri- 
mendae. 

2S0. 

Supponamua , formam binariam 

att + 2btu + cuu . . . 'f 
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cuius determinans — D , repraesentari per formam temariam /. cuius indetcr- 
minatac x, x. x". poneudo 

x mt-\-nu, x" — m't+riu, x" = nft+nu 

ipsique / adiunctam esse formam F , cuius indctcrminatae X, X'. X". Tunc 
per calculum facilc confirmatur (dcsignando coPfficientes formarum /, F per lite- 
ras peeuliares) sive etiam ex art. 2GS. II. protinus deducitur, nunierum D reprae- 
sentari per F ponendo 

X — trin" — triri, X' — trin — mn", X" — mri — trin 

quae repraesentatio numeri D repraescntationi formae y per f adiunctti com- 
modc dici potcst. Si valorcs ipsarum X, X', X" divisorem communcm non 
habent, brevitatis caussa hanc repraesentationem ipsius D propriam vocabimus. 
sin secus, itnpropriam, easdem denominationcs etiam repraescntationi formae f f 
l>er /, cui illa repraes. ipsius D adiuncta est, tribuernus. Iam inventio omnium 
repraesentationum propriarum uumeri D per formam F sequentibus momentis 
innititur: 

I. Nulla repracscntatio ipsius D per F datur, quac non ex aliqua rcprae- 
sentatioue alicuius formae detenninantis D per formam / deduci possit. t. e. tali 
rcpraesentationi adiuncta sit. 

Sit euim repraesentatio quaecunque ipsius D per /'' haec: X L. 
X' — L', X" = L"; accipiantur per lemma art. praec. m, m. m". n. ri, n" ita 
ut fiat 

»V-»V=_ L, m"n-mri L\ mri-trin L 

transeatquc / per substitutioncm 

x — mt + nu, = »'f-f- «'*,. V = m"t-\-ri'u 

in formam binariam f = att+2btu-{-cuu. Tunc facile perspicictur , D fore 
determinantcm formac <p ipsiusquc repraesentationi pcr / rcprae. entationem pro- 
positam ipsius D per F adiunctam. 

Ex. Sit fs=z xx-\-.c'x'-\-x"x", adeoque F — XX — X'X' — X"X": 
D —2110; ipsiusquc rcpraesentatio per F haec X = 1, X' — 8. X" _ 12; 



320 



DE FORMI8 8ECUND1 GRADUS. 



hinc inveniuntur valores ipsorum m, m\ m", n, ri, n" hi — 20, 1, 1 , — 12, 0, I 
resp., atque <p = 402 t r + 482 tu + 1 45 uu . 

II. Si <p, x sunt formae biuariae proprie aequivalentes , quaevis reprae- 
sentatio ipsius D per /•' alicui repraesentationi formae cp per / adiuncta, etiam 
alicui repraesentatioui formae y per / adiuncta erit. 

Sint p, q indeterminatae formae x< transeat <p in x per substitutionem 
propriam t - — ap-\-$q, u — yp-^-Sq, sitque aliqua repraesentatio formae <p 
per / haec 

x - m/+n«. i/ = «iV+n'«, x = m"f+n"u...(fl) 
Tunc nullo negotio perspicitur, si ponatur 

am-\-yn—g, am'-\-yri = g', ctm"+ yn = g" 
tjm + fln = A, tjm+cV — A', t5m"+o"n" ^ A" 

formam x repraesentatum iri per / statuendo 

x = gp + hq, x^gp + Kq, x" = g"p-\-h"q . . ,(R') 

calculoque facto invenitur (propter aS — €y = 1) esse 

gh"-g"h' = mri—mri, g"h-gh" = m"n — mn. gh'-g'h mri—trin 

i. e. repraesentationibus R , R' eadem repraesentatio ipsius D per F adiuncta est. 

Ita in e.x. praec. formae <p aequivalere invenitur x — • tpp — 1 0pq-\- Xbqq, 
in quam illa transit per substitutionem propriam t — 3p-\-q, u = bp — 2q; 
hinc invenitur repraescntatio formae jj per / hacc j — 4^, x — : — 3p-\-q, 
x" = tp — q, ex qua eadetn numeri — 209 repraesentatio deducitur, a qua pro- 
fecti eramus. 

III. Denique si duae formae binariae <p , y determinantis D, quarum in- 
determinatae sunt t, u; /'.</, per / reprae.>entari possunt, alicuique repraesen- 
tationi unius eadem reprae.sentatio propria ipsius D per F adiuncta est, atque 
alicui repraescntationi alterius, illae formae nccessario erunt proprie aequivalen- 
tes. Supponamus <p repraesentari per / ponendo 

x -mt-\-nu, x' m't-\-riu, x" ----- m"t-\-nu 
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X vero statuendo 

r ~9P-\~hq, x' —9'p+h'q, x" — 9"p + h"q 

atquc esse 

mn — triri gh"-g"h' L 
mn-mn" -,g"h-gh" = L 
mri- mn gh—gh- U 

Accipiantur integri /,/'./" ita ut fiat Ll+L'1+LT l, ponaturquc 

nT—nT — M, nl-nl" = M, nl'-ril = M" 
r»"— /V= N, r«— i»"=2V, lm'-l'm=N" 

dcniquc statuatur 

g M + g'M+g"M" = a, hM+ h'M+ h"M" G 
g N +g'N+g"N" = 7, hN + h'N'+ h"N" = £ 

Hinc facile deducitur 

am + y» = g-^gL+jE+fU) = y 
0'm + cn = *— l{kL+k'L'+h'L t ) = h 

sinnliquc modo 

am+yri—g', f>m'+ln' = k'. am"+yn"=g", &m"+£n" — h" 

Hinc patct. mt + nu, mt + riu, m"t + n"u trausire per substitutioncm 

t = ap + Gq, u = yp + Sq ...(«) 

in gp + hq, g'p + h'q, g"p + h"q rcsp. . undc manifestum est, f transire per 
substitutionem 8 iu eandem formam , in quam / transeat ponendo 

* = 9P + h q> *' = 9P+ n 'q> x " ■— 9"p+ n "q 

aiieoque in formam j(, C«i itaque aequivalet. Denique per substitutiones debitas 
facile invenitur 

ac — tfy = {Ll+Ll+LT? = l 

quocirca substitutio fi? est propria, formaeque <f, x proprie aequivalcntcs. 

41 
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Ex his obscrvationibus derivantur regulae sequentes ad inveniendum omnes 
repraesentationes proprias ipsius D per F: Evolvantur omnes classes formarum 
binariarum determinantis D, et ex singulis una forma ad libitum eligatur; quae- 
rantur omnes repraescntationes propriae singularum harum formarum pcr f (re- 
iectis iis, quae forte per f repraesentari nequeunt), et ex singulis hisce repraesen- 
tationibus deducantur repraesentationes numcri D per F. Ex I et II manife- 
stum cst. hoc modo omnes repraesentationes proprias possibiles obtineri, adcoque 
solutionem esse completam; ex III, transformationes formarum e classibus di- 
versis certo producere rcpraescntationes diversas. 

281. 

Investigatio repraesentationum impropriarum numeri dati D per formam F 
ad casum praeccdcntcm facilc reducitur. Scilicet manifcstum cst, si D pcr nullum 
quadratum (praeter 1) divisibilis sit, tales repraesentationes omnino non dari; 
sin secus, metientibus ipsum D quadratis W, jiji, w etc., omnes repraesenta- 
tiones improprias ipsius D per F inveniri , si omncs rcpraesentationes propriae 
numerorum — , — ctc. per eandem formam evolvantur, indeterminatarumquc 
valores per X, ja, v etc. resp. multipUcentur. 

Hoc itaque modo inventio omnium repracsentationum numeri dati per for- 
mam ternariam datam, quae alicui formae ternariae adiuncta est, a problemate 
sccundo pendet; ad hunc vero casum, qui primo aspectu minus late patere videri 
posset, reliqui ita reducuntur. .Sit D numerus repraesentandus per formam 
(£ Ju £,), cuius dctcrminans A, et cui adiuncta est forma (^' ^„) = f. Tunc 
huic rursus adiuncta erit (.f Al »£) — F, patctque, repraesentationes numeri 
SD i>er F (quarura investigatio a praecc. pendet) omnino identicas esse cum 

rcpracsentationibus numeri D per formam propositanu Ceterum quando 

omues coefficientes formae / divisorem communem \l habent, perspicuum est, 
omnes coCfficientcs formae F divisibiles esse per [ift, quocirca etiam AD per [ija 
divisibilis esse debebit (alioquin uullae rcpraesentationes darentur) ; repraesenta- 
tionesque numcri D pcr formam proi>ositain coincident cum repraesentationibus 
numeri — per formam , quae oritur ex F, dividendo singulos coe"fficientes pcr 
quae forma adiuncta erit ei, quae oritur cx /, dividendo singulos eoFfficien- 
tes per ji. 

Denique obscrvamus, hanc problematis primi solutionem in unico casu, ubi 
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D = 0, non esse applicabilem ; hic enim oranes formae binariae determinantis 
D in multitudinem finitara classium non distribuuntur; iufra autem hunc casum 
ex aliis principiis solvcmus. 

282. 

Investigatio repraesentationum formae binariae datae, cuius determinans 
non = 0 *), per ternariam datam pendet ab observationibus sequentibus : 

I, Ex quavis rcpraescntatione propria formae binariac (p,q,r) = <p deter- 
minantis D per ternariam / determinantis A deduci possunt integri B, B' 
tales ut sit 

BB = Aj», BB' = -Aq, B'B' = Ar(mod.D) 

i". e. valor exprcssionis ^Aijp. —q, r)(mod.D). Habeatur repraesentatio propria 
formae <p per / haec 

x — at-\- 6«. x = dt+ €u , x" = a't-\- (fii 

(designantibus x, x, x"; t. u indetcrminatas formarum / <p); accipiantur integri 
y, y', 7" ita ut 

(ct'6"*- a"6')y-\- [aT6 - a 6") 7'+ (ct 6"- dS) 7" 

= k fiat vel = + 1 vel = — 1 . transeatque / per substitutioncm 

«, 6, y 
d, 6", i 
a", 6", f 

in formam (j'j''J») = g , cui adiuncta sit ( ■£• £') = G. Tunc manifestum 
est, fore a=p, b" = q, a'=r, A" = D, atque A determinantem formac g, 
unde 

BB = Ap+AD. BB' = -Sq + B"D. B'B'=Ar + AD 

Ita e. g. forma 1 9 //— |— 6 /« — |— 4 1 mm repraescntatur per xx-\-x'x'-r-x"x" ponendo 
*=3r-f-5«, x'=Zt — 4m, x" = t; unde statuendo 7 = — 1, 7' — 1 , /* = ©. 

*) Huno cutim per methodum aliquantum direrMCD tractandum hoc loco breviuti» caussa praelcrimiw. 
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eruitur B — — 171, B' = 27, sivo valor (— 1 7 1 . 27) cxpr. »/— « (I». — 3. 41) 
(mod. 770). 

Hinc iam sequitur, si A(ji, — q, r) non sit residuum quadratum ipsius D, 
y per nullam formam ternariam determinantis A propric rcpraesentabilem esse 
possc; in eo itaquc casu. ubi A, D intcr se primi sunt, A numerus characteristi- 
cus formae 9 esse debebit. 

II. Quum y, 7', 7" infinite multis modis diversis determinari possiut, 
etiam alii atque alii valores ipsorum B, B' inde prodibunt, qui qucm ncxum 
inter se habeant videamus. Pouamus, etiam <•', c'. c" ita comparatos csse, ut 
(a'b*" — rt"tj')o-|- (o"6 — a{T)c"-r- [atT — a'o*)<8" = f fiat vel =+1 vel = — 1, 
formamque / transire per substitutionem 

a, 6\ £ 
a', 6', 8' 
a", 6", 8* 

in (?'?'• ?") = g, cui adiuncta (2|m»*5») = ©• Tunc g, g erunt acquivalcntcs, 
adeoque etiam G et ®, et per applicationem praeceptorum in artt. 269, 270 tra- 
ditorum *; invcnitur, si statuatur 

;gy_g'Y)«+(6"7 — 6 7 ")g*-4- (6 y — 67) e"" = C 
(7'a" — 7"a')«3-|-(7"a — y a" )(?'-(- (7 a' — y'a)8" = tj 

formam ® transire in G per substitutioncm 

*, 0, 0 

0, k. 0 

C, »1, f 

Hinc erit 

B = tjfD-f £' = CfD + MS' 

adeoquc, propter f k = ± I , vcl B = 93, £' = 33'. vcl B = — 93. B' = — 93' 
(mod. D). In casu priori valores IB, B'), (93, 33') aequivaleutes vocamus. in 
posteriori oppositos; rcpraescntationem formae f autem ad quemlibet valorem 

*) Eruendo ei tmnsf. form&e / io }, tranaformationem formae g in /; <•* hae atque tranif. formae / 
in g, lrmn»f. formae o in g; denique ex hac, per transpoaitionem , tranaf. formae O in d . 
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expr. \'b(p. —q, r) mod. D), qui ex ipsa yex methodum in I deduci potest. per- 
tinere diccmus. Hinc omnes valores. ad quos cadcm rcpraesentatio pertinet. vel 
aequivalentes erunt vel oppositi. 

III. Yice versa autem. si ut ante in I rcpraescntatio formae <f pcr / haec 
jc = af + o*w etc. ad valorem (B, B') pertinct, qui inde deducitnr adiumento 
transformationi ■ 

a, &" . y 
a. 6", y' 
a , o , y 

cadem quoque ad qucmvis alium valorcm (23, 33') pertinebit. qui illi vcl acquiva- 
lens est vel oppositus; i. e. loco ipsorum y, y', y" alios integros e, c", aceipere 
licebit, pro quibus acquatio (Q) haec 

(aV— o-d^^ + to-d — oe»")«'+(od'— af})V = +1 

locum habeat. et qui ita comparati sint, ut coGfficiens I et 5 in forma ei adiuncla. 
in quam / per substitutionem (8) 

a, 6, c 
a. 6'. 8' 
o", rj". «- 

transit, resp. fiant = 23, 23'. Statuatur cnim 

±B = 23 + tjD, + i?' - 23+CD 

(accipiendo luc et postea signa sui>eriora vel inferiora, prout valores B. B'), 
(23, 23') aequivalentes sunt vcl oppositi), unde C. >J erunt integri. transcatque g 
per substitutionem 

i,o, C 

0, 1, TJ 

0. 0, +1 

in formam g, cuius determinantem esse A, in forma adiuueta vero toefficicntcs 
4 ct 0 resp. = 93. 23' fieri facile pcrspicictur. Facicndo autetn 

«C + 6t, + 7 - 6. a'C+6'tj + y' _ a"C + 6"ti + y" = <T 
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nullo negotioTpatebit , / per substitutionem [8) transire in g. atque aequationi 
(Q) satisfactum esse. Q. E. D. 

283. 

Ex his principiis deducitur methodus sequens, omnes repraesentationes 
proprias formae binariae 

<p = ptt+lqtu + ruu 
dcterminantis D per ternariam / determinantis A inveniendi. 

I. Eruantur omnes valores diversi (i. e. non-aequivalentes) expressionis 
\/A\p, — q, r) (mod.D). IIoc problema pro eo casu, ubi tf cst forma primitiva 
atque A ad D primus, supra (art. 233) solutum est, casusque reliqui ad hunc 
facillime reducuntur, quam tamen rem fusius hic exphcare brevitas non permittit. 
Observamus tantummodo, quoties A ad D primus sit, cxpressionem A{p, — q, r) 
ivsi.luum quadraticum ipsius D esse non posse , nisi <f fuerit forma primitiva. 
Supponendo enim 

Ap = BB — DA, — Aq = BB'—DB", Ar = B"B' — DA 

fit 

{DB"—Aq)* = {DA+Ap)(DA + Ar) 

hinc, per evolutionem et substituendo qq—pr pro D, fit 

{qq-pr){BrBr— AA'}- A{Ap + 2B"q+Ar)+AA = 0 

unde facile concluditur, si p, q, r divisorem communcm habcrent, hunc etiam 
ipsum AA metiri; tunc vero A ad D primus esse non posset. Quare p, q, r 
divisorem communem habere nequeunt , sive <p erit forma primitiva. 

II. Designemus multitudinem horum valorum per m. supponamusque. 
inter eos reperiri n valores, qui sibi ipsis oppositi sint (statuendo n = 0, qunndo 
tales non adsunt). Tunc manifcstum est, cx m — n rcliquis valoribus binos 
seniper oppositos fore (quoniam cuncti valores complete haberi supponuntur); 
reiiciatur e binis quibusque valoribus oppositis unus ad hbitum , remanebuntque 
omnino valores t{m + n). Ita e. g. ex octo valoribus cxpr. ^—1(19.-3.41) 
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(mod.770) his (39,237), (171. — 27), [269, —83), (291, —127), (—39, —237 . 
( — 171, 27), (—269, 83), (—291, 127), quatuor posteriores sunt reiiciendi, tani- 
quam quatuor prioribus oppositi. Ceterum perspicuum est, si (B, B') sit valor 
sibi ipsi oppositus, 2B, 1B' et proin etiam 2Ap, 2&q, 2Ar per D divisibiles 
fore ; quodsi itaque A , D intcr se primi sunt , ctiam 2p, 2q, 2 r per D divisi- 
biles erunt. et quum, per I, in hoc casu etiam p, q, r divisorem communem 
habere nequeant, etiam 2 per D divLsibilis esse debebit. quod fieri nequit nisi 
D vel = +1, vel.= + 2. Quamobrem pro omnibus valoribus ipsius D maio- 
ribus quam 2 aemper erit n = 0 , si A ad D est primus. 

III. His ita factis manifestum est, quamvis repraesentationem propriam 
formac 9 per / necessario ad aliquem e valoribus remanentibus pertinere debere, 
et quidem ad unicum tantum. Quare hi valores succcssivc sunt percurrendi. re- 
praesentationesque ad singulos pertinentes investigandae. Ut inveniantur reprae- 
sentationes ad valorem datum (B, B') pertinentes, primo determinanda est forma 
ternaria g = (J p £"), cuius determinans = A et in qua a=p, b" = q, a'=r, 
ab — b'b" = B, a'b — •66"= B'; valores ipsorum a", 6, b' huic inveniuntur adiu- 
mento aequationum in II art. 27 6, ex quibus facile perspicitur. in eo casu, ubi 
A. D inter se primi sint, 6, 6' «" necessario ficri integros (ncmpe quoniam hi tres 
numeri, multiplicati tum per D tum per A integros producunt). Iam si vel 
aliquis coefficientium 6, 6'. 6" fractus est, vel formae /, g non sunt aequivalentes: 
nullae repraesentationes formae 9 per / ad (B, B') pcrtincntcs dari possunt; si 
vcro 6, 6', a" sunt intcgri, formaeque /, g aequivalentes . quaevis transformatio 
illiu8 in hanc. ut 



a. 


tf. 


T 


a. 


0", 


1 

7 


a". 


(T, 


f 



talem repraesentationem suppeditat , puta 

x _= at+tiu, x' = a't + 6'u. x" = a"t+ti"u 

manifestoque nulla huiusmodi repraesentatio exstare poterit , quae 11011 ex aliqua 
transformatione deduci posset. Hoc itaque modo ea problematis seeundi pars. 
quae investigat repracsentationcs proprias . ad problema tcrtium iam est reducta. 



328 I)K POBHU BECINDI GKADU8. 

IV. Cctcrum transformationes diver.sae formac / in g seraper producunt 
lepraescntatioues diversas, eo solo casu cxccpto , ubi valor [B . B") sibi ipsi op- 
|iositus est, in quo binae transformationes unicam semper repracsentationcm sup- 
jieditant. Supponcnde enim, / transire in g ctiam pcr substitutionem 

a, 6", 8 
a, f>\ S' 
a", 6", 8" 

quae candeni repr. praebet ut transf. praec.) , dcnotandoque per k, f. £, >] nu- 
meros eosdcm ut in II art. praec. , erit 

B = ktB+ n iD, B' = klB'+UD 

si itaquc vcl utcrquc k, X supponitur — -j- 1 , vcl uterque = — 1 , erit (quia 
casum D = 0 exclusimus) £ — 0. H = 0, unde facile scquitur 8 = y, 8' = y\ 
8" = y"; quare illae duue transformationcs in co solo casu divcrsac csse possunt, 
ubi alter numcrorum A-, f cst -f- 1, altcr — 1 ; tunc erit B = — B. B'= — B', 
(mod.D;, sivc valor [B. B') sibi ipsi oppositus. 

V. Kx iis, quac supra (art. 271) de critcriis forinarum dcfinitarum ct inde- 
finitarum tradidimus. facilc sequitur, si A sit positivus , D negativus, atque <? 
forma negativa, g fieri formam definitam uegativam; si vero A sit positivus, at- 
que vcl D positivus, vel D uegativus et <p forma positiva, g evaderc formam 
indctinitam. Iam quum /, g certo acquivalentcs cssc nequeant, nisi rcspcctu 
huius qualitatis similcs sint. manifcstum cst. formas binarias determinantis posi- 
tivi nec non positivas. per teruariam negativam proprie repraescntari non posse, 
nequc forma-s binarias negativas per tcrnariam indcfinitam dctcrminautis positivi ; 
sed per formam tcrnariam prioris postcriorisve speciei unice binarias posterioris 
priorisve resp. Simili modo concluditur. per formam tcrnariam determinantis 
negativi definitam (»'. e. positivam) unice repracscntari binarias positivas, per in- 
definitam unice ncgativas ct formas dct, positivi. 

284. 

Quuin repraesentationes impropriae formae binariae ? detcrminantis D 
per ternariam /. cui adiuncta cst F. eae sint, ex quibus repraescntationes 
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impropriae numeri D per formam F scquuntur, -f per / manifesto nequit im- 
proprie repraesentari. nisi D factores quadratos implicet. Ponamus, omniaqua- 
drata ipsnm D metientia praeter 1) esse ee, ee, e"e" etr. (quorum multitudo h- 
nita erit, quia supponimus, iiones.se D — 0), praebebitque quaelibet repr. impr. 
formae rp per f rrpraesentationem numcri D pcr F. in qua valores indrtrrmina- 
tarum aliquem r numrris c, c, e" etc. pro divisore commuui maximo habrbunt; 
hoc respcctu brcvitatis caussa quamvis repr. impr. formar 9 ad divisorcm quadra- 
tum ee vel e'e vel e"e" etr. pertinere dicrmus. Iam omncs ropr. formac f ad eun- 
dem divisorrm quadratum datum ee icuius radiccm e positive arceptam supponi- 
mus) pertincntcs pcr rcgulas scquentes inveniuntur , ex quarum dcmonstrntione 
svnthetica, propter brevitatem hic praeferenda. analysis prr quam cvolutae sunt, 
facile restitui poterit. 

Primo eruantur omncs formae binariae determinantis f , quae in formam ? 
transcunt pcr substitutionem propriam talem T = xr+Xw, U = |x«, designan- 
tibus T, U indeterminatas talis formac; /, u indct. formae ^p; x, ja integros 
positivos ^quorum productum itaque —e)\ X integrum positivum minorem quam 
p. (sive etiam cifram . Hae formae, rum transformationibus rrspondrntibus, ita 
inveniuntur : 

Acquetur x sucrrssive singulis divisoribus ipsius c positivc acceptis finclu- 
sis etiam 1 et e) . tiatque p. = ^; pro singulis valoribus determinatis ipsorum x, 
j* tribuantur ipsi X omnes valores integri a 0 usque ad p — I , quo pacto omnes 
transformationes certo liabebuntur. Iam forma, quac per quamvis substitutionem 
T = *t-\-~ku, U = jam in 'f transit. invenitur investigando formam, in quam tp 
transit per hanc t — j T — - U, u = i U: sic furmae singulis transformationi- 
bus respondcntes obtinebuntur; sed ex omnibus his formis eae tantum retinendae 
sunt. in quibus omnes trcs coc"fficientcs evadunt intcgri*). 

Secundo ponamus 0 esse aliquam ex hisce formis. quae in ? transeat per 
subst. 'i' = xr + X«, U= fiw; invcstigcn tur omues rcpracscntatioues propriar 

') Si do hoc problemate fuuus ajrcre hic liccrct , «olutionera admodum contruhcre pos»cmus. Id «lntim 
obvium est , pro x alios dmsore* ipsius r accipcrc non <••«* nccessarium, niai quorum quadratum mctiatur 
cocfficienlctn primum fonnftc «. Cctcrum hoc problema, ex quo ctiam «nlutionc» «inipliciort-* probl. nrtt. tis, 
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formae <J> per / (si quae dantur) , exhibeanturque indefinite per 

* = «r+»I7, x = KT+WU, x" = %"T+WU. . . (»} 

denique ex singulis (9t) deducatur repraesentatio 

x = at+6u, x' = a't+G'u, x" = a"t + $"u fp) 

per aequationes 

a = x2l, a' — tV, a" = xr (R) 

Eodem prorsus modo , ut forma <J> , tractentur formae reliquae per regnlam pri- 
mam inventae (si plures adsunt) , ita ut ex singulis cuiusque repracsentationibus 
propriis aliae rcpraescntationes deriventur, dicoque, hoc modo prodire cunctas 
repraesentationes formae <p ad divisorem ee pertinentes , et quidem quamlibet 
semel tantum. 

Dem. I. Forraam tcrnariam f pcr quamvis substitutioncm (p) revera 
transire in <f, tam obvium est, ut explicatione ampliori non opus ait ; quam- 
libct autem repr. fp) esse impropriam et ad divisorem ee pertinere, inde patet, 
quod numeri a'6"'— a"6", a"6 — a6", a6*'— a'6* resp. fiunt = e(V9T— 2T33';, 
<»{2f93 — 2133"), «(2123'— 2TS3), unde illorum divisor comm. max. manifesto erit 
e (quoniam (9f) est repraesentatio propria). 

II. Ostendemus, cx quavis repraesentatione data (p) formac 9, invcniri 
posse repraesentationcm propriam formae determinantis -J , inter formas per re- 
gulam primara inventas contentae, sive ex valoribus datis ipsorum a,a',a", 6, 6', 6" 
deduci possc valores integros ipsorum x, X, p, conditionibus praescriptis . atque 
valores ipsorum 21, 2f, 21", 33, 33', 33", acquationibus (R) satisfacientes . et qui- 
dem unico tantum modo. Primo statim patet ex tribus aequ. primis in (R), pro 
x aecipi dcbere divisorcm communem raaximura ipsorum a , a', a" signo positivo 
(quum enim 21'33"— -tt, 2l"93 — 2123", 2133'— 21'23 divisorem communcm non 
habcre debeant, etiam 21, 21', 2T div. comra. habere nequeunt); hinc etiam 
V, V, 21" determinati erunt, ncc non ji = £ (quem neccssario integrum fieri 
facile perspicitur). Ponamus. tres integros o, a', 0" ita acccptos esse. ut hat 
o2l + o'2l'H-a"2l" = l. scribamusque brevitatis caussa k pro o33-f-a'33'-|-a"23". 
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Tunc ex tribus ultimis aeq. [R) sequitur, essc dcbere o 6" + o'6'+ a"6" = X-f jiA*, 
unde 8tatim patet, pro X unicum tantummodo valorem inter limites 0 et \l— l 
situm dari. Quo facto quum etiam 23, 23', 95" valores dcterminatos nanciscantur. 
nihil superest , nisi ut demonstremus , hos semper hinc integros evadere. Fiet 
autem 

93 = XS) = ^ Cd ( 1 — a2I)-9l(a'6'+a"(r})4-9U 

= l(o'{a"d-9l6") -o'(9I6'-9l'6))+9t* 
= -i( Q "(a"d-a6") _ a '(a6"-a'6))-f-9U 

eritque adeo manifesto integer, similiterque facile confirmatur, etiam ipsos 9?', 23' 

valores integros nancisci Ex his ratiociniis colligitur, nullam repraesentatio- 

nem impropriam formae <p per /, ad divisorem ee pertinentem, exstarc possc. 
quae per methodum traditam vel non vcl pluries obtineatur. 

Quodsi iam eodcm modo rcliqui divisores quadrati ipsius D tractantur. 
repraesentationesque ad singulos pertinentes eruuntur, cunctae repraesentationes 
impropriae formae <p per f habebuntur. 

Ceterum ex hac solutione facile deducitur , theorcma ad finem art. praec. 
pro repraess. propriis traditum etiam ad improprias patere, scihcet generahtcr 
nullam formam binariam positivam det. negativi per ternariam negativam reprae- 
sentari possc etc. ; patet enim, si tp sit forma tahs binaria, quac propter illud 
theorema per / proprie repraesentari nequeat, etiam omnes formas determinan- 
tium — , j-% etc. . ipsam <f imphcantes per / proprie repraesentari non posse. 
quum hae formae omnes determinantem eodem signo affectum habcant ut f , et. 
quoties hi determinantes negativi sunt, vel omnes evadant formae positivae vel 
negativac , prout ? ad Ulas vel ad has pertinet. 

285. 

De quaestionibus problcma tertium nobis propositum constituentibus (ad 
quod duo priora in praecc. sunt reducta) , scilicet propositis duabus formis terna- 
rus eiusdem determinantis, diiudicare, utrum aequivalentes sint necne, et in casu 
priori omnes transformationes alterius in alteram invenire. pauca tantum hoc loco 
insererc possumus , quum solutio completa , qualem pro problematibus analogis 
in formis binariis tradidimus, hic adhuc maioribus difficultatibus sit obnoxia. 

42* 
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Qunmobrcm ad quosdam casus particulares , propter quos praecipue haecce di- 
gressio instituta est , disquisitiouem uostram limitabimus. 

I. Pro determirante supra ostensum est, omnes formas ternarias in 
duas classes distribui, quarum altera omnes formas indefinitas, altera omnes de- 
finitas fnegativas) contineut. Ilinc statim concluditur. duas formas ternarias 
quascunque det. 1 aequivalentes esse, si vel utraque sit defiuita vel utraquc inde- 
finita; si vero altera sit definita, altera indefinita, ae<piivalentiam locum non 
habcre (propositionis pars postcrior manifesto valet generaliter pro formis deter- 

minantis cuiuscunque). Simili modo duac formac quaecunque determinantis 

— 1 certo acquivalebunt, si vel utraque definita est, vel utraquc indcfinita. 

Duae formae definitae determinantis 2 semper aequivalebunt ; duae indefiuitae 
non aequivalebunt. si in altcra tres cotffficicntcs primi omnes pares sunt, in altera 
vero non omnes sunt pares; in casibus reliquis (si vcl utraque trcs cocfhcientcs 
primos simul ]wires habet, vel neutra) aequivalebunt — Hoc modo adhuc multo 
plures propositiones spcciales cxhibcre possemus, si supra :art.277| plura exemplu 
cvoluta fuisscnt. 

II. Pro otnnibus hisce casibus poterit ctiam, designantibus /, f formas 
ternarias aequivalentes. trausformatio una altcrius in altcram inveniri. Nani pro 
omnibus casibus in qnavis classe formarum tcrnariarum multitudo satis parva for- 
inarum supra assignata est. ad quarum aliquam pcr methodos uniformcs quaevis 
forma eiusdem classis reduci possit; has omnes ad unicam reducere ibidem docui- 
mus. Sit F haec forma in ea classe, in qua sunt /, /', poteruntque per prae- 
ccpta supra tradita invcniri transformntiones formarum f, f in F, ncc non for- 
mae F in f, f. Hinc per art. 270 deduci potcrunt transformatioues formae f 
in /' formaeque /' in /. 

III. Superessct itaque tantummodo, ostendere, quo pacto ex una trnnsfor- 
matione formae tcrnariac / in aliam f omnes transformationcs possibilcs dcrivari 
possint. Hoc problema pendet ab alio simpliciori, scihtet inveuire omnes trans- 
formationcs formae ternariae / in su ipsam. Mimirum si / per plures substitu- 
tiones (t), {?'), etc. in se ipsam ct per substitutioncm t in /' trausit, pa- 
tct si ad normam art. 270 combinetur transformatio (/) cum (t), (-'), (t") etc., 
prodirc transformationcs, per quas omnes /in /' transeat; praeterea per calculum 
facilc probatur, quamvis transformationem formae / in /' hoc modo deduci posse 
e combinatione trausformationis datae (/) formae / in /' cum aliqua (et quidem 
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«wiVra ) transformatione formac / in sc ipsam , adcoque cx combinatione transfor- 
mationis datae formac / in /' cum omnibus transfonnationibus formae / in se ip- 
samoriri<w«ii«transforniatiouesformae / in /', et quidem singulas semel tantum. 

Investigationem omnium transformationum forraae / in se ipsain ad eum 
casum hic restringiinus. ubi / est forma definita, cuius coefticieiites 4. 5. (5 unines 
= 0*j. Sit itaque / _: {" " "'). exhibeanturque otnnes substitutiones . per 
quas / in se ipsam transit, iudefinite per 

a, . y 
«', 0", y 
«", _ , f 

ita ut satisficri debcat acquationibus 

naa-f-ii'a'a'+fl"aY — a ... (2) 
atili-{-a't)'()'-\- a"f> "(T = d 

i i $ t . n ** m rt 

«7rH-«rr+«Tr = « 

«atf-f «'a'»j'-f-fl"a =■ 0 
aay-\-a'a'Y-\-a"a"y" — o 
a r + «'&"/-- «" 6 Y = <> 

lam trcs casus suut distinguendi : 

I. Quando a. d. a" (qui idem signum habebunt) oinnes sunt inaequales. 
supponamus «<[«', a'<C.a" {si alius magnitudinis ordo adest, eaedem conclu- 
siones prorsus simili modo eruentur ). Tunc aequ. prima in i ( 2) manifcsto requirit. 
ut sit d = a" = 0. adcoque a = Hh 1 ; hinc per aequ. 4, 5 erit — 0. y — 0: 
similiter ex aequ. 2 erit 0"' — 0, ct proin 0" = + 1 ; hinc fit, per aequ. 6, 
y = 0 . et per 3 , j" = + 1 , ita ut (ob siguorum ainbiguitatcm indej.iidentem 
omnino habeantur S transformationes diversae. , 

II. Quando c numcris a, a\ a" duo sunt aequales, e. g, d = «". tcrtius 
inacqualis, supponamus 

primo «<«'. Tunc eodem modo ut in c_u praec. erit d — o. a" — 0. 
a _ + I . (j — o, y _= 0; ex aequ. 2, 3, 6 autcm facile deducitur, esse debere 

*) Casua reliqui ubi / est forma detinitn, :,<! hunc reduci potwunt; »i vero / «>«t funna ind.finiln, mrthu- 
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vel «' = ±1, y'=o, r = 0, f = ±1, vel 6'=o, y' = ±i, 6" = ±1. 
7" = 0. 

Si vero, stcundo, a>a\ eaedem conclusiones sic obtinentur: ex aequ. 2, 3 
necessario erit 6 = 0, 7 = 0, et vel 6' = ± 1 , 7' = 0, 6" = 0, 7" = ± l, 
vel 6' = 0, 7' = ± 1 , (5" = ± 1 , 7" = 0; pro suppositione utraque ex aequ. 
4, 5 erit d = 0 , a" = 0 , atque ex 1 , oc = ± 1 . Habentur itaquc , pro utro- 

que casu, 16 transformationes diversae Duo casus rcliqui, ubi vel a = a", 

vcl a = a', prorsus simili modo absolvuntur, si modo characteres a, d, a" in 
priori cum 6*, 6", 6", in postcriori cum 7, 7', 7" resp. commutantur. 

III. Quando omnes a, d, a" aequales sunt, aequationes 1,2,3 requirunt, 
ut e tribus numeris a, d, a", nec non cx 6, o", b*", ut et ex 7, 7', 7" bini sint 
= 0, tertius = + 1. Per aequ. 4, 5, 6 autem facile intelligitur, e tribus numeris 
a, 6\ 7 unum tantummodo = ±1 esse posse. similiterque ex d, 6", 7', nec 
uon ex ct", 6", 7". Quamobrem scx tantummodo corabinationes dantur 



Coe*fficientes seni reliqui = 0 



ita ut ob signorum ambiguitatem omnino 4S transformationes habeantur Idem 

typus etiam casus praeccdentes complectitur : sed e sex columnis primis prima 
sola accipi debet, quando a, d, a" omnes sunt inaequales; columna prima ct se- 
cunda. quando d = o" prima et tertia, quando a = d; prima et sexta, quando 
a = a". 



a 


a 


d 


d 


a" 


m 

a 


= +1 


6" 


6" 


$ 


6" 


$ 


6' 


= ±1 


7 


7' 


7" 


r 


7* 


T 


= ±» 



Hinc colligitur, si forma /= axx-\-dxx'-\-dx"x" in aliam aequivalentem 
/' transeat per substitutionem 

•r = h + e/+ C/, * = -f e>'+ c/. ^ = o> + e>'+ cy 

omnes transf. formae / in f contineri sub schcmate sequente: 

x x x x x' x" = ±(o> +e/ + C/) 
x *" .r x x x = ±(o>+ey+C/ 
x" *' x" x x- x = ±(o>+e"y+C"/) 



eo discrimine. ut sex columnac primae omnes adhibendae sint, quando a = a = a :"; 
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columna 1 et 2 , quando d, a aequales, a inaequalis; 1 et 3, quando a = d; 
1 et 6, quando a = a"; denique columna prima sola, quando a, d, a" omnes 
inaequales. In casu primo transformationum multitudo erit 48, in secundo, ter- 
tio et quarto 16, in quinto 8. 

* * 
* 

QUAEDAM APPLICATIOXES AI) THEORIAM FORMARUX BINARlARUM. 

/1- «'— m ■ £m mJ.i /■^-„ 1 ., „ fsiinm Ati n]it*t\i istM* frtfinsy Ain/triii Ajttn n.>u.-i-»'« nr«'amitn/i't rt^*/t4 ttr 
i rlr lnt r/IlrTltMJ JUTrnU, «" CHIIU UH^IHHilCnr jtnrtttj 1/uiU'HI <M4lf# tfi ItrTW f/i »nt i LHHU tjrttiittf . 

Ab hac succincta primorum elementorum theoriae formarum tcrnariarum ex- 
positione ad quasdem applicationes specialcs progrcdimur. inter quas primum lo- 
cum meretur sequens 

28«. 

Puoblema. Propasita forma binaria F = (A, B, C) determinantvs D ad 
genus principale pertinente: invenire formam binariam f, e cuius duplicatione ifla 
oriatur, 

Sol. I. Quaeratur rcpraesentatio propria formae ipsi F oppositae F = 
ATT—2BTU+CUU pcr formam ternariam w- 2yz, quae sit 

x = aT+GU, y = a'T+1i'U, z = a"T+^U 

quod ficri posse e theoria praec. formarum ternariarum facile colligitur. Quum 
enim F per hyp. sit c gcnere principali, dabitur valor expr. \]{A, B. C)(mod. D), 
unde inveniri poterit forma ternaria y determinantis 1, in quam [A, — B.C tam- 
quam pars ingrediatur, cuius formae coSfficientes omnes fore integros nullo nego- 
tio pcrspicietur. Aeque facile intelligitur, f fore formam indefinitam (quoniam 
!K?r hyp. F certo non est forma negativa); undc necessario formae ,r.r — 2yz ae- 
quivalens erit. Assignari potcrit itaquc transformatio huius in illam , quae re- 
praescntationem propriam formae F per xx — 2yz suppeditabit. — Tunc igi- 
tur erit 



A = aa — 2a'a'\ - B = a 6- a'6" — <x"6". C = 6"tf-2o"o"' 
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ponro designatis numeris afT— a'o\ a'b"'— a'6". a"b'-a6" per a,6,c resp.. hi 
divisorem commnnem non habebunt. critquc D = bb — 2ac. 

II. Hinc adiumento observationis ultimae art. 235 facile concluditur. F 
transire per substitutionem 2 6", 6, 6, 6"; 2«', a, a, a" in productum formae 

2a. — //, rj in se ipsam. ncc non per substitutionem 6', 6, 6. 2 6"; a', «. a, 2a" 
iu productum formac (a, —6. 2cj in sc ipsam. Iam divisor communis maximus 
numerorum 2a, 26, 2f est 2; si itaque c est impar, 2a, 26, c divisorein com- 
munem non habebunt, sive (2a, — 6, c) erit forma proprie primitiva; similiter. 
si a est impar, [a, — b. 2c; forma propric primitiva crit; in casu priori F ori- 
tur ex duplicatione fonnac (2a, — b, c) , in posteriori e.\ duplicatione formac 

(i. — b. 2c), (V. ooncl. 4, art. 23$); unus vcro lioruin casuum certo semper locum 
habcbit. Si cnim uterque a, c esset par. b necessario foret impar; iam facile 
conhrmatur, esso 6"a + 6b-\-fi'c = (), aa + a b -f- a'c — 0 . unde sequeretur, 
66. ab, adeoque etiam a et 6 essc pares. Ilinc autem A et 0 forent parcs. 
quod esset contra hypothesin . sccundum quam F cst forma e genere principali 
adeoquc cx ordine proprie primitivo. Ceterum fieri etiain potest . ut tum a 
tuin c impares sint, in quo itaquc casu duae statim fonnae habebuutur, e qua- 
rum duplicatione F oritur, 

i 

Ex. Proposita sit forma = 5. 2. 31). det. —151. Valor expres- 
sionis y(3. 2, 31) hic invenitur (55, 22); hinc forma ternaria <p = (,J ,, J' 
huic per praeccpta art. 27 2 aequivalcns invcnitur forma ( — 1 ) , quac in 
■f transit pcr substitutionem \\\ \\ J j. Hinc adiumento transformationum 
in art. 277 traditarum invcnitur, (_!'*'*) transirc in <f per substitutinnem 
( i! 1 '. 0 . Fit itaque a—ll, 6 — — 17, c^=20; quarc quum a sit irapar. 
F oritur ex duplicationc formac 11. 17. 40} transitquc in productum huius for- 
inac in se ipsam per substitutionem — 1. —7. — 7. — 1!>; 2. 3, 3. 2 

Ommliut rharactrribtu, prartrr «,„, ,/u, in artt. J«:i, Ul imp<—nbiln inrrnti itint, gtnrra rrrrra retpondrnt. 

2»7. 

Circa problcma in art. pracc. solutum sequentes adhuc annotationes adii- 
cimus. 

I . Si forma F per substitutionein j>, p, p", p" ; t/, t/. q", q m in productum 
e duabus formis <h. i. k). h'. %, k' transformatur , utraque uti semper suppo- 
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nimus propric accepta: . habebuntur aequa'ioncs. ex concl. 3 art. 235 facilc de- 
ducendae : 

p'hn'-p'h'n—p ^ 0 

/— p'i {in'+i '»)—p[kn — k'n)+p m (h n'—h'n) = 0 
pkn'-pkn-p in'-i'n) = 0 

tresque alife ex his per coiniuutationem numerorum p. p, p", p"' cum q, q, q", q"' 
oriundae; n, n sunt radices quadratae positivae e quoticntibus prodeuntibus. si 
detcrminantes formarum {h, i, k), \ h\ i", k') per dct. formae F dividuntur. Si 
itaque liac formac sunt identicae , sive w = «', h = h'. i — i", k — k', illae 
aequationes transeunt in bas : 

p-p hn _ 0. (p"-p;in = 0. p-p kn = 0 

undc erit necessario p ~ p". prorsusque simili modo q = q". Tribuendo 

itaque formis h, i, k), (h\ i', k') easdem iudeterminatas t, «, designandoque in- 
determinatas formae F per T, U. transibit F per substitutioncm 

T = ptt+2p't u+p m uu. U=qtt+2q'tu+q~UU in \htt+2itu + kuu? 

II. Sifomia F oritur e duplicatione formae /, orietur ctiam e duplicatioue 
cuiusvis alius formae cum / in eadcm classe contcntac sivc classis formae F e 
duplicatione classis forniae / (V. art. 238). Ita in ex. art. praec. {:>, 2, 31) orie- 
tur etiam e duplicatione formae ;i 1, — 3, 16), ipsi (U, 17, 40) proprie acquiva- 
lentis. Ex una classe, per cuius dupl. classis formae F oritur, omnes Isi plures 
dantur; inveniuntur adiutnento probl. 200; in exetnplo nostro alia huiusmodi clas- 
sis positiva non dabitur, quia una tantummodo classis anceps proprie primitiva 
positiva det. — 151 exstat puta principalis ; quum c compositionc classis uuicae 
ancipitis negativae —1,0,-151}, cum classe (11,-5,16) oriatur classis 

— II. —5. —16';, haec erit unica negativa, e cuius duplicatione classis -5, 2, 31) 
oritur. 

III. Quum ]>er solutioncm ipsam probl. art. praec. evictum sit, quamvis 
clossem formorum binariarum proprie primitivam 'positivam) ad gcnus principale 
pcrtinentem ex alicuius classis pr. prim. eiusdem det. duplicatione oriri pone: theo- 
reina art. 261. per quod ccrti eramus, ad minimum semissi omnium characterum 

-13 
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pro determinante non-quadrato dato D assignabilium genera proprie priniitiva 
[positiva) respondere non posse, eo iam ampliatur, ut praecise scmissi omnium ho- 
rum charactcrum talia gencra rcvcra respondeant. alteriquc ideo semissi nulla re- 
spondere possint (V. demonstr. illius theor.). Quare quum in art. 264 omnes illi 
characteres assignabiles in duas species P, Q aequaliter distributi sint, e quibus 
posteriores Q formis pr. prim. (positivis) rcspondcrc non posse probatum erat, de 
reliquis autcm P incertum maneret , an singulis genera semper revcrf responde- 
rent: nunc hoc dubium penitus est sublatum, certique sumus, in toto characte- 

rum complexu P nuUiIm adesse, cui genus non respondeat Ilinc facile quo- 

quc dcducitur, pro dctcrminante ncgativo in ordine pr. prim. negativo, in quo 
omnes P impossibiles solosque Q possibiles esse in art. 264 , 1 ostensum est. 
omnes Q revera possibiles esse. Designante enim K characterem queracunque 
ex Q, f formam arbitrariam ex ordine pr. prim. ncg. formarum dct. D, atque K 
ipsius characterem, hic erit cx Q; unde facile perspicitur, characterem ex K, K 
compositum (ad normam art. 246) ad P pertinere, adeoque formas pr. primitivas 
positivas det. D exstare, quae ei rcspondcant; cx compositionc talis formae cum 

f manifesto orietur forma pr. prim. neg. det. D, cuius character erit K. Pror- 

sus simili ratione probatur, in ordine improprie primitivo cos characteres, qui per 
praecepta art. 264 II. III soli possibiles invcniuntur. omnes possibilcs csse, sive 
sint P sive Q. — Hacccc theoremata, ni vehementer fallimur, ad pulcherrima 
iu theoria formarum binariarum sunt referenda, eo magis quod licet summa sim- 
j»licitate gaudeant, tamen tam recondita sint ut ipsarum demonstrationem rigoro- 
sam absque tot aliarum disquisitionum subsidio condere non liceat. 

Transimus iam ad aliam applicationem digressionis praecedentis , ad dis- 
cerptionem tum mimerorum tum formarum binariarum in tcrna quadrata, cui 
praemittimus sequens 

Froblema. Designante M numerum positivum , invenire conditiones sub qui- 
bus formae binariae primitivae negativae determinantis —31 dari possint, quae sint 
residua quadratica ipsius M sive pro quibus 1 sit numerus characteristicus. 
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Sol. Dcsignemus per Q complexum omnium characterum particularium, 
quos praebent relationes numeri 1 tum ad singulos divisores primos (impares) 
ipsiiw M tum ad numerum 8 vcl 4, quando ipsum M metitur; manifesto hi cha- 
racteres erunt Rp, Rp, Rp" etc. , denotantibus p, p, p" etc. illos divisorcs 
primos, atque 1 , 4 quando 4 ; 1 , S quando 8 ipsum M metitur. Praeterea uta- 
mur literis P, Q in eadem signiiicationc ut in art. praec. sive ut in 264. Iam 
distinguamus casus scqucntes. 

I. Quando M pcr 4 divisibilis cst , Q erit charactcr intcger , patetquc ex 
art. 233 V, 1 talium tantummodo formarum numerum characteristicum esse posse. 
quarum character sit Q. Sed manifestum est, Q fore characterem formae prin- 
cipalis (1, 0, M), adcoquc ad P pertinere et proin formac proprie primitivae 
negativae competere non posse; quare quum formac impropric primitivae pro tali 
det. non dentur, nullae omnino formae prim. neg. in hoc casu dantur, quae sint 
residua ipsius M . 

II. Quando J/=3(mod.4), prorsus eadem ratiocinia valcnt ea sola ex- 
ceptione ut in hoc casu ordo improprie primitivus negativus cxstct , in quo cha- 
racteres P vel possibiles erunt, vel impossibiles, prout lf=3 vel = 7 (mod. 8), 
V. art. 264, III. In casu igitur priori in hoc ordine genus dabitur, cuius cha- 
racter sit Q, unde 1 erit numerus charactcristicus omnium formarum in ipso 
contcntarum ; in casu posteriori nullae omnino formae negativae hac proprietate 
praeditae dari poterunt. 

III. Quando 3f = 1 (niod. 4), Q nondum est charactcr complctus, sed 
insuper accedere debet relatio ad numerum 4 ; patet autem , Q necessario in 
charactercm formae, cuius num. char. sit 1 , ingredi debere, et vice versa, formam 
quamvis, cuius character sit vcl Q; 1,4, vel Q; 3, 4, habcre numerum char. 1. 
Iam Q; 1,4 manifesto est character generis principalis, qui ad P pertinct adeo- 
que in ordine pr. prim. ncgativo impossibilis est; ex eadem ratione Q;3,4 ad Q 
pertinebit (art. 263), undc ipsi in ordine pr. prim. negativo genus respondebit, 
• uius formae omnes habebunt num. char. 1. Ordo improprie primitivus in hoc 
casu , ut in scquente , non datur. 

IV. Quando J/= 2(mod. 4), ad Q accedere debet relatio ad 8 , quo fiat 
character completus, puta vel l«f3,8, vcl 5ef7,8, quando 3f=2(mod. 8); et 
vel lef7, 8, vcl 3ef5, 8, quando M= 6 (mod. 8). Pro casu priori character Q; 
l«f3.S manifesto pertinct ad P, adeoque Q; 5*f7,8 ad Q, unde ipsi rcspon- 
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debit genus pr. prim. ncg.; similiquc rationc pro posteriori unum genus in ordine 
pr. prim. negativo dabitur, cuius formae proprietate pracscripta praeditae sint. 
puta cuius cbaracter Q; 3«?f 5, S. 

Ex his colligitur. fonnas priinitivaj* negativas dct. — M, quarum numerus 
characteristicus sit 1, dari. quando M alicui numcrorum 1,2,3,5,6 secundura 
modulum S congruus sit ct quidem in unico semper genere, quod improprium erit 
quando M = 3 : tales formas omnino non dari, quando M = 0, 4 vel 7 ( mod. 8 ). 
Ccterum manifestum cst, si ( — a, — b. — c) sit forma primitiva ncgativa. cuius 
num. char. -|- 1, (a, b, c) esse formam primitivam positivam, cuius nuin. char. — I; 
hinc pcrspicuum est, in quinque casibus prioribus fquando 3/^2 1, 2, 3, 5, 6) dari 
genus uuum primitivum positivum, cuius fonnae habcant num. cliar. — I, et qui- 
dem pro M = 3 improprium, in tribus rcliquis vero (quando M = 0.4,7) ta- 
les forma-s positivas omnino dari non posse. 



Circa repraesentationcs proprias formarum binariarum per ternariam 
XX+yy-\-XX = f, e theoria generali in art. 2S2 tradita colliguntiu haec: 

I. Forma binaria <p pcr / propric repraesentari nequit, nisi fuerit forma 
positiva primitiva, aUpie —1 i.e. det. formae f ipsius uumerus characteristicus. 
Quarc pro detcrminantc positivo, nec non pro ncgativo — M, quando M est vcl 
per 4 divisibilis vcl formac 8w-f-7. nullae formac binariac pcr / proprie reprae- 
sentabiles dantur. 

II. Si vcro cp = (p, q. r) est forma positiva primitiva determinantis — M, 
atque — 1 nuraerus charactcristicus fonnae <p. adeoquc ctiam oppositae (p, — q, ry. 
dabuntur repraescntationes propriae formac ? pcr / ad quemlibet valorem datum 
cxpr. v'— il>. — q. r) pertinentes. .Scilicet omnes coeffitientes formae ternariae g 
det. — 1 [axt 2S3) ncccssario fient intcgri, g vcro forma dctinita, adeoquc ipsi / 
ccrto aequivalens (art. 2S5, I). 

III. Multitudo omnium repraescntationum ad eundera valorem expr. 
y — (/>, — q, r) pcrtinentium in omnibus casibus, praeter M = 1 et M — 2, per 
art. 283, 111 aequc magna cst ac midtitudo transformationum formae / in g, 
adeoque, per art. 285, = 4S; ibinde patct, si una repraesentatio ad valorem 
datum pertinens habeatur, 47 reliquas inde derivari, valores ipsorum x. y. s 
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omnibus quibus ticri potcst moclis tum iuter se permutando tuiu si^nis oppositis 
afficiendo; quare omnes 4 8 repraesentationcs unicam decompositioncm formae <p 
in tria quadrata producunt, si ad quadrata ipsa tantum. ncque ad ipsorum ordi- 
nem radieumve signa rcspicitur. 

IV. Posita multitudinc omnium numcrorum primorum imparium diverso- 
rum ipsum 3/ inetieiitium — u. haud difficile ex art. 233 concluditur , multitu- 
dinem omnium valorum divcrsorum exprcssionis \/—{p, — q. n ( mod.il/) fore 
-= 2'*, e quibus pcr art. 2S3 semisscm tantum considcrare oportet (quando 3/>2). 
Quarc raultitudo omniuin repraesentatiouum propriarum formae -f per / erit 
= 48. — 3.2 fl+s ; multitudo auU;m discerptionum diversarum in terna 
quadrata = I*" 1 . 

Ex. Sit 9 — I 9 tt -f- 6 t u -f- 4 1 « « , adcoquc il/ = 7 7 0 ; hic: quatuor valo- 
rcs sequcntes expr. ^—(19. —3, 4t)(mod.770) considerare oportct 'art. 2S3; : 

39, 237), (171, —27), (269, —83), (291, — 127). Ut inveuiantur repraesenta- 
tiones ad valorem (39, 237) pertiuentes, primo cruitur forma ternaria (•*• 'J. 1 ]) — <?. 
in quam pex praecepta artt. 27 2, 27 5 f transire invenitur per substitutioncm 

j— i!_*!_?j unde habetur repraesentatio formae 9 per f haec: 

x = t — 6«. y =■ — Zt — 2«. z = — 3f — u 

repracsentationes 17 reliquas ad eundem valorem pertinentes, quae ex horum 
valorum permutatione signorumquc convcrsionc oriuntur, brevitatis caussa non 
adscribimu». Omnes vero 48 repraesentationes eandcm discerptionem fortnae <p 
in tria quadrata 

tt— 12f«+36MM. 9ff+l2fM+4«M. 9tt+6tu-\-uu 

producunt. 

Prorsus simili modo valor (171, —27) suppeditat discerptioncm iu quadraUi 
^f-r-Si*)*. (3r — 4«)*, tt; valor (269, —83) hanc (f+6«) , - r -(3/+«) , -f-(3/— 2«;*; 
denique valor (291, — 127 1 hanc ( t 2 u)* -\- t 4 u)* -{- (Z t — 4«}*; singulac 
liae decompositiones 4S repraesentationibus acquipollcnt. Praetcr has 192 
repraescntationes autem , sivc quatuor discerptiones , aliae non dabuntur . quum 
770 pcr nullum quadratum divisibilis sit, adeoque repraescntationes inipropriae 
exstare non possint. 
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290. 

De formi8 detenninantis — 1 et — 2, quae quibusdam cxceptionibus obno- 
xiae erant , paucis seorsim agemus. Praemittimus observationcm generalem . si 
<p , <p' sint formae binariae aequivalentes quaecunque , (Hj transformatio data il- 
lius in hanc , ex combinatione repracscntationis cuiusvis formae <p per aliquam 
ternariam / cum substitutione (8) prodirc repraescntationem formae <p' per /; 
porro cx rcpraesentationibus propriis ipsius <p hoc modo oriri repraesentationes 
proprias formae <p', e diversis diversas , denique e cunctis cunctas. Haec omnia 
per calculum facillime comprobantur. Quare una formarum <p, <p' totidem modis 
per / repraesentari potcrit ac altera. 

L Sit primo <p = ff-r-wtt . atque <p' forma quaecunque alia binaria po- 
sitiva det. — t , cui itaque <p aequivalebit ; transeat <p in <p' pcr substitutio- 
nem t = at'+6u\ u = yf'-|-oV. Forma <p repraesentatur per ternariam 
/ — zz-\-yy-\-zz poncndo x = t, y = u, z = 0; permutando j, y, z hinc 
cmergunt stx repraesentationes , et e singulis rursus quatuor mutando signa ip- 
sorum t. u, ita ut omnino 24 repraesentationes diversae habeantur, quibus unica 
discerptio in tria quadrata acquipollet et praetcr quas alia.s dari non posse facilc 
perspicitur. Hinc concluditur, etiam formam <p' unico tantum modo in tria qua- 
drata decomponi posse, puta in (ar'+6V)*, {yt'-\-$u')* et 0, quae discerptio 
24 repraesentationibus acquivalct. 

II. Sit <p = ff-f-2M«. <p' quaecunque alia forma binaria positivadet. — 2, 
in quam <p transeat per substitutionem t = at'-\-1)u', u = yt'-\-iu. Tunc 
simili modo ut in casu praec. concluditur, <p, et proin etiam <p', unico tantum 
modo in tria quadrata disccrpi posse, puta <p in tt-\-uu-\-uu, atque <p' in 
(af'-f-6ii')*- T -(-)'f'H-8tt') , -j-(Yf'-f-^ii')*; talcm decompositioncm 24 repraesen- 
tationibus aequipollere facile perspici potest. 

Hinc colligitur, formas binarias determinantium —I ct —2 respectu mul- 
titudinis repracscntationum per ternariam xx-\-yy-\-zz cum aliis formis binariis 
omnino convenire; quum enim in utroque casu fiat ji = 0, formulain art. praec 
IV, tradita utique producit 24 repracscntationes. Batiohuius rei est, quod duae 
exceptiones , quibus tales formae obnoxiae erant . se mutuo compensant. 

Theoriam generalem repraesentationum impropriarum in art. 284 explica- 
tom ad fonnam xx-\-yy-\-zz applicare. broitatis gratia supersedemus. 
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291. 

Quaestio de invcnicndis omnibus repracsentationibus propriis «umm positivi 
dati M per formam xx-\-yy-\-zz primo per art. 2S1 rcducitur ad investigatio- 
nem repraesentationum propriarum numeri — 3f per formam — xx — jf]f — zz 
— f \ hae vero per praecepta art. 280 ita eruuntur: 

L Evolvantur omnes classes formarum binariarum determinantis — 3/. 
quarum fprmae per XX + YY-\- ZZ= F (cui formae ternariae adiuncta est /) 
proprie repraesentari possunt. Quando 3f = 0 , 4 vel 7 (mod. S) , tales classes 
per art. 2SS non dantur, adeoque 3f in tria quadrata, quae divisorcm communem 
non habeant, discerpi nequit *). Quando vero 3f == 1, 2, 5 vel 6, dabitur genus 
positivum proprie primitivum , et quando 3f = 3 , improprie primitivum . quod 
omnes illas classcs complectetur: designemus multitudincm harum classium per k. 

II. Eligantur iam ex hisce classibus k formae ad lubitum, e singulis una. 
quae sint 'f, <p', <f" etc; invcstigentur omnes omnium repraesentationcs propriae 
per F. quarum itaque multitudo erit 3.2 |X+S A: — K. designante u multitudi- 
nem factorum primorum (imparium) ipsius 3f; denique e quavis huiusmodi re- 
pracscntatione ut 

X = »/+»«, Y=m't+n'u, Z = m"t+n"u 

dcrivetur repraescntatio ipsius 3f pcr xx-\-yy-\-zz haec 

x = m'n — m"n. y = m"n —mn", z — m n — mn 

In complexu harum K repraesentationum , quem per il designemus, omnes re- 
praesentationes ipsius 3f necessario contentae crunt. 

III. Supcrcst itaque tantummodo, ut inquiramus , num in 2 repraesen- 
tationes iden ticae occurrere possint; ct quum ex art 2S0, III iamconstet, cas 
repraesentationes in 2, quae e formis diversis e.g. ex <p et <p' derivatae sint, ne- 



= 3 (raod. s) ; lumtnt duorum imparium cum uno pari vel = 2 vel = s ; tumma unius imparis cum duobus pa- 
ribus vel = | vel = t| denique summa trium pariura vel = o rcl = 4 ; sed in casu postremo repracscntatin 
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cessario diversas esse, sola disquisitio restat, an rcpracscntationes diversae eius- 
dcni formae , e. g. ipsius f , per F, repraesentationes identicas numeri M per 
xx-{-ytf-\-sz produccrc possint. Iam statim manifestum cst. si intcr rcpracsen- 
tationcs ipsius 9 rej»criatur haec 

X = mt-\-nu, Y—m't-\-n'u. Z — m"t-\-n"u . . . r 

inter ciisdeni fore hanc 

X -= — m t — n u . Y = — m't — n'u . Z — — m"t — n"w . . . fr) 

atquc cx utraque derivari eandcm rcpraescntationcm ipsius M, quac dcsignctur 
per (R); examinemus itaquc, num eadem tli) ex aliis adhuc repraesentationibus 
formae <p scqui possit. Ex art.2S0. IIT facile dcducitur. statuendo ihi / = 'f , 
si omncs transforniationcs propriae formac 'f in sc ipsam exhibcantur pcr 

t = at-\-1iu, u — yt-\-cu 
omncs cas repraesentationcs formac tp, c quibus R sequatur. exprcssum iri per 

Jt = (tm-\-yn)t -\- ftf »1 -J- c n u 
g = [am'-\-yn')t -\- 6m'-\-Cn' u 
z = (ai»"+ 7»"; ^+ (ljm"-M«" « 

At c theoria transformationum formarum binariarum dct. negativi in art. 17» 
cxplicata scquitur , in omnibus casibus praeter M — 1 et M = 3 , duas tan- 
tumtiiodo transformationes proprias formae ?p in se ipsam dari, puta a, 6*, y, C 
- |, 0, 0, ] ct = — I. 0, 0, — I rcsp. iquum cnim 'f sit forma primitiva. id 
quod in art. 179 dcsignabatur pcr m, erit vel 1 vel 2. et proin, praeter casus cx- 
tcptos. certo (1) locum ibi habebif . Quare (R) e solis r. r provcuirc potcrit, 
adcoque quacvis rcpracscntatio propria numcri M bis ct non plurics in 12 repe- 
rictur. ct multitudo oranium repraess. propriarum diversarum ipsius M erit 
1 A' = :\.2* + *k. 

Quod attinet ad casus cxceptos, multitudo transformationum propriarum 
formae <y in sc ipsam per art. 1 7» erit 4 pro M—i, ct 6 pro 3/= 3; reveraque 
facilc confirraatur, multitudincra repraesentationum propriarura numcrorum I. 3 
esse | A\ \K resp.; scilicet utcrque numerus uuico tantura niodo in tria qua- 
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drata discerpi potcst, 1 in 1+0 + 0, 3 in 1 + 1 + 1, discerptio ipsius 1 sup- 
peditat sex, discerptio ipsius 3 octo repraesentationcs diversas; K vero fit = 24 
pro M= 1 (ubi u = 0, *=l) et =48 pro AT=3 (ubi ji= 1. k— I). 

Ceterura observamus , si A dcsignet rnultitudinem classium in gencre prin- 
cipali, cui multitudo claasiutn iu quovis alio genere proprie primitivo per art. 252 
aequalis est, fore k = h pro M — 1, 2, 5 vcl 6 (mod. 8), sed k = \h pro 
M = 3 (mod. 8), unico casu M = 3 exccpto, ubi k = h = \. Pro numeris itaque 
formae Sn + 3 multitudo repraesentationum generaliter est = 2*+*h. quum in 
numero 3 duae exceptioncs sese compeusent. 

292. 

Discerptiones numcrorum (ut formarum binariarum supra) in tria quadrata 
a repraesentationibus per formam xx-\-yy +*- ita distinguimus, ut in illis ad 
solam quadratorum magnitudinem . in his vero insuper ad ipsorum ordinem radi- 
cumquc signa respiciamus, adeoque repracsentationes x — a, y — b, t = c, et 
x = a\ y = b\ x =■ c pro diversis habeamus, nisi simul a = a, b = b\ c = c'\ 
discerptiones autem in aa + &6 + cc et in a'a'+4'6'+ c'c pro una, si nullo 
ordinis respectu habito haec quadrata illis aequalia sunt. Hinc patet , 

I. Discerptionem numeri M in quadrata aa-\-bb-\-cc aequiiwllere 4S 
repraesentationibus, si nullum sit = 0 omniaque inaequalia; 24 autcm, si vel 
unum = 0 reliqua inaequalia, vel nullum = 0 atque duo inter se aequalia. Si 
vero in discerptione numeri dati in tria quadrata duo ex his sunt = 0, aut unum 
= 0 reliqua aequalia, aut omnia aequalia, repraesentationibus 6, aut 12, aut 8 
aequivalens erit; sed haec evenire ncqueunt nisi in casibus singularibus, ubi M= 1 
aut 2 aut 3 resp., siquidem repraesentationes esse debent propriae. His exclusis 
supponamus, multitudinem omnium discerptionum numeri M in terna quadrata 
.divisoris communis expertia) esse E, atque inter has reperiri e in quibus unum 
quadratum 0, et e in quibus duo quadrata aequalia; illae etiam tamquam dis- 
cerptiones in bina quadrata, hae tamquam discerptiones in quadratum et qua- 
dratum duplum spectari possunt. Tunc multitudo omnium repraesentationum 
propriarum numeri M pcr xx-\-jfjf-\-xz erit 

= 24 {<?+«') + 48 {E — e — e'\ = 48£ — 24(«+«"| 

t 
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At e theoria forraarum binariarum facile deducitur, e fore vel =0 vel = 
prout — 1 sit non-residuum vel residuum quadraticum ipsius M, nec non e = 0 
vel = 2 1 *"" 1 , prout — 2 non-residuum vel residuum ipsius M, denotante ji 
multitudinem factorum primorum (imparium) ipsius M (v. art. 162; expositionem 
uberiorem hic supprimimus). liiiic facile colligitur, fore 

E = 2*~*k, si tum —1 tum —2 sit N.R. ipsius M; 

E =■ 2 1 * - 2), si uterque numerus sit residuum; denique 

E —a 2P-~*(k-\- 1), si alter residuum sit alter non-residuum. 

In casibus exclusis M = 1 et M=2, haec formula praeberet E = i , quum esse 
debeat E = 1 ; pro M = 3 autcm recte provenit E = 1 , exceptionibus se 
mutuo compensantibus. 

Si itaque M est numerus primus, fit [i = 1 , adeoque E = t{k-\-i, 
quando M = 1 (mod. 8}; E = \ {k-\-\) quando M = 3 aut = 5. Ilaecce theo- 
remata specialia ab ill. Le Gendre per inductionem detecta et in commcntatione 
egregia iam saepius laudata Hist. de TAc. de Paris 1785 p. 530 sqq. prolata fue- 
runt, etsi sub forma aliquantum diversa, cuius rei ratio imprimis in eo est sita. 
quod aequivalentiam propriam ab impropria non distinxit, et proin classes oppo- 
sitas commiscuit. 

II. Ad invcntionem omnium discerptionum numeri M in terna quadrata 
sine div. comm.) non opus est, omnes repraesentationes proprias omnium forma- 
rum <p, <p\ 'f" eruere. Primo enim facire confirmatur, omnes (48) repraesenta- 
tiones formae ? ad eundem valorem expr. \/ — ' p, — q. r) pertinentes (statuendo 
<p = [p. q, r)) discerptionem eandem nutneri M praebere, adeoque sufficere, si 
una ex illis habeatur, sive quod eodem redit, si tantummodo omnes diversae 
discerptiones *) formae ? in terna quadrata conscriptae sint , et perinde de reli- 
quis <p', <p" etc. Dein si tp est e classe non ancipite, eam formam, quae e classe 
opposita clecta est, omnino praeterire lieebit, sive e binis classibus oppositis uni- 
cam considerare sufficit. Quuni enim prorsus arbitrarium sit, quaenam forma e 
singulis classibus eUgatur, supponamus e classe opposita ei in qua est <p eligi 
formam ipsi 9 oppositam , quae sit = y. Tunc nullo negotio perspicitur , si 

1 

") Semper «ubintelli|{i-mlum prapriat, ni hanc expre*«ioneni a rvpraetenUtionibu» ad diacerptionus 
Irumferrc lubcU • 
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discerptiones propriae formae ? indefinite exliibeantur per 

oranes discerptiones formae f' expressum iri per 

{(ft — hu)* + [gt - hu? + {ft- *V 

ncc non ex his easdem discerptiones numeri M derivari ut ex illis. Denique 
pro eo casu ubi <p est forma c classc ancipitc , attamen neque e classe principali 
neque formae (2, 0, ±M) aut (2, 1, \{M+ I )} aequivalens (prout M par aut 
impar), e valoribus cxpr. \j — (p, — q. r) semissem omittere licet; sed brevitatis 

caussa hocce compendium fusius hic non explicamus Ceterum iisdem com- 

pendiis etiam uti possumus , quando omnes repraescntationes propriae ipsius M 
per xx + jrjp -f" ** desiderautur , quum hae e discerptionibus faciltime evol- 
vantur. 

Exempli caussa investigabimus omnes disccrptiones nuraeri 770 in terna 
quadrata, ubi ji = 3, e = e = 0, adeoque E = 2k. Per classificationem for- 
marum binariarum positivarum determinantis — 770, quam quoniam a quovis ad 
normam art. 231 facilc condi potcst brevitatis gratia non adscribimus, invenitur 
classium positivarum multitudo r— 32, quae omnes sunt propric primitivae et in- 
ter 8 genera distribuuntur, ita ut sit Ar=4, et proin E = 8. Genus, cuius nu- 
merus characteristicus — I, rcspcctu numerorum 5, 7. II manifesto characteres 
particulares Rb; Nl; Nll habere debet, unde per art. 263 facile concluditur, 
ipsius charactei-em respectu numeri S esse debere 1^/3, 8. Iam in eo genere, 
cuius character 1 et 3, 8; Rb; Nl ; Nl 1 , quatuor classes reperiuntur. pro qua- 
rum repraesentantibus cligimus formas (6, 2, 129), (6, — 2, 129). (19, 3, 41), 
19, —3. 41); classem secundam vero et quartam reiicimus, utpote primae et tcr- 
tiae oppositas. Quatuor discerptiones formae (19, 3, 41) iam in art. 289 tradidi- 
mus, e quibussequunturdiscerptiones numeri 770 in 9+361-f-400, 16-f-25-|-7 29, 
81 +400-4-289, 57 6 -f- 169 -f- 25. Simili ratione inveniuntur quatuor discerptio- 
ne» formae 6fr-f-4 fu-f- 129«« in 

,r — S«) , -f-(2f-f-w} , -f-(f+8wj , t [t— lOuf+itt+buY+lt+iuf 
2t -5«; , -Hf-f-10«} , -f-(f-f-2«) , . [U+7uf+(t — Buf+it— 4«)* 

44* 
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resp.evaloribusexpressionis ^-{6,-2, 129) hisce oriundac {48, 369), (62,— 149), 
(92, — 159), (202,61); unde prodeunt discerptiones numeri 770 in 225+256+289, 
l-f 144 + 625, 64 + 81+625, 16 + 225 + 529. Praeter has octo discerptiones 
aliae non dantur. 

Quae ad discerptiones numerorum in terna quadrata divisores communes 
habentia attinent, tam facile c theoria generali art. 281 sequuntur, ut non opus 
sit huic rei immorari. 

Drmoiutratie thrnrcmatum Frrmattatwrum . qnrmvU intryrum m trrs numtrot ImjonaUt rel quatuor quadrata 

diirrrpi postr. 

293. 

Disquisitiones praecedcntes ctiam suppeditant demonstrationem theorematis 

quod a Fermatio olim inventum est, sed cuius demonstratio rigorosa hactenus de- 
siderabatur. Manifestum est , quamvis disccrptionem numcri M in trigonales 

4.r(.r+l) + j.yCy+l) + 4z(*+l) 
producere discerptionem numeri 8 M + 3 in terna quadrata imparia 

(a*+!)»+( 23r +l)»+(j*+l)« 

et vice versa. Quivis autem numerus integer positivus 8JW+3 per theoriaiu prae- 
cedentem in tria quadrata resolubilis est, quae necessaria erunt imparia (V. annot. 
art. 291 ,; resolutionumque multitudo pendet tum a multitudine factorum primo- 
rum ipsius 8 31+ 3, tum a multitudine classium, in quas formae binariae deter- 
minantis — (SAf+3) distribuuntur. Totidcm discerptiones numeri M in ter- 
nos trigonalcs dabuntur. Supponimus autem, \x{x-\- 1) pro valore quocunque 
integro ipsius x tamquam trigonalcm spectari; quodsi magis placeret cifram ex- 
cludere . thcorema ita immutare oporteret : Quivis integer positivus vel ipse tri- 
gonalis ost, vcl in duos vel in tres trigonales resolubihs. Similis mutatio in theo- 
remate sequente facienda essct , si cifram a quadratis excludere placeret. 

Ex iisdem principiis demonstratur aliud Fermatii theorema, quemvis nume- 
rum integrtm positivum M quatuor quadrata decomponi posse. Subtrahendo a nu- 
niero formae 4«+2 quadratum arbitrarium (illo numero minus). a numero formae 
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4n+l quadratum par, a numero formae 4 »+3 quadratum impar, residuum in 
omnibus his casibus in tria quadrata resolubile erit, adeoque numerus propositus 
in quatuor. Denique numerus formae 4n exhiberi potest per 4^ ita ut N ad 
aliquam trium formarum praeccdentium pertineat : resoluto autem ipso N in qua- 
tuor quadrata, etiam A>'N resolutus erit. A numero formae 8n-f-3 etiam sub- 
duci potest quadratum radicis pariter paris, a numero formae 8n-f-7 quadratum 
radicis impariter paris, a numero formae Sn-f-4 quadratum impar, residuumque 
in tria quadrata resolubile erit. Ceterum hocce theorema iam ab ill. La Grange 
demonstratum erat. Nouv. Mhn. delAc. de Berlin 1770 p. 123, quam demonstra- 
tionera (a nostra prorsus diveraam) fusius explicavit ill. Euler in Actis Ac. Petr. 

Vol.lI.p.AS. Alia Fermatii theoremata quae praecedentium quasi continua- 

tionem constituunt, quemvis numerum integrum in quinque numeros pentagonales, 
sex hexagonales, septem heptagonales etc. resolubilem esse, demonstratione hac- 
tenus carcnt, aliaque principia requirere videntur. 

SM (UKiuatirmu axx + *yy + ctt = o. 
294. 

Theorkma. Designantibus a, b, c numeros inter se primos, quorum nullus ne- 
que — 0 neque per quatlratum divisibilis, aequatio 

axx-\-byy-\-czz = 0 . . . (fi) 

resolutionem in integris non admittet [praeter hanc x = y = z = 0 ad quam non 
respicimus) nisi — bc, — ac, — ab resp. sint residua quadratica ipsorum a, b, c, at~ 
que hi numeri signis inaequalibus affecti; his vero quatuor conditionibus locum 
habentibus, (U) tn integris resohtbilis erit. 

Dem. Si (U) per integros omnino est resolubilis, etiam per tales valores 
ipsofum x, jf, z resolvi poterit, qui divisorem communem non habent; nam valo- 
res qiucunquc , aequ. S2 satisfacientes , etiamnum satisfacient , si per divisorem 
communem maximum dividuntur. lam supponendo app-\-bq q-\-crr = 0. at- 
que p, q , r a divisore communi liberos, etiam inter se primi erunt; si enim q, r 
divisorem communem |i haberent, hic ad p primus esset, autem metiretur 
ipsum app adeoque etiam ipsum a, contra hyp. ; et perinde p, r; p, q inter se 
primi erunt. Repraesentatur itaque — app per formam binariam byy + czz. 



tribuendo ipsis y, z valores inter se primos q, r; unde illius determinans — bc 
residuum quadraticum ipsius app adeoque etiam ipsius a erit (art. 1 54} : eodem 
modo erit — acRb, — abRc. Quod vero (Q) resolutionem admittere non pos- 
sit. si a, b, c idem signum habeant, tam obvium est, ut explicatione non egeat. 

Deraonstrationem propositionis inversae. quae theorematis partem secundam 
ronstituit, ita adornabimus, ut primo formam ternariam ipsi l' c „) ■ ■ ■ f aequi- 
valentem invenire doceamus, cuius coefficientes 2. 3, 4 per abc divisibiles sint. 
unde secundo solutionem aequalionis (Q) deducemus. 

L Investigentur tres integri A, B, C a divisore communi liberi, atque 
ita comparati, ut A primus sit ad b et c; B nd a et c; < ' ad a et b; 
aAA-\-bBB-{-cCC autem per abc divisibilis, quod efficietur sequenti modo. 
Sint 31, 3J, <5 resp. valores expressionum \j— fcc(mod.a), y — ac(mod. 6}, )j—ab 
mod. c) , qui necessario ad a, b, c resp. primi erunt. Accipiantur tres integri 
a, b, c omnino ad lubitum , modo ita ut ad a, b, c resp. primi sint [e. g. omnes 
= 1), determinenturque A. B, C ita ut sit 

A = bc(mod.ft) et =c5(mod.c) 
B = ca(mod.c) et =o2t(mod.a) 
C = o6(mod.a) et =6©{mod.i) 

Tunc fict 

a AA + bBB + cCC== aa {bWK + cbb) = oa{69t2l — 2I91&) = 0 (mod.a) 

sive per a divisibilis, et perinde per b, c. adeoque etiam per abc divisibilis erit. 
Praeterea patet. A necessario fieri primum ad b et c; B ad a et c ; C ad a el b. 
Si vero hi valores ipsorum A, B. C divisorem communem (maximum) |t impli- 
cant . hic manifesto ad a, b, c adcoque ad abc primus erit; quare illos valores 
per [i dividendo novos obtinebimus. qiu divisorem communem non habeBunt. 
valorem ipsius aAA + bBB-\-cCC etiamnum per abc divisibilem producrent, 
adeoque omnibus conditionibus satisfacicnt. 

II. Numeris A, B, C, hoc modo determinatis . etiam Aa, Bb, Cc divi- 
sorem communem non habebunt. Si enim haberent div. comm. u. hic necessario 
primus essct ad a (quippe qui tum ad Bb tum ad Cc primus est et similiter ad 
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b et c\ quare v etiani ipsos A, B, C metiri deberet, contra hyp. Inveniri potc- 
runt itaque integri o, 6\ y tales, ut sit aAa + 6.B6 + y Ce = 1 ; quaerantur 
insuper sex integri a, 6". y, o", 6". 7" tales. ut sit 

gy _ yr = ^ a , Y ' a -_ «y — £ 6 , a 'g"_ 6*0" _ CV 

lani trauseat / per substitutionem 

1 

a , a', a" 
0\ 6", o"' 

T. Y- 1 • 
in f«, in^ _^ / quae ips j y aequivalens erit), dicoque m'. m", n per abc di- 
visibilcs fore. Ponatur enim 

$"y — y'6 = 4', r "o — o"y = £'. o"6* — 6"o = C 
*y'-yG'=A", ya'-ay = B", o6"-6V = C" 

eritque 

o' = B"Cc—C"Bb, 6" _ CAa — A"Cc, y = 

o" = C'Bb-B'Cc, V = ACc-CAa, y" = BAa- ABb 

Quibus valoribus in aequationibus 

m' - a o'o' + 6 6*'6"+c 77' 
«" = ooV+6d*6"+c7Y 
» = aa'a"+ 6 tf^+c 77" 

substitutis, fit. secundum modulum a, 

m = 6c^"(BB6+C6'c) = 0 
«"= 6dV(.B.B6+CC?c) = 0 
» = bcA'A" [BBb+CCc) == 0 

i. «?. »»', m", n per a divisibiles erunt; similiquc modo iidem numeri per b, < 
adeoque etiam per a&c divisibiles inveniuntur. Q. P. 



UL Ponamus, concinnitatis caussa, determinantem formarum /, g. i. e. 
numerum —abc = d, 

md = M, m=M'd, m=M"d. n = Nd, ri = N', n" = N" 
patetque, / transire pcr substitutioneni (S) 

ad, a, a 
Gd, tf. 6" 

r* i f 

in formam ternariam ( j^rf v"»?) = j/ determinantis d s , quae itaque sub / 
contenta erit. Iam dico, huicformac g necessario aequivalere hanc fy *) = «7". 
Patet enim. [%■'*'>'*"») = 9* fore formam tcrnariam determinantis 1 ;. porro 
quum per hyp. a, b, c eadem signa non habeant, / erit forma indefinita. undc 
facile concluditur, etiam g et g" indefinitas esse debere; quare g m aeqnivalebit 
formae (}' J' J) (art. 277}, potcritque transformatio (S') illius in hanc inveniri; 
manifcsto autem per (8') forma g transibit in g". Hinc etiam g" sub / con- 
tenta erit, et ex combinatione substitutionum (S), (S') deducetur transformatio 
formae / in g" . Quae si fuerit 

l, l\ 8" 
e, e', l" 

C, C\ C" 

manifestum est, duplicem solutionem aequationis (Q) haberi, puta x=c", y=s. 
2 = 4'. et x = 8", y — e", z = 4"; erimul patet, neutros valores simul = 0 
evadere posse, quum necessario fiat 

Ser+m+c^C-SeT-^eC-cYi; = d. Q. E. S. 

* 

Exemphm. Sit aequatio proposita 7 xx — \bgy + 2Szz — 0. quae rc.so- 
lubilis est, quia 345127. — 161 1215, 1051223. Habentur hic valores ipsoruni 
X, $J, 6 hi 3, 7, 6; faciendoque a = b_^ = 1 invenitur A = 98, B = —39. 
C = — 8. Hinc cruitur substitutio i! *!— t«j per quam / transit in 
, nu, i44... -tj« S) _ Hinc fit "***' 

— 1*1», -1J46, 47J&' * 

( 7I4S. S, II, 

' I I.3JC. I», -,V 9 ' -». -M4M, 4»1»J 
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Fornia transire invcnitur in ([' *» J) per substitutionem 

j-mo' -««••! — snl . . . (S') 

I — IJ.1, — JJI, —114' 

qua cum (<S) combinata prodit haec: j - !''!'""^} I M ' r q unm f transit in tf". 
Habcmus itaquc du]>licem ncquationis proposituc solutioncm x = 11, y = 9, 
z ss 4, et *= 12, jf s — 9, r = 3; posterior siiuplicior redditur dividendo 
valores per divisorem cominunein 3 , unde x = i, y = — 3 , jr — 1 . 

295. 

l'ars postcrior tbeorematis art. praec. ctiam sequeuti modo absolvi potest. 
Quacratur integer h talis, ut sit ah = S(mod.c), (characteres 31. 53, 6 eadcm 
mjgnificatione accipimus ut in art. pracc), tiatquc «A/i + fc — ci. Tunc facile 
pcrspicitur, i fieri integruui. numerumque — ab esse determinantem formae 
biuariae [ac, ah, i) Ilaec forma ccrto non erit positiva (quum enim pcr 

byp. a, b, c eadem signa non habcant , ab ct ac simul positivi essc ncqucunt); 
porro habcbit numcrum characteristicum — 1, quod syntheticc ita demonstramus: 
Determinentur integri e, e ita ut sit 

e = O(niod.a) et = 33(mod.6); ce = 2l(mod.a) et = A23(mod.fc) 
eritque [e, e") valor expr. \J— ,ac, ah, i, mod. — ab). Nam secundum modulum a erit 

ee = 0 = — ac. ee' = 0 = —ah 
ccee = 2121 = — bc = —cci adcoquc e'e = — » 

secundum modulum 6 autcm erit 

ee = 8333 = — ac. cee = A 53 33 — — ach adcoquc ee = — ah 
ccee = AA3393 = — achh = — cci adcoque ee = — i 

eaedem vero tres congruentiae , quae secundum utrumque modulura a. b locum 
habent, ctiam secundum modulum ab valcbunt. Hinc per theoriam formarum 
ternariarum facilc concluditur. 9 rcpraescntabiicm esse pcr formam (~ J'J' J); 
sit itaque 

actt + 2ahtu + iuu = — {at+tiuf + 2(yt+&u)(tt + C > u) 

45 
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eritquc, multiplicando per c, 

a{ct + hu)*+buu = — c[at+$u)* +1c{yt-\-t>u){tt-\-t 9 u) 

Hinc patct, si ipsis t, u tales valores dctcrminati tribuantur, ut vcl yf-f-o*u, 
vcl e *-(-£» fiat —0, habcri solutioncm aequationis Q, cui igitur satisfiet tum per 

x = cc — yh, y — y, : = ac — Gy 

tum per 

x = t,c—%h, y = e, * = a£ — 6*e 

simul manifcstum cst. ncque illos valores nequc hos simul =0 ficri posse; si 
enim cc — yh = 0, y = 0, fieret etiam 6=0 atque 9 = — {at-\-t}u)*, unde 

ab = 0 contra hyp., et perinde de alteris In exemplo nostro invenimus for- 

mam <p hanc (161, —63, 24), valorem cxpr. \j— <p(mod. 105) = (7, — 51), at- 
quc rcpracscntationem formae <p per ( — J* *• J) hanc, 

<f — — (13 f — 4m)*H-2(11 f — 4«)(15r— 5m) 

hinc prodcunt solutiones x = 7, y = 1 1, sr = — 8; ar = 20, y = 15, * = — 5. 
sivc dividendo per 5 et negligendo signum ipsius x = 4 , y = 3 , z=l 

Ex his duabus methodis aequationcm Q solvendi postcrior co praestat. 
quod plerumque pcr numeros minores absolvitur; prior vero, quae etiam per 
varia artificia hic silentio praetereunda contrahi potest, elegantior videtur ea im- 
primis ratione , quod numeri a, b, c prorsus eodem modo tractantur, calculusque 
pcr horum pcrmutationcm quamcunque nihil mutatur. Hoc secus se habet in 
methodo secunda, ubi calculus maxime commodus plcrumquc provenit. si pro a 
accipitur minimus , pro c maxiraus trium numerorum datorum , uti in exemplo 
nostro fecimus. 

Dt metkttda per quam ill. Le (tendrt thtorema fundamentalr traeUusit. 

296. 

£lcgans theorema in artt. praecc. exphcatum primo inventum est ab ill. Ix? 
(iundre, Hist. dc TAc. de Paris 17 84 ^.507, atque demonstratione pulcra {a dua- 
bus nostris omnino diversa) munitum. Simul vero hic egregius geometra hoc loco 
operam dedit, demonstrationcm propositionum, quae cum thcorcmatc fundamentali 



Digitized by Google 



solctio aeqcatioxis axx-\-byy-\-cz% = 0. 



355 



Sect. praec. convcniunt. inde derivare, quam ad hunc scopum non idoneam nobis 
videri iam supra declaravimus, art. 151. Hic itaquc locus erit , hanc dcmonstra- 
tionem (per se valde elegantem) breviter exponendi iudiciique nostri rationes ad- 
iungendi. Praemittitur sequens observatio : Si numeri a, b, c omnes sunt = 1 
\mod.\), aequatio axx-\- byy -f- czz = 0 . . . (2) solubilis esse nequit. Facillirac 
cnim perspicitur, valorem ipsius axx-\-bt/y-\-czz necessario in hoc casu fieri 
vel =1, vel =2, vel = 3(raod. 4), nisi omnes x,y,z simul pares accipian- 
tur; si itaquc 2 solubilis essct, hoc aliter ficri non posset quam per valores parcs 
ipsorum x, y, z, Q. E. A., quoniam valores quicunque aequationi 2 satisfacien- 
tes etiamnum satisfaciunt, si per divisorem communem maximum dividuntur, unde 
necessario ad minimum unus impar prodire debct. Iam casus diversi theorematis 
demonstrandi ad sequentia momenta rcferuntur : 

L Designantibus p, q numeros primos forrnae 4 « + 3 (positivos inae- 
quales). nequit simtd essc pRq, qRp ■ Si cnim possibilc esset, manifcstum est 
statuendo \ — a, — p — b, —q — c, orancs conditiones ad resolubilitatem 
aequationis axx-\- bt/y -\- czz = 0 adimplctas esse (art. 294); eadem vero per 
observationem praec. resolutioncm non admittit; quarc suppositio consistere ne- 
quit. Hinc protinus scquitur propositio 7 art. 131. 

II. Si p est uumerus primus forraae 4 n -f- 1 , q numcrus primus formae 
4«+ 3. nequit simul essc qRp, pNq- Alioquin enim foret —pRq, atque 
aequatio xx-\-pyy — qzz = 0 resolubilis, quae per obs. praec. resolutionera 
respuit. Hinc derivantur casus 4 et 5 art. 131. 

III. Si p, q sunt numeri primi formae \n-\-\, nequit simul esse pRq, 
qNp. Accipiatur alius numerus primus r formac 4« + 3. qui sit residuum ip- 
sius q et cuius non-residuum sit p. Tunc erit pcr casus modo (II) demonstratos 
qRr, rNp. Si itaque esset pRq, qNp, foret qrRp, prRq, pqNr et proiu 

— pqRr. Hinc acquatio pxx -f qyj/ — rzz = 0 resolubiJis esset contra obs. 
praec; quare suppositio consistere nequit. Hinc sequuntur casus 1 et 2 art. 131. 

Concinnius hic casus scqucnti modo tractatur. Designet r numerum pri- 
inum formae 4n-f-3, cuius nou-residuuin sit p. Tunc erit etiara rNp, adeo- 
que fsupponendo pRq, qNp) qrRp, porro — pRq, — pRr et proin etiara 

— pRqr; quare acquatio xx+pyy — qrzz = 0 resolubilis esset contra obs. 
praec. Hinc etc. 

IV. Si p est numerus primus formae 4«-fl. q primus formae 4n-4-3, 

45* 
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nequit simul cssc pRq. qNp. Accipiatur numerus primus auxiliaris r formac 
4w-f-l qui sit non-residuum utriusquc p, q. Tunc crit ( per II ) qNr et (per 
III) pNr; hinc pqRr; si itaque esset pRq, qNp, habcretur ctiam prNq, 
— prRq, qrRp; quarc aequatio pxx — qyg-\-rzz — 0 resolubilis essct. 

Q. E. A. llinc derivantur casus 3 ct 6 art. 131. 

V. Dcsignantibus p, q numcros primos formae 1 » + 3 . ncquit simul 
essc pNq, qNp. Supponcndo cnim fieri posse, et accipieudo numcrum primum 
auxiliarem r formae 4n-f-l, qui sit non-rcsiduum utriusque p, q erit qrRp, 
prRq; porro (pcr II) pNr, qNr, undc pqRr ct — pqRr; hinc aequatio 
—pxx — qgg -f- rzz — 0 possibilis, contra obs. praec. Hinc deducitur casus 
8 art. 1 3 1 . 

297. 

Demonstrationem praec. proprius conteniplando quisque facile intelliget, ca- 
sus I et II ita ahsolutos esse ut nihil obiici pOSttt. At demonsti-ationcs casuum 
rcliquorum innituntur existcutiae numeroruin auxiliariuui , qua nondum dcmon- 
strata methodus manifesto omnein vim ]>erdit. Quae suppositiones, etsi tam spe- 
ciosac sint, ut minus attcndcnti dcmonstrationc nc opus quidcm csse vidcri pOS- 
sit, atque certe theorcma demonstraudum ad maximum probalrilitatis gradum 
evehant, tamen si rigor geometricus desiden?tur, neutiquam gratuito sunt admit- 
tcndac. Quod quidcm attinct nd suppositionem in IV ct V, exstarc numcrum 
primum r formac ln-(-t, qui duorum aliorum primorum datorum p, q non- 
residuuin sit, e Sect. IV r facile concluditur, omnes g nunieros ipso Apq minores ad 
ipsumque primos (quorum multitudo est 2[j) — I ) [q — l i) in quatuor classes 
aequalitcr distribui, quarum una contineat non-residua utriusque p, q, tres reli- 
quae rcsidua ipsius p non-rcsidua ipsius q, non-residua ipsius p rcsidua ipsius 
q, rcsidun utriusquc p, q; et in singulis classibus scmisscm forc niuncros formne 
4n-r-l, scmisscm formae 4n-(-3. Habebuntur itaque inter illos ±(/> — i)(q — 1) 
non-rcsidua utriusque p, q formae 4 n I , qui sint g, g , g" etc: numeri 
— \)(q — I) rcliqui sint /i, h,h" cXc. Manifcsto omncs numcri in formis \pqt-\-g. 
\pqt -\- g , 4 p q t -\- g" ctc. (G) contenti quoque erunt non-residua ipsorum p, q 
formae 4n-(- 1. lain patet, ad suppositionem stabilicndam demonstrari tantum- 
modo dcbere, sub formis (G) certo contineri numeros primos , quod sanc iam pcr 
se valde plausibile videtur, quum hae formac uua ciun his \pqt-\-h, \pqt-\-h' ctc. 
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(H) omnes numeros ad Apq primos adeoque etiam omnes numeros absolute pri- 
mos (praeter 2,p, q) comprehendant , nullaque ratio adsit, quin numerorum pri- 
morum series intcr illas formas aequaliter distributi sint, ita ut pars octava refe- 
rantur ad (G), rcliqui ad (H). Attamen pcrspicuum cst, talc ratiocinium a ri- 
gore geometrico longc abesse. 111. Le Oendre ipsc fatctur, dcmonstrationem 
theorematis, sub tali fornia kt-\-l, designautibus k, l numeros inter se primos 
datos, t indefinitum, certo contineri numeros primos, satis difficilcm videri, me- 
thodumquc obiter addigitat, quae forsan illuc conduccrc possit; multac vcro dis- 
quisitiones praeUminares necessariae nobis videntur, antcquam haccc quidcm via 

ad demonstrationem rigorosam pervenire liceat. Circa aliam vero supjiosi- 

tioncm f 111. mcth. sccunda) dari numcrum primum r formac 3»+ 3, cuius non- 
residuum sit alius numerus primus datus p formac 4 n -f- 1 , ill. Lc Gcndrc nihil 
omnino adiccit. Supra demonstravimus art. 129), numeros primos quorum j.V. R. 
sit p certo dari, scd methodus nostra haud idonea videtur ad existentiam talium 
numerorum primorum qui simul sint formae -1 n + 3 ostcndcndam (ut hic requi- 
ritur ncquc vero in dem. nostra prima). ( eterum veritatem quidem huius suppo- 
sitionis ita facilc probare possumus. Pcr art. 2i>7 dabitur genus positivum forma- 
rum binariarum det. — p, cuius character 3,4; Np; sit (<*, b, c) talis forma 
atqne a impar (quod suppone.re licet). Tum a erit formae 4 «-f-3 atque vcl 
ipse primus vcl saltcm factorem primum r formae 4 n -f- 3 implicabit. Erit au- 
tem —pRa, adeoque etiam — pRr, undc pNr. At probe notandum est. 
propp. artt. 263, 2S7 theoremati fuudamentali inniti, adeoque circulum ritiosum 
fore, si qua huius pars illis su])crstruatur. — — Denique suppositio in methodo 
prima III adhuc multo magis gratuita cst, ita ut non opus sit plura de illa hic 
adiicere. 

Liccat obscrvationem addcrc circa casum V, qui per ntcthodum prncc. qui- 
dem non satis probatur, attamcn per scqucntem commode absolvitur. Si UUc si- 
mul esset pNq. qNp, foret — pRq, — qRp, undc facilc derivatur , —1 esse 
numerum charactcristicum formae (p, o,q), quae proin, (secundum theoriam for- 
marum tcrnariarum) pcr formam xx-{-yy-\-zz repraescntari potcrit. Sit 

pt t + quu =(at+ 6«)* -f- («7-4- 6"«)' + iat + ffu)* 

sive 

aa -f- a'a'-f- a"a" = p, 6 6 -f- 6'tf-f- d "ff' = q , « 6 -f- a'6"-f- aT = 0 
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eruntquc cx acquatt. I et 2, omnes o, a', a", 6, 6\ 6" impares; tum vero ma- 

nifesto acquatio tcrtia consisterc nequit. Haud absimili modo ctiam casus II 

absolvi potest. 

298. 

Pboblema. Designantibus a. b, c numeros quoscunque, quorum tamen nullus 
= 0 : invenire conditiones resolubilitatis aequationis 

axx-\-byg -\-czz — o . . . («>). 

Sol. Sint aa, 66, yy quadrata maxima ipsos bc, ac, ab resp. metientia, 
hatque aa = tiyA, 6fl» = ayB, yc = a6C. Tum A, B, C crunt integri, 
inter se primi; aequatio (u>) autcm rcsolubilis erit vcl non crit, prout haec 

AXX+BYY+CZZ = 0 . . . (Q) 

resolutionem admittit vel non admittit, quod per art. 294 diiudicari poterit. 

Dem. Ponatur £>c = S(aa, ac = 3366, ab = (S.y y, eruntque 21, 33, C 
integri a factoribus quadratis liberi atque 2t = BC, 33 = AC, <E = AB; hinc 
21332 = {ABCf, adcoquc AB C = .421 = £33 = CS necessario integer. Sit 
numerorum 21, AW divisor comm. max. m , atque 2l=y«j, .421 = hm, eritque 
g primus ad h, nec non (quia 21 libcr a fact. qu.) ad m. Iam fit hhm = gAA% 
= ^33£, unde g metictur ipsum hhm, quod manifesto impossibile est, nisi 
g = +\. Hinc 21 = +»«, A = +h, et proin integer, et pcrinde B, C 
integri erunt. Q. E. P. — Quum 21 = B C factorcs quadratos non implicet, 
necessario B, C inter se primicssc dcbebunt; et similiter A ad C et ad B pri- 
mus erit. Q.E.S — Denique patet, si aequationi (Q) satisfaciat X=P, Y=Q, 
Z = R, aequationem (to) resolvi per x = aP, y = 6Q, z = yR; et vice 
versa si huic satisfiat pcr x = p. y = q, z = r, illi satisfieri per X = 67/». 
Y = ayq. Z = a6r, unde vel utraque resolubilis vel ncutra. Q. E. T. 

Rrprartrntatin ttfrar prr fnrmat trrnaria» qiwtcunqnr. 

299. 

Problema Proposita forma ternaria 

f = aXx-\-a'x'x'-\-a"x"x"-\- 2 b xx"-\- 2 b'xx"-\- '2b".vx 
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invenire, an cifra per eam repraesentari possit (per vahres indeterminatarum qui nm 
simul = 0). 

Sol. L Quando a = 0, valorcs ipsorum x, x" ad lubitum assumi possunt. 
patetque ex acquatione 

a'x'x'+ 2 bx'x"+ a"x"x" = - 2 x (b'x"+ b"x') 

x inde valorem determinatum rationalem nancisci; quoties pro x hoc modo 
fractio provenit, oportct tantummodo, valores ipsorum x, x, x" pcr fractionis 
denominatorem multiplicare , habebunturquc intcgri. Unice excludendi sunt 
tales valores ipsorum af, x", qui rcddunt b'x"+b"x' = 0, nisi simul faciant 
a'x'x+2bx'x"+a"x"x" = 0, in quo casu x ad libitum accipi potcrit. Simul 
patet, hoc modo omncs solutioncs possibilcs obtincri posse. Ceterum is casus, ubi 
b' et fc"= 0, huc non pertinet; tunc enim x in / non ingTeditur, sive / est 
forma binaria, cifraeque repraescntabilitas per / e theoria talium formarum diiu- 
dicari debet. 

II. Quando vero non est a = 0, aequationi /=0 aequivalebit haec 
(a x -f- b"x'+ b'xf — A"x'x+ 2Bx'x"— A'x"x" = 0 

ponendo 

6T— a d = A", ab — b'b" = B, b'b'— aa" = A' 

lam quando hic A' '= 0, ncquc vcro B=0, manifcstum est, si ax-\-b"x'-\-b'x" 
atque x" ad lubitum assumantur, x et x' indc rationaliter dctcrminari, et quando 
intcgri non Hant. saltcm multiplicatorem idoneum integros producturum. Pro 
unico valore ipsius x" puta pro x" = 0 valor ipsius ax-\-b"x'-\-b'x" non cst ar- 
bitrarius sed quoque = 0 poni debet; tunc vero x ad lubitum assumi poterit 
valorcmquc rationalcm ipsius x producet — Quando vero simul A" et B = 0, 
patet, si A' sit quadratum =**, acquationem /=0 reduci ad has duas lineares 
(c quibus vel una vel altcra locum habere debet) 

a x -f- b"x'+ (b'+ k) x" = 0 , ax + b"x'+ (b' — k)x" — 0 

si vero (in eadem hyp.) A' est non-quadratus , manifesto solutio aequ. projwsitae 
pendet ab his (quac simul locum habere debent) x" — 0 et ax + b"x = o. 
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(ctcrum vix nccessarium erit observare, methodum in I etiam applicari 
posse, quando a vel a" — 0, methodumque in II, quando A' = 0. 

III. Quando vcro ncc a ncc A" = 0, acquationi / = 0 acquivalct haec 

A"{ax + Vjr+Vx"? - (.4V— Bx")*+ Daafx" = o 

desiguando pcr D dctcrminantcm formae / sive pcr Da numcrum BB — A A". 
Quando D = 0, solutio simili modo sc habebit ut in fine casus praec; scilicet 
si A" cst quadratum = kk, aequ. prop, reducitur ad has 

kax+{kb"—A*)4+{k!t+B)ar= 0, kax + {kb"+ A") x"+ { ktf— B)x" = 0 

si vero A" est non-quadratus , fieri del>et 

« x + b"x+ b'x" » 0 , A V— £ x" = 0 

Quando autcm D non = 0 , reducti sumus ad aequationem 

A"tt— uu + Davv = 0 

cuius possibUitas per art. praec. diiudicari potest. Quodsi haec aliter resolvi 
nequit, quam per t = 0, « = 0, r = 0, manifesto etiam proposita aliam solu- 
tionem non adraittet, qnam hanc x = 0, x' = 0, j?"= 0; si vcro illa aliter 
solubilis est. e valoribus intcgris quibusvis ipsorum t, m, t> derivabuntur per 
acquationes 

a* + AV+4V = t, A"x'-Bx" - «, r 

saltem valorcs rationalcs ipsorum x, x'. x", c quibus, si fractiones involvunt, pcr 
idoneum multiphcatoreni iutegri ehci poterunt. 

Quamprimum autem una solutio aequationis /— 0 in integris inventa est. 
probiema ad casum I rcduci , et perinde ac illic solutiones omncs cxhiberi ]x>te- 
runt sequenti modo. Satisfaciant aequationi / = 0 valores ipsorum x, x', x" hi 
a, d, a", quos a factoribus communibus hbcros suppouimus, accipiantur (j>er 
artt. 40. 279} integri b\ b", 0"'. y, /, y" tales, ut sit 

a(UY-6Y) + «'(«"T-«7' ) + «"(«T'-«'7) = ■ 
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transeatque / per substitutionem 
* = «3* + */+ y/, i' = ojr + f) >+ 7>". .r" = a> + »ry+ y>" ... (5) 

= <w + c>y+ c yy+ 2 «y/+ 2 d>/+ 2 </>y 

Tuuc manifesto crit c — 0, utque g ipsi / acquivalens, umle facile concluditur. 
ex omnihus solutionibus acquationis g = o dcrivari i per &*) omncs solutioncs 
acquationis /— 0 in integris. Iam cx I scquitur, omnes solutiones acqu. g = 0 
contineri sub formulis 

g = — rif>/» + 2 «/></ + c"*/?). ij'—'lz{d"pp+d'i>q), /— 2« (rf/jf +<*></) 

designantibus />, </ integros indefinitos, r numerum indcfinitum. pro quo ctiam 
fractioucs accipi possunt. modo ita ut y,y',y" integri maneant. His valoribus 
ipsorum y.y.y" U) (S) substitutis, omnes .solutiones aequ. /= 0 in intcjiris 
balicbuntur. — Ita e. g. si 

/ — xx-\-xx'+x"x"—\x'x"-\-lxx"-\-*>xx 

atque una solutio aequationis /= 0 babetur r = 1 , x — — 2, x" = 1 : facicndo 
6, 6'. 6", y, f, y* = 0. I, o. 0, II, I prodit 

9 =//+//-«//+12*/ 

Hinc omnes solutioncs aequ. g = (> in integris contentae erunt sub formula 

9 = —s{pp — *Pq + Vl)> jr'=i2:pq. y"=\2zqq 
et proin omnes solutiones acqu. / — 0 sub bac 

X = —s{pp — \pq-^rqq) 
x = 'l:'pp + 1pq + qq) 

.V = — z'pp — \pq—\\qq 

Snlutin grnrrah* arauafinum mdrtrnninatarum trcuudi tjradu* dua* tncngnita* imphcantium 

pcr quantitalr* ratinnatr*. 

300. 

B problemata art. pracc. sponte dcduit BOlutio aequationis indeterminatae 
»i,m + 2bxy + cyy + 2dx-\-2ey +/ s= o 

4« 
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si valores tantummodo rationales desiderantur , quam, si integri postulantur. 
supra (art. 216 sqq.) iam absolvimus. Nam omnes valores rationales ipsorum 
x, y exhiberi possunt per — , ~, ita ut t, u, v sintintegri, unde patet, solu- 
tionem illius aequationis per numeros rationales identicam esse cum solutione 
aequationis 

arr+2 6r« + cMwH-2rfr» + 2<?«vH-/t>t> = 0 

per numeros integros; haec vero convenit cum aequ. in art. praec. tractata. Ex- 
cludi debent eae solac solutiones ubi v = 0; tales autem provenire nequeunt, 
quando bb — ac est numerus non-quadratus. Ita e.g. omnes solutiones aequa- 
tionis (in art. 221 per integros generaliter solutae) 

xx-\- 8j-y+yM-f 2x — 4w+l = 0 

per numeros rationales contentae erunt sub formula 

pp ~ ipv + ri_ _ i_ pp + *p<i + iii 

pp-ipq-\\qq y * PP-*Pq~ ««?? 

designantibus p, q integros quoscunque. _ Ceterum de his duobus probleinati- 
bus arctissimo ncxu coniunctis breviter tantummodo hic egiinus, tnultasque ob- 
servationes huc pertinentcs supprcssiinus , tum ne nimis prolixi fieremus. tum 
quod solutionem aliara probl. art. praec. habemus, principiis gcneralioribus in- 
nixam. cuius expositionem . quia penitiorem forraarum ternariarum disquisitio- 
nem postulat, ad aliam occasionem nobis reservare debemus. 

Dt mullitudine midiocri gmerwn. 

301. 

Revertimus ad formas binarias, de quibus adhuc plures proprietates singu- 
lares recensere oportet. Et primo quasdam observationes circa multitudinem ge- 
nerum et classium in ordine proprie primitivo fpositivo pro det. neg.) adiiciemus. 
ad quera brevitatis caussa disquisitionem restringimus. 

Multitudo generum, in* quae omnes formae !j>r. prim. pos.} detenninantis dati 
positivi vel negativi +X> distribuuntur , scmper est 1, 2, 4 vel altior potestas 
numeri 2, cuius exponens pendet a factoribus ipsius D. et per disquisitiones 
praecc. omnino a priori inveniri potest. Iam quum in serie numerorum naturali 
numeri prirai cum raagis minusque compositis permixti sint. evenit. ut pro pluri- 
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bus determinantibus succcssivis ±D, ±{D± 1). + (-D+2) ete; multitudo ge- 
nerum nunc crescat nunc decrescat, nullusque in hac serie perturbata ordo adesse 
videatur. Nihilominus si multitudines generum multis dett. succcssivis 

±D, ±{D+i) . . . ±(D+m) 

respondentes adduntur. summaque pcr determinantium multitudinem dividitur, mul- 
titudo genervm mediocris provcnit, quae circa medium determinantium +(I> + f*») 
locum habere ccuseri poterit, progressionemque valde regularem constituit. Sup- 
ponimus autem , non modo m csse satis magnum , sed etiam D multo maiorem, 
ut ratio determinantium extremorum D, D+m non nimis a ratione aequalitatis 
discrepet. Kegularitas illius progressionis ita intelligenda est: si D' est numerus 
multo maior quam D, multitudo generum mediocris circa deterrainantem ±D' 
scnsibiliter maior erit quam circa D; si vero D, D' non nimis differunt, etiam 
geuerum multitudines jnediocres eirca D et D' fere aequales erunt. Ceterum 
multitudo mediocris generum circa determinantem positivum +D semper fere 
acqualis invenitur multitudini mediocri circa negativum . eoque exactius quo ma- 
ior est D, quum pro valorc parvo prior paullulum maior evadat quam posterior. 
Hae observationes magis illustrabuutur per exempla sequentia, e tabula classitica- 
tionis formarum binariarum plures quam 4000 determinantes complectente ex- 
cerpta. Intcr centum detcrminantes a 801 usque ad 900 reperiuntur 7 quibus 
unicum genus respondet; 32, 52, 8, 1 quibus resp. 2, 4, 6. 16 genera respon- ' 
dent; hinc omnino emergunt genera 359, unde multitudo mediocris = 3,59. 
Centum determinantes negativi a — 801 usque ad 900 producunt genera 360. 
Exempla sequentia omnia desumuntur a determinautibus negativis. In centade 
16 (a — 1501 usque ad — 1600} mult. med. generum invenitur 3,89; in cen- 
tade 25 est 4,03; in centade 51 prodit 4.24; e sexcentis dett. —9401 . . . 
— 10000 computatur 4,59. Ex his exemplis patet, multitudinem generum mc- 
diocrem multo lentius crescere, quam determinantes ipsos; sed quaeritur. quae- 
nam sit lex huius progressionis? . Ter disquisitionem theoreticam satis diffici- 
lem, quam hic explicare nimis prolixum foret , inventum est, multitudinem gene- 
rum mediocrem circa determinantem + D vel — D quam proxime exhiberi 
per formulam 

a log D + 6 
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ubi a, 0 sunt quantitates constantes, et quidem 

a = 4 - = 0.4052847346 
dcsignante ~ seiniperipheriam circuli cuius radius 1 ), 

6* = 2a^ + 3aaA — lakgJ = o,SS30460462 
ubi g est sumtira seriei 

1 _log(t + l)+l-logf i l + \\+ l_log(l+l)+ete. = 0.57721 56640 
(V. Euler Iust. Calc. Diff. p. 444); A vero summa seriei 

\ log 2 + \ log 3 + A log 4 + etc. 

4 I 

quac per approximationcm inventa cst = 0.93754S254 3. Ex hac formula patet, 
multitudinem mediocrem generum crescere in progressioue arithmetica, si deter- 
minantes nugcantur in geomctricn. Yalores huius formulae pro D = 8 50 1,, 
1550f, 2450 i, 5050 | , 9700 \ inveniuntur 3.617; 3,86; 4,046; 4,339; 4,604, 
qui a multitudinibus mediocribus supra datis parura discrepaut. Quo maior fuerit 
determinnns medius, et e quo pluribus multitudo mediocris computetur. eo minus 
a valorc formulae ditferct. Adiumento huius formulac etiam aggregatum inulti- 
tudinum generum determinantibus successivis +1), + i ,D + 1 ) • • • + (D + _) 
respondentium quam proxime erui potest, si multitudines mediocres singulis re- 
spondcntes computantur et in summam colliguntur, quantumvis diversi sint ex- 
tremi D, D-\-m. Haec summa erit 

. = a(log_» + log(_»+l) + ctc. +log(2>+_))+o>+t) 
sive satis exacte 

_* a((D+») kg(D + m) — (D - 1) log (D '— 1) ) + (* - a) (m + t ) 

Hoc inodo summa mult. gen. pro dett. — I usque ad — 100 invenitur = 234,4. 
quum revera sit 233; similiter, a —1 usquc ad — 2000,- 7116,6, quum sit 
7112; a —9001 usque ad —10000 ubi est 4595 formula praebet 459 1,9. qua- 
lis consensus vix exspectari potuissct. 
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fh- muititudinr nu dvtcri elnAtium. 

aoi. 

Respectu multitudinis classium (pr. primit. posit. , quod semper subintclli- 
gendum) determinantes positivi prorsus alitcr sc habent quarn negativi: quam- 
obrem utrosque seorsim considerabimus. In eo hi cum illis convcniunt, quod pro 
dcterminantc dato in singulis generibus classes aeque multac continentur. adeo- 
que multitudo omnium classium aequalis cst producto c multitudine irenerum in 
multitudinem classium in singulis generibus contentarum. 

Quod primo attinct ad detcrminantes negativos, multitudo classium pluri- 
bus dett. successivis — D, — (D-j-i ; . — (D+2) ctc. respondentium progres- 
sionem aeque perturbatam constituit, ac multitudo generum. Multitudo classium 
mediocris autcm fcui dcfinitione opus non crit j valde regulariter crescit. ut ex 
exemplis sequentibus apparcbit. ( entum detcrminantes a — 500 usque ad 
— 600 suppeditant classes 17 29, unde multitudo mediocris -17,29. Similiter 
in centade 15 multitudo classium mediocris invenitur 2S.26; e centadibus 
duabus 24 et 25 computatur 36, 28; e tribus 61, 62 et 63 prodit 58.50 e quinquc 
91 ...9 5, fit 71,56; denique e quinque 96... 100 fit 7 3,54. Haec exempla osten- 
dunt, classium multitudincm mediocrem lentius quidem crescere, quam deter- 
minantes, multo tamen citius, quam multitudincra mediocrem generum: Ievi 
autem attentione cognoscetur, illam satis exacte crescere in ratione radicum qua- 
dratarum c dctcrminantibus mediis. Revera per disquisitioncm theoreticam inve- 
nimus, classium inultitudinem mediocretn circa determinautem — 1) proxime 
exprimi per: 

rV D-c 

ubi 

y ^ 0,7467183115 ^ ^ 
denotante e summam seriei 

l + l + A + .', + ,i 5 etc. 
6 sm 0,2020423073 = ^ 

valores mediocrcs sccundum hanc formulam computati ab iis, quos supra c tabula 
classificationum exscripsimus, parum diffcrunt. Adiumento huius fonnulae etiam 
aggregatum multitudinum omnium classium (pr. pr. pos.) determinantilms suc- 
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cessivis — D. — (D-j-l), _(D_|_ 2) . . . — (D + w — 1 ) respondentiutu qauin 
proxime assignari potest. quantumvis extrcmi sint diversi. summando multitudi- 
nes mediocres illis determinantibus secundum formulam respondentes , unde erit 



Ita e.ff. illud aggregatuiu pro centum dett. — i ... — 100 ex formula computatur 
— 481,1, quuin revera sit 477; mille determinantes — 1 ... — 1000 secundum 
tabulam suppeditant 15533 classcs, formula dat 15551,4; millias secunda sistit 
classes 28595 secundum tabulam, formula praebet 28585,7; similiter millias 
tertia revera suggerit 37092 classes, formula dat 37074,3; millias decima dat 
72549 per tabulam. formula 72572. 



Tabula determinantium negativorum secundum diversitatem classiricationum 
ipsis respondentium digesta multas alias observationes singulares offcrt. Pro de- 
terminantibus formae — (8n + 3) multitudo classium itum earum quae in omni- 
bus. tum earum quac in singulis generibus pr. primitivis contentae suut) semper 
divisibilis cst per 3, unico determinante —3 exccpto, cuius rei ratio ex art. 256, 
VI sponte sequitur. Pro iis determinantibus . quorum formae unicum genus 
confk-iunt, multitudo classium sempcr impar cst; quum enim pro tali deterrai- 
nante unica tantum classis anceps detur, puta principalis, multitudo classium 
reliquarum, e quibus binae semper oppositae erunt, uecessario erit par, adeoque 
multitudo omnium impar; cctcrum haec postcrior proprietas etiam pro determi- 

nantibus positivis valet Porro series determinantium , quibus eadcm classifi- 

catio data [•'.*, multitudo data tum generum tum tlassium) respondet. semper 
abrumpi videtur, quam obscrvationem satis miram per aliquot exempla illustra- 
mus. (Numcrus primus, romanus, indicat multitudinem gcnerum pr. prim. pos. ; 
sequens multitudinem classium in singulis generibus contentarum ; tunc sequitur 
series determinantium . quibus illa classificatio respondet. et quorum signum 
negativum brevitatis caussa omittitur). 



= r(V^ + V(-D+«)+etc. + V {D+_i-l))-fi» 



sivc quam proxime 



= }r C{D + ».-i)*-(D-f J , )-fim 
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L I ... 1.2,3,4.7 

t 3... 11, 19,23.27,31,43.67, 163 

I. 5. ..47. 79.103. 127 

L 7 ...71. 151,223,343.463.487 

IL 1 ...5,6,8,9,10,12,13,15,16,18,22.25,28,37,58 

II. 2 . . . 14, 17, 20, 32. 34, 36. 39. 46, 49, 52, 55. 63, 64.73. S2. 97. 100. 142, 

14S, 193 

IV. 1 ... 21 , 24, 30, 33, 40, 42, 45. 48. 57, 60, 70.72,78, 85. 88, 93, 1 02. 1 1 2, 1 30. 

133, 177, 190,232,253 
VIII. 1 ... 105, 120, 165, 168, 210, 240, 273. 260. 312. 330, 345. 357. 385, 

40S. 462, 520,760 
XVI. 1 ... 840, 1320, 1365, 1848 

Similiter 20 determinantes reperiuntur (maximus = — 1423), quibus classifi- 
catio 1.9 respondet; 4 (maximus = — 1303), quibus respondet classificatio 
I. 11 etc.; classificationes II. 3; II. 4; II. 5; IV. 2 respondent determinantibus 
uon pluribus quam 48,31,44,69 resp., e quibus maximi — 652, — 862, — 1318, 
— 1012. Quum tabula. ex qua haec exempla sumsimus, longe ultra maximos de- 
tenninantes hic occurentes producta sit *}, ncc ulli amplius prodierint ad illas clas- 
sificationes pertinentes : nullum dubium esse vidctur, quin series adscriptae revcra 
abruptae sint , et per analogiam conclusionem eandem ad quasvis alias classifica- 
tiones extcndere licebit. E.g. quum in tota milliade decima detcrminantium nul- 
lus se obtulerit, cui multitudo classiura infra 24 rcsponderet: maxime est verisi- 
mile. classificationes 1.23; 1.21 etc; 11.11; II. 10 etc. IV. 5; IV. 4; IV. 3; 
VIII. 2 iam ante — 9000 desiisse, aut saltem perpaucis determinantibus ultra 
— 10000 competere. Demonstrationes autem rigorosae harum observationum per- 
difficiles esse videntur. _ Non miuus admiratione dignum est, quod omnes de- 
terminantes, quorum formae in 32 aut plura genera distribuantur, ad minimum 
binas classes in singulis gencribus habeant. adeoque classificationes XXXII. I. 
LXIV. 1 etc. omnino cxcidant (minimo ex huiusmodi dett. , — 9240, respondet 
XXXII. 2); satisque probabile videtur, multitudine generum crescente continuo 
plures classificationes excidere. IIoc respectu 65 detcrminantes supra traditi. 

*} Dum hacc imprimuntur, usque ad — looo w%o trartn, acc non pcr lotam milliadem decimain . plu- 
roaque aliu oentades diipersa», quibus accedunt permulti determinante* «ngularei «edulo electj. 
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quibus classificationes 1.1; II. 1 ; IV. 1 ; VIII. 1: XVI. 1 respondent, vnlcle 
sunt momorabilcs, perspiciturque facile, illos oinnes ac solos his duabus proprieta- 
tibus insignibus gaudere, nt omnes classes formarum ad ipsos pertinentes ancipi- 
tes sint, et formae quaccunquc in eodem gcnere contentne nccessnrio tum proprie 
tum impropric aequivaleant. Ceterum iidem 65 numeri i snb aspectu paullulum 
diverso cuius mentio infra fict et cum criterio demonstratu facili ) iam ab ill. Eu- 
lero traditi sunt Nuuv. Mem. de l'Ac. dc Berlin 1776 p. 339. 

304. 

Multitudo clussium pr. primitivarum, quasformae binariae det. positivi quu- 
drati kk eonstituunt. omnino a priori assignari potcst, multitudinique numerorum 
ad 'lk primorum ipsoque minorum acqualis est; unde per ratiocinia non difficilia 
sed liic supprimenda dcducitur, multitudinem mediocrem classium ad tales deter- 
minantes circa kk pertinentium proxime exprimi per Determinantes po- 

sitivi non-quadrati autem lioc respectu pbaenomena prorsus singularia offcrunt. 
Scilicet quum classium nudtitudo parva, e. g. classificatio I. 1 aut I. 3 aut II. 1 
etc. pro detcrminantibus negativis et quadratis parvis tantum et mox omnino 
cessantibus locum hal>eat: eontra e determinantibus positivis uon-quadratis, sal- 
tem non pennagnis, pars longe maxima tales classificationes praelwnt, ubi unica 
classis in quovis genere continetur, ita ut bae 1.3; 1.5; II. 2; II. 3; IV. 2 etc. 
sint rarissimae. Ita e.g. inter 90 dett. non-qu. infra 100 reperiuntur 11, 46. 27. 
quibus respondcnt classificationes 1.1, II. 1, IV. 1 resp.; unicus tantum (37) ha- 
bet 1. 3; duo (34 et 82) habent II. 2; unus (79) 11.3. Attamen, determi- 
nantibus crescentibus , classium multitudines maiores sensim freciuentiores fiunt ; 
ita inter 96 dctt. non-qu. a 101 usque ad 200 duo (101, 197) habent 1.3; 
quatuor (145, 146. 178, 194) 11.2; tres (141. 148. 189] II. 3. Ez 197 dett. 
a 801 usque ad 1000 tres habent 1.3; quatuor II. 2; quatuordecim II. 3; duo 
II. 5; duo II. 6; quindecim IV. 2; sex IV. 3; duo IV. 4; quatuor \ 111.2; 
reliqui 1 4 5 unam dassem in quovis gcncrc. _ Quncstio curiosa foret . ncc geo- 
metrarum sagucitatc indigna. sccundum quam legem dctcrniinantcs unam classem 
in quovis geuere halientes continuo rariores fiant. invcstigare; hactetius nec per 
tlicoriam dcciderc possumus, nec pcr obscrvntioncm satis ccrto coniectare, utrum 
tandem omnino abrumpuntur (quod .tauieu purum probnbilc vidctur . aut saltcm 
tnjinite rari evadant, an ipsorum frequcntiu ad limitem fixum continuo magis accc- 
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dat. Multitudo classium mediocris in rationc paruin maiori increscit , quam mul- 
titudo generum. longeque lentius quam radices quadratac e determinantibus; inter 
800 et 1000 illa invenitur =5,01. Liceat hia ob«ervationibua aliam adiicere, 
quae analogiam inter dctcrminantes positivos et negativos quodammodo rcstituit. 
Scilicet invenimuH, pro determinante jiositivo D non tam multitudincm classium 
ipsam, quam potius banc multitudinem pcr logaritbmum quantitatis t-\-u\D 
miUtiplicatam (designantibus t, u numcros minimos, praeter t, 0. aequationi 
tt — Duu — 1 satisfacientes) multitudini classium pro determinaute negativo 
pluribus rationibus liic fusius non cxplicandis analogam esse , atque valorem me- 
diocrcm illius producti aeque exactc exprimi per formulam talcm myD — n; scd 
valores quantitatum constantium m. n hactenus per theoriam dctcrminarc non 
licuit; si quid ex aliquot centadibus dcterminantium inter se comparatis conclu- 

derc permissum cst, m parum a 2^ diflcrrc videtur. Ceterum de principiis 

disquisitionum praccedentium circa valores mediocres quantitatum lcgc analytica 
non progredientium, scd ad talem legem asymptotice continuo magis approximan- 
tium alia occasionc fusius agerc nobis rcscrvamus. Transimus iam ad aliam dis- 
quisitionem , qua classes diversae pr. prim. eiusdem det. inter se comparabuntur. 
finisquc buic longae scctioni imponctur. 

• 

tiig*>r%thm\i8 ttntyuiarig cftttttutn projtnn prwttttvQYUM i cL'lfTtntnuntr9 TtguttxTts cf trvtffulortt riV. 

300. 

TitEOHEMA. Designante K classem principalem furmarum determittantis dati D, 
C classem quamcunque aliam e genere principali formarum eiusdem det.; 1C, 3C 
AC etc. classes resp. e dnplicatione , triplicatione , quadruplicatione etc. classis C or- 
tas [ut in art. 249): in progressionf C, 1C, 3C etc. satis continuata tandem ad clas- 
sem cum K identicam pervenitur ; supponendoque , mC esse primam cum K identi- 
cam, atque multitudinem omttium classium in genere principali = « . erit rel m = w, 
vel m pars aliquota ipsius n. 

Dem. I. Quum omnes classcs A". C, 1C. 3Cetc. necessario ad genus prin- 
cipale pcrtincant (art. 247;, classes «4-1 priores huius scriei K, C, 2C . . . nC 
manifesto omnes diversae esse nequeunt. Erit itaque vcl A" cum aliqua classium 
C, 2C, 2C...nC identica, vel saltem duae ex his classibus iuter se identicae. 

47 
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Sit rC — sC atque r>s, critque ctiam 

<r— \)C= (s — 1)C, (r— 2)C = [s — 2)C etc. et (r+1— s)C = C 

unde (r— *)C=JT. Q. E. P. 

II. Hinc etiam protinus scquitur, essc vel m — n vel m<w, superestque 
tantummodo, ut ostendamus, in casu posteriori m esse partem aliquotam ipsius n. 
Quum classcs 

K, C, 2C . . . (m — l)C, quarum complexum per <5 

designabimus, totum genus principale in hoc casu nondum exhauriant, sit C ali- 
qua classis huius gencris in G non contenta, designeturque complexus classium, 
quae ex compositioue ipsius C cum singulis classibus in 2 oriuntur, puta 

C. C+C, C+IC . . . C+(w — l;C per (T 

Iam facile perspicitur, otnues classes in 6' tum inter se tuin ab omnibus in (S di- 
versas esse et ad gcnus principalc pcrtincrc; quodsi itaquc G et G' hoc genus 
omnino exhauriunt, habebimus n — 2m; sin minus, erit 2m<«. Sit iu casu 
posteriori C aliqua classis gcneris principalis nec in 5 nec in C contenta, de- 
signeturque complexus classium ex compositione ipsius C" cum singulis classibus 
in 5 prodeuntium i. e. harum 

C. C-f-C. C-|-2C . . . Cr+(«— 1)C per C" 

patetque facile, has omnes inter se et ab omnibus in & et S' diversas esse, ct ad 
genus principale pertincre. Quare si S,S', 6" hoc gcnus cxhauriunt, crit » — Sm; 
sin minus, «>3»i, in quo casu classis alia £?" in genere principali contenta. 
neque vero in 6, 6' vel 6", simili modo tractata docebit. csse vel n = 4«l vcl 
n>4m. ct sic porro. Iam quum « ct m sint numeri fiuiti, gcnus principalc 
necessario tandem exhaurietur, eritque n multiplum ipsius m, sive m pars ali- 
quota ipsius n. Q. E. S. 

Ex. Sit D = —356. C= (:», 2. 72i «] , inveuieturque 2C={20. 5, 21). 
3C=(4, 0, 89), 4C^ 20. — S.2I), 5C = (5. — 2, 72), 6C = (1 , 0, 356). Hic 
•) Cksne* hie .ernprr per/»»m«M {umpliei^im»»} in ip*i« contento* exprimuntiir. 
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itaque cst »1=6, n vero pro hoc dctorminante est 12. Accipiendo pro C clas- 
scm (8, 2, 45), classcs quinque reliquae in £' erunt (9. — 2. 40), (9, 2.40), 
(8, — 1, 45), (17. 1,21), (17. -1.21). 

306. 

Demonstratio theor. praec. oninino analoga invcnietur demonstrationibus in 
artt. 45, 49, reveraque theoria multiplicationis classium cum argumento iu Sect. 
III. tractato pcrmagnam undique aflinitatem habet. At limites huius operis non 
permittuut, illam theoriam ea qua digna est ubertate hic pcrsequi; quocirca pau- 
cas tantummodo observationes hic adiicicmus, eas quoquc demonstrationes , quae 
apparatum prolixiorcm rcquircrent, supprimcmus, disquisitioncmque ampliorcm 
ad aliam occasionein nobis reservabimus. 

I. Si series A", C, 2C. 3Cetc. ultra (wt — t)C producitur, eacdem clas- 
ses itcrum comparcnt, 

»i C = K, [m -f- l)C = C, {m -j- 2} C == 2 C eU-. 

generaliterque (spectando concinnitatis caussa A* tamquam 0C) classes gC, gC 
identicae eruut vel divcrsae, prout g et g secundum modulum m congrui sunt 
vel incongrui. Classis itaque n C scmpcr identica cst cum principali K. 

II. Complexum classium A', C. 2C. . . (m — 1)C, quem supra per 6 de- 
signavimus. vocabimus periotlum classis C, quae expressio non est confundcnda 
cum periodis formarum reductarum det. positivi non-quadrati in art. 1S6 sqq. 
tractatis. Patet itaque. e compositione classium quotcunque in eadem periodo 
contentarum oriri classem iu ea periodo quoque contentam 

gC+g'C+g"C eic. — (g+g'+g'+ etc.)C 

III. Quum C-\-(m — l)C = K, clasaea C et (m — l)C oppositae erunt, 
et perinde 2C et m — 2)C, 3C et s m — 3 C etc. Si itaque m est par, classis 
J»iC sibi ipsa opposita crit adeoque anceps; vice vcrso. si in (£ praeter K 
adhuc alia classis anccps occurrit , puta gC. erit gC ^= (m — g)C adeoque 
// = m—g — \m. llinc sequitur, si »i sit par, praeter duas A' et \mC, 

47* 
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si vero m sit impar, praeter unam A", aliam classem aneipitem in <£ contentam 

esse non possc. 

IV. Si periodus alicuius classis hC in S contentac supponitur cssc 

A', hC, 2hC, ZhC ... im — \)hC 

manifestum est, m'h esse multiplum minimum ipsius h per m divisibile. Si 
itaque m ct h intcr sc primi sunt, erit m = m, duacquc periodi easdcm classcs 
sed ordine diverso dispositas continebunt; generaliter autetn dcsignante -t divi- 
sorcm comm. max. ipsorum m, h, erit m — m . Hinc patet, multittidinem clas- 
sium in periodo cuiusvis classis ex (5 contentarum essc vel m vcl partem aliquo- 
tam ipsius m; et quidem tot classes in (£ liabcbunt pcriodos m tcrminorum. 
quot numeri ex his 0, I, 2 . . . m-w 1 ad m primi sunt, sive cpm, utendo signo 
art. 39; generaliter vero tot classes in 6 liabebunt periodos jj- terminorum, quot 

numcri ex his 0, 1, 2 m — 1 divisorem maximum |a cum m communcm ba- 

bcnt, quorum multitudinem essc <f ™ facilc pcrspicitur. Si itaque »i = n, sive 
totum genus principalc sub (£ contentum, dabuntur in hoc genere omnino tpn 
classcs, quarum jwriodi idetn genus totum includunt, et classcs. quarum 
periodi ex e tcrminis constant, denotantc e divisorem quemcunque ipsius n. 
Haec conclusio generalitcr valet, quando in genere principali ttlla classis datur 
cttius |)criodus ex n terminis constat. 

V. Sub eadcm suppositionc , systcma classium gcneris principalis aptius 
disponi neqttit. quam aliquam classein, periodura n terminorum habentem, quasi 
pro basi adoptando, generisque principaiis classes eodcm ordine collocando, quo 
in illius periodo progrediuntur. Quodsi tunc clnssi principali iW«r 0 adscribitur. 
classi, quae pro basi accepta est, iudex t et sic porro: per solam indicum additio- 
nem invcniri poterit. quacnam classis c compositione classium quarumcunque 
generis principalis oriatur. Eccc exemplum pro determinante — 356, ubi cla-s- 
sam (9, 2, 40) pro basi accepimus: 



0 (l, •, 3»»' 

1 («, I) *», 

1 (S, I, 7t' 

1 {<>, —i, u] 



l) | 4 (10, H, 1!) 

>) & (O. l| 31} 

l) • ( I, ». *•») 

.) I ; (17, ~i.ii) 



| fjo, 21) 

I ( t, I») 

10 ( 5, -1, 7S) 

II ( », -2, M) 
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VI. Quamquam vcro tura analogia cum Scct. III, tum inductio circa plures 
quam 200 determiuantes negativos, longeque adhuc plures positivos non-quadra- 
tos instituta maximam probabilitatem afferre videantur, illam suppositionem pro 
omnibus determinantibus locum habcrc: talis conclusio nihilominus falsa foret, et 
per tabulae classificationum coutinuationem refelleretur. Liccat, brevitatis caussa, 
eos determinantes , pro quibus totum genus principale unicae periodo includi 
potcst, regvlares vocare, reliquos vcro, pro quibus hoc fieri nequit, irregulares. 
Hoc argumcntum , quod ad arithmeticae subhmioris mysteria raaxime recondita 
pertinere. disquisitionibusque difhcillimis locum relinquere videtur, paucis tan- 
tum observationibus hic illustrarc possumus, quibus scquentem generalem prae- 
mittimus. 

VII. Si in genere principali classes C, C occurrunt, quarum periodi ex 
m, m classibus constant, atque M est numerus minimus pcr m et m divisibilis : 
in eodem genere etiara classes dabuntur, quarum periodi M terminos contineant. 
Resolvatur M in duos factores r. r inter se primos, quorum alter (r) mctiatur 
ipsum m. alter (/) ipsum m (v. art.73), habebitque classis " C+JC = C 
proprietatem praescriptam. Supponamus enini, periodum classis C" constare 
ex g tcrminis, eritque 

K = grC = gmC+'^C = K+ C = ^ C 

unde 9 ~ pcr m divisibilis essc dcbcbit sive gr per r', adeoque etiam g per r. 
Prorsus simili modo g per r divisibilis invcnitur, unde ctiam pcr rr — M divi- 
sibilis erit. Sed quum manifcsto sit MC"= K, erit etiam M pcr g divisibilis: 
quarc necessario M — g. Hinc nullo negotio sequitur, multitudinem maximam 
classium, in ulla periodo coutentarum (pro det. dato ; , divisibilcm cssc per mul- 
titudinem classium in quavis alia periodo (classis ex eodem genere priucipali i. 
Simul ibindc methodus dcrivari potcst , talcm classem cuius periodus sit quam 
maxima (adeoque pro det. regulari totum geuus principale complectatur) cruendi. 
methodo artt. 7 3, 74 prorsus analoga. etsi in praxi laborem per plura artificia 
contrahcrc liceat. Quotiens c divisionc numcri n per multitudinem classium in 
periodo maxima, qui pro determinantibus regularibus est 1 , pro irrcgularibus 
semper fit intcger maior quam 1 , et pro his imprimis commodus est ad diversas 
irregularitatis specics cxprimendas; cpiamolirem exponens irregularitatinlki poterit. 
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VIII. Hactcnus regula generalis non habetur. per quatn determinantes 
rcgulares ab irregularibus a priori distingui possent. praescrtim quum inter po- 
steriores numeri tum primi tum compositi rcperiantur; sufficiat itaquc quasdam 
observationes particulares liic adiunxisse. Quando in gcncre principali plures 
quam duae classes ancipites continentur , detertniuaus certo est irregularis atquc 
exponens irregularitatis par; quando vcro una tantum aut duae in illo genere 
adsunt. det. aut regularis crit aut saltcm exp. irr. impar. Omncs dctcrminantes 
ncgativi formae — f216A -f- 27), unico — 27 excepto, irregulares sunt, et exp. 
irr. per 3 divisibilis; idem valet de dett. negg. formae —(1000*+ 75 et 
— (100oA--{- 67"»;, unico — 75 cxccpto, inhnitisquc aliis. Si exp. irr. est nume- 
rus primus />, aut saltcm per p divisibilis, « per pp divisibilis erit, unde scqui- 
tur, si n uullum divisorem quadratum implicet, dctcrminantem ccrto esse regu- 
larein. Pro solis dcterminantibus quadratis positivis ec a priori scmper dignosci 
potcst. utrum regularcs sint an irregulares; scilket illud evenit. quaudo e est 
J aut 2 aut nunierus primus impar aut potcsta.s numeri primi imparis; hoc in 
omuibus reliquis casibus. Pro dctt. ncgg. , irregulares continuo frcquentiores 
evadunt, quo maiorcs fiunt detenninantes; e.g. in tota milliade prima tredecim 
irregulares reperiuntur, Isigno negntivo omisso) 576, 5S0. S20. SS4, '.'00. quoruiu 
exp. irr. est 2, atque 213, 307, 339, 459, 675, 755, S9I, 974, quorum cxp. irr. 3; 
iu milliade secunda reperti sunt 1 3, quorum exp. irr. 2, atque i 5, quorum exp. irr. 
3; in milliade decima 31 cum exp. irr. 2 atque 32 cum cxp. irr. 3. Num deter- 
minantes cum exp. irr. maiori quam 3 infra — 10000 occurrant. dccidcre non- 
dum Ucet; ultra hunc limitem exponentes quicunque dati provenire possunt. 
Frequentiam determinantium ncgativorum irrcgularium ad frequcntiam regula- 
rium continuo magis. dett. crescentibus , ad ratiouem coustantem appropinquare 
valde probabile est, cuius detertninatio geomctrarum sagacitate tnagnojMTe digna 
foret. - Pro determinaiitibus positivis nou-quadratis irrcgularcs multo rariores 
sunt; tales, quoruin exp. irr. par sit, infioite multi certo dantur e.g. 3026 pro. 
quo est 2j: nullunt quoque dubiurn vidctur, quin talcs cxstent, quorum exp. irr. 
sit impar, etsi fateri oportcut, nullum se hactenus nobis obtulissc. 

IX. Dc adornatioue maximc commoda systcmatis classium , in genere 
principuli j>ro determinantc irregulari contcntaruiu, hic agcrc propter brevitatem 
non licet; observamus tantuinuiotlo , quum unicn basis hic non sufficiat . duas 
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vel adeo plurcs adhuc classes hic esse accipiendas, e quarum multiplicatione et 
compositione omnes producantur. Ilinc indices duplices aut muttiplices cmenrcnt. 
qui eundem ferc usum pracstabunt ac simplices pro regularibus. Sed hanc rem 
alio tcmpore fusius tractabimus. 

X. Dcnique observamus. quuni omnes proprictates in hoc art. ct praec. con- 
sideratae imprimis a numcro n pendeant. qui simile quid est ac p — 1 in Sect. 
III, hunc numcrum summa attentionc dignum csse; quamobrem quam maxime 
optandum esset, ut inter ipsum atque determiuantem , ad quem pertinct, ncxus 
generalis detegatur. I)e qua rc gravissima eo minus desperandum censcmus, quo- 
niam iam succcssit. valorcm mcdiocrcm producti ex « in multitudinem generum 
fquae a priori assignari potest) saltein pro determinantibus negativis formulae ana- 
lytirac subiicere (art. 302;. 

307. 

Disquisitioues artt. praccc. solas classes gencris principales coinplectuntur. 
adeoquc sufficiunt tum pro dett. poss., ubi uuicum omnino genus datur, tum pro 
negativis ubi unicum genus positivum adest, si ad genus ncgativum respicere no- 
lumus. Superest, ut dc rcliquis quoque generibus (pr. priinitivis) quaedam ad- 
iiciamus. 

I. Quando in gcnere G' a principali G (eiusdem det.) diverso ulla classiN 
anceps datur, totidetn in ipso aderuut ac in G. Sint in G classes ancipites L, 
M, A*ctc. inter quas etiam crit classis principalis 7t), in G' vero hae I/,M',N' 
etc., dcsigneturque illarum cotnplexus pcr A, complcxus harum pcr A. Quum 
manifesto omncs classcs L-f-7/, M-\-JJ, A"-f-Z/etc. ancipites diversacquc sint. 
et ad G' pcrtineant, adeoque sub A' contentae essedcbeant: multitudo classium 
in A' ccrto nequit essc minor quam in A; similiter cpaum classes L -^-JJ, 
M'-\-L\ N'-\-JJ etc. diversae ancipitesquc sint et ad G pcrtincant . adeoque 
sub .-l contineantur, multitudo classium in A uequit esse minor quam in A': 
quare multitudincs classium in A ct A' nccessario aequales erunt. 

II. Quuin multitudo omnium classium ancipitttm multitudini generum ae- 
qualis sit artt. 261. 2S7 III): manifestum est, si in G una tantuin classis anccps 



.-570 



OE FOIiMIS IIINAKllS MO.TXDI OKADIS. 



dctur, iu quovis gcnere unam classem ancipitem contentam cssc debere; si in G 
duae ancipites exstent. in semissi omnium generum binas dari, in reliquis nullas; 
dcnique si in G plures ancipitcs contincantur, puta a* , partem a lam omnium 
gcnerum a classcs ancipites continerc, rcliqua nullas. 

III. Sint, pro eo casu, ubi G duas classes ancipites continet, G, G\ G" 
ctc. ea gcnera, quae binas, atque H, II', H" ctc. ca quac nullas continent, de- 
signeturque complcxus illorum per ®, complexus horum per ,£). Quum e com- 
positione duarum classium ancipitum sejiqier proveniat classis anceps (art. 249). 
nullo ncgotio pcrspicictur, e compositione duorum gcncrum ex & semper prodire 
genus ex ®. Hinc porro scquitur, e cumpositione generis ex ® cum gcnerc ex 
$ prodirc genus cx si enim e. g. G'-\-H non ad .£) sed ad (3 pertineret, 
etiam G'-\-H-\-G' ad © refcrcndura cssct, Q. E. A., quoniam G'-\-G' = G 
adeoque G'-\- H -f- G' = H. Denique facillime intelligitur, genera G-\-H, 
G'-\-H. G'-\-IlHc, unacumhis H-\-H. //'+//, //"+// etc. omnia di- 
versa fore adcoquc cum ® et £) simul sumtis idcntica; scd, pcr ca quae modo 
demonstrata sunt, genera G -\- H , G'-\-H, G "-\- H etc. omnia pertinent ad £) 
adeoque hunc complexum exhauriunt; quare necessario rcliqua H-\-H, H'-\-H, 
H"-\- II etc. omnia ad © pertinebunt, i. e. c compositione duorum generum ex 
$ sempei oritur genus ex (3. 

IV. .Si E cst classis gencris I", a principali G divcrsi, patct. 2E, l E. 
GEetc. omnes jiertinere ad G; has vero 3£, oE, lE ctc. ad I". Si itaque 
periodus classis 2E ex m terminis constat: manifesto in serie E, 2E. 3-Ectc. 
classis 2mE, nec idla prior, cum K identica erit, sive pcriodus classis E cx 2m 
terminis constabit. Hinc multitudo terminorum iu periodo classis cuiuscunque, 
ex alio genere quam principali, erit vel 2n vel pars aliquota ipsius 2«, dcsignante 
n multitudinem classium in singulis generibus. 

V. Sit C classis data generis principalis G\ E classis geueris I', e cuius 
duplicatione C oriatur Iqualis semper dabitur, art. 2SGj, atque omnes classes an- 
cipites (pr. prim. eiusdein dct.) K, K, K" etc, cruntquc omnes classcs. c quarum 

*) Hoc pro solU dctcrmin»ntiliUH irrc|?ukribm cvcnirc pOtMt, critque a sem|*T |K>tertM binarii. 
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duplicatione C oritur, hae: E ( = 25 + K). E+K', E+ A'"etc, quarum com- 
plcxus exprimatur per Q. multitudo harum classium acquahs crit multitudini 
clnssiuin aucipitum sive multitudini generum. Manifcstum est, e classibus in ii 
tot ad genus V pertinere, quot ancipites dentur in G; designando itaquc harum 
multitudinem per a, patet, in quovis genere vcl a classes cx Q dari vcl nullus. 
Hiuc facile colligitur. quando sit a = \ , in quovis gcnere contineri unam clas- 
sem ex Q; quando a — 2, semissetn omuium geuerum binas classcs cx £2 con- 
tinere, reliqua nullas, et quidem setnissem priorem vel totam cum W coincidere 
(in cadcm significatione ut supra III). jiostcriorcm cum £), vel hanc cum ®, illam 

cum £). Quando <i adhuc maior est, semper pars o u omnium gencrum clas- 

ses Q includent ^singula a classes). 

VI. SupjMinamus iam, C esse talem classem, cuius periodus cx « termi- 
nis constet, perspicicturquc facilc, in co casu. ubi a 2 adcoque n par, nullam 
ex Q ad G pertincre possc (tunccnim talis classis in periodo classis C contenta 
foret; si itaque csset — rC, sive 2 rC — C, foret 2r = l {mod. «;. Q. E. A.); 
quamobrcm quum G ad W |>ertineat, necessario omnes classcs ( 2 inter genera 
distributae crunt. Ilinc colligitur, quoniam (pro dct. rcg.) in G oinnino dautur 
classes periodos « tcrminorum habcntes, pro eo casu ubi a = 2 inveniri in 
quovis gcnere omnino 2-in classes, quarum periodi 2« tcrminos. adeoquc 
tum gcnus suum tum principale, complcctantur; qunndo vero o — 1 , in quovis 
genere a principali divcrso n huinsmodi classcs dabuntur. 

VIL His obsenationibus mcthodum sequcntcm supcrstruimns , systema 
omnium classium jir. prim. pro quolibet determinante regulari dato irregulares 
enim omnino seponimus quam aptissime construendi. Kligatur ad lubitum clas- 
sis E. cuius pcriwlus 2« tcrminos, adcoquc tum genus suum quod sit V tuin 
principale G complcctatur; classcs horum cluorum gcnerum ita dispouantur , ut 
in illa pcriodo progrediuntur. Hoc modo rcs iam absoluta erit , quando plurn gc- 
nera quam haec duo omnino non adsunt, sivc reliqna adiicere non necesse videtur 
[e. g. pro tali det. ncg. . ubi duo tantum gcncra positiva dantur). Quando vero 
quatuor aut plura genera construcnda sunt. rehqua lioc modo tractentur. Sit V 
aliquod e rcliquis atque V-\-V'= I**, dabunturque in V et V duac classes 
ancipitcs ( puta vcl in utroquc una. vel in altero duae, in altero nulla ; ex his eli- 
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gatur una A ad lubitum, patetque facile, si A cum singulis classibus in G et V 
componatur, prodire 2» classes divcrsas ad V et V" pertinentes, adeoque 

haec genera omnino exhaurientes ; ita haec quoque genera ordinari poterunt. 

Si praeter haec quatuor genera alia adhuc supersunt, sit V m unum e reliquis, 
atque V m \ V' m> , V tm " genera ea. quae prodeunt e compositione generis V m cum 
V, V et V. Haec quatuor genera V m ... V""" quatuor classes ancipites con- 
tinebunt, patetquc, si ex his una A' eligatur atque cum singulis classibus in 

G, V, V, V componatur, omnes classes in V m ...V mm prodire Si adhuc 

plura genera supcrsunt, simili modo continuctur, donec omnia exhausta sint. 
Patet. si multitudo omnium generum construendorum sit 2 1 *, omnino opus fore 
ji — 1 classibus ancipitibus, et quamvis classem horum generum produci posse 
vcl e multiplicatione classis E, vel e comi>ositione classis, e tali multiplicatione 
ortae, cum una pluribusve ancipitibus. Eccc duo exempla, per quae haec prae- 
cepta illustrabuntur; plura de usu talis constructionis vel de artificiis, per quae 
labor sublevari potest, hic adiicere non licet. 



I. Determinans — 161. 
Quatuor genera positiva; in singulis quaternae classes. 



G 

i,ti Rt, Rii 
(1, 0, 161) = K 
(9, 1, 18) = 2£ 
(2, 1, 81) = 4£ 
(9,-1, 18) = 6£ 



V 

»,4i JV'7-, Rii 

(3, I, 54) = E 
(G, — 1, 27) = SE 
(6, i, 27) = 5jB 
(3, —1, 54) = 1E 



V 

J,«; Rl; Nl-i 

(7, 0, 23) = A 
(11. —2, 15) = A-\-2E 
(14, 7, 15) = A + AE 
(11, 2, 15) = A+SE 



V 

1,4; Si ; A'ia 
(10, 3, 17) = A + E 
(5, 2, 33; = ^+3 E 
(5, —2. 33) = A+hE 
(10,-3, 17) = A + lE 
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II. Determinans — ;»4(J. 
Octo gcncra positiva; in singulis ternae classes. 
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G 

I ttl, «.; Ri; JtT; Jtli 
I. 0. 54 G = K 

(22,-2. 25} = 2£ 
(22, 2, 25:=4E 



ietT, 8; A*3i JVT; JV|3 

(5, 2, 110) = E 
(21, 0, 2Gj = 3£ 
(5, —2, 110) = :>E 



V 

\0ti,H; jVai Jtt; JV*I3 

(2, 0, 273} = 4 
(11,-2, 50) = A+1E 
(11, 2, 5o} = 4+4£ 



P" 

(10, 2, bb) = A + E 
(13. 0, 42)=4+3 J E 

(10, —2, 55) = A+bE 



\etl, I; JV3; JVt; JSi3 
(3. 0, 1 S 2} = A' 
(17. 7. 35j = .4'+2£ 
(17. —7, 35) -^'+4 E 



iet », i; J?J; J?7; JV'|3 

(15,-3, 37) = 4+JS 
(7. 0, 78) = 4'+3£ 

(15. i,M)=A'+bE 



I eti, s ; £ 3 ; JVj j JV I i 

(6, 0, 91} = 4+4' 

(19. 9, 33) = A + 4'+2£ 

(19. —9, 33) = 4 + .4+4E 



Mtfj «i JV'3; .87; J? I 3 

(23, 11,29) = A + A+E 
(14, 0,39) = .4 + /1+3 E 
(23,-11.29) = A + A+bE 



48* 



« 



Digitized by Google 



SECTIO SEXTA. 
VAUIAE DISQUISITIONUM PRAECEDENTIUM APPLICATIONES. 



30». 

Quam fertilis sit arithmctica sublimior veritatibus, quae iu aliis qtioque mn- 
thescos partibus usum pracstcut, pluribus iam passim locis addigitavimus ; quas- 
dam vcro applicationes , quae expositionem nmpliorem merentur, seorsim tractare 
non inutile duximus, non tam ut hoc argumentum, quo plura volumina facile im- 
plcri posscnt, cxhauriatur, quam potius ut per aliqua specimina illustretur. In 
hacce quidem Sectione primo de resolutione fractionum in simpliciorcs agcmus; 
dein de conversione fractionum communiuni iu decimales; tum methodum novam 
exclusionis cxplicabimus , solutioni aequationum indeterminatarum secundi gra- 
dus inservicntcin; tandein methodos novas expeditas tradcmus. numcros primos a 
compositis dignoscendi , horumque factores explorandi. In Sectione sequente 
autem theoriam gcneralem gcncris peculiaris functionum. pcr totam analysin 
latissimc patcntis, quatcnus cum arithmctica sublimiori arctissime connexa est, 
stabiliemus, imprimisque tlieoriam sectionis circuli, cuius prima tantum ele- 
incnta hactemus innotuerunt, novis increnientis amplificare studebimus. 

* ImMn fractionum in timpliriorc* . 

309. 

Pkoblema. Fractionem , cuius denominator n est productum e duolus nu- 
meris inter se primis a. b, in duas alitts discerpere. iptarum denominatores sint a. b. 
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8ol. Sint fraetioncs quaesitac |, ficriqiie debebit bv-\-ay — i»; hinc r 
erit radix conjrrucntiae bx = m,mod.a]. quaeperScet.il eruipotcrit, y vero 
tict _=~t__. 

a 

Cetcrum eonstat. congruentiam bx = m radices infinite multas. sed se- 
cundum a congruas, hahcrc. unica vcro tantum positiva minorque quam a da- 
bitur; ficri autem potest etiam, ut y evadat negativus. VL\ necesse erit monere. 
jf etiam per congruentiam ay = m mod.A), atquc x pcr aequationem X = "-^ ay 
inveniri posse. __ E.g. proposita fractione erit 4 valor expr. f?imod.7 . 
unde rcsolvitur in J-r-rr- 

310. 

Si fractio m proponitur, cuius denominator n est productum e factorihus 
quotcunque inter se primis a, b, c, d etc: per art. praec. primo in duas resolvi 
potest, quarum dcnominatoros sint a et bcd etc; secunda iterum in duas deno- 
miuatorum b et cd etc; postcrior rursus in duas et sic porro. undc tandem 
fractio proposita suh hanc formam redigetur 

" - *+l+ T +' + etc. 

m a ' b ' c ' d 1 

Numeratores a, 6\ y. $ etc. manifesto positivos ac deuominatoribus suis miuores 
accipere liccbit, practcr ultimum. qui reliquis dcterminatis non amplius est arbi- 
trarius , atque etiam negativus aut denominatore maior fieri potest (siquidcm non 
supponimus m<« . Tum plerumque e re erit, ipsum sub fonnam ' r +tc redi- 
gere, ita ut e sit positivus ac minor quam e. k vero integcr. Denique patet, 
a, b, c etc. ita accipi posse. ut sint vel numeri primi vcl numerorum primomni 
potettates. 

Ex. Fractio f t \ , cuius denominator = -I . :» . 7 . 1 1 hoc modo resolvitur 
>» \ + .Vr! _VY i» i — ??: — n i» \ — . 7 i ; unde, scribendo ,*, — I pro — 
fit Hi - t + _ + * + ,V-i. 

311. 

Fractio " unico tantum modo sub formam - -f- r + etc k reduci potest. 
ita ut a, _ etc. sint positivi ac minores quam a, b etc. scilicet supponendo 

i ^r+^+J + etc. +„-=;'- r - C t +l- r -etc + *' 
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atque ctiam a\ 6' etc. positivos ac minores quam a, b etc. , necessario erit 
a ss a', 6 ss 5", y = y' etc. . k = A\ Multiplicando enim pcr « = abc etc.. 
putet fieri m = abcd ctc. =a'bcd ctc. (inod.a), unde, quoniam bcd etc. ad a 
primus est. necessario a==a' adeoque a = a\ et perinde 6=6' etc. , unde 
etiam sponte k = Iam quum prorsus arbitrarium sit, cuiusnam denominatoris 
numerator primus supputctur, manifcstum cst, omnes numeratores ita invcstigari 
posse ut a iu art. praec, puta 6 per congruentiam 6acrf etc. =m(mod.4), y 
per hanc yabd etc. = ««(mod.c; etc; summa omnium fractionum sic inventarum 
vel propositae ™ aequalis crit, vcl differentia numerus intcger = k, qua via 
simul coufirmatiouem calculi nanciscimur. lta in ex. art. praec valores expr. 
§Jf{mod.4j, j J i (mod. 3) , fJ4{mod.7), W (niod. 1 1) statim suppeditant nume- 
ratores 1,2, 1,4 dcnominatoribus 4, 3, 7, 11 respondcntes . suminaque harum 
fractionum propositam unitate superare invcnitur. 




Dekinitio. Si fractio communis in decimalem convcrtitur, seriem figura- 
rum dccimalium*; (excluso si quis adest numero integro), sive finita sit, sive in 
infinitum cxcurrat, fractionis mantissam vocamus, expressionem , alias tantum- 
modo apud logarithmos usitatam , in significationc latiori accipicntes. Ita e. g. 
fractionis \ mantissa est 125. mantissa fractiouis \\ 1875, fractionis man- 
tissa 054054 . . . in inf. 

Ex hac definitionc statim patet , fractiones eiusdem denominatoris — , — 
easdem vel diversas mantissas habere, prout numeratores /, m sccundum n con- 
grui sint vel incongrui. Mantissa finita non mutatur, si ad dextram cifrae quot- 
cunque apponantur. Mantissa fractionis obtinetur, rescindendo a mantissa 
fractionis ™ figuram primam et gencraliter mantissa fractionis ~S invenitur 
rescindendo v figuras primas mantissac ipsius ~ . Mantissa fractionis - statim 
figura siguificativa (i.e. a cifra diversa) incipit, si n non > 10; si vero «_>10 ac 
nulli potcstati ipsius 10 acqualis, multitudoque figurarum e quibus constat est k, 
primae k — 1 figurae mantissae ipsius - eruut cifrae atque demum sequens A tft 
erit significativa. Hinc facile dcducitur, si " mantissas diversas habeant i. e. 

') BreviUti» enusw» (liaquidtiuncm «equcntem ud *y«lema vulgarc dccadicum r<-«tritiirimu», quum facilc 
a<l qucnh i» aliud extcndi posxit. 
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si /. m sec. n incongrur, has ccrto in primis k figuris conveuirc non posse, sed 
saltem in kt* discrepnrc dcbere. 

313. 

Pboblema. Dato denominatore fractionis ™ atque primis k Jiguris ex ipsius 
mantissa, invenire numeratorem m, quem if)So n minorem supponimus. 

Sol. Considcrentur Ulae k figurac tamquam numerus integer, qui per n 
multiplicetur, productumque per 10* dividatur (sive k ultimae figurac resccen- 
tur). Si quotiens est integer fsive figurae resectae cifrae), ipse manifesto erit nu- 
merator quacsitus atque mantissa data completa; sin minus, numerator quaesitus 
erit integer proximc maior, sive ille quoticns unitate auctus, postquam figurae de- 
cimalcs sequentes reiectae sunt. Ratio huius regulae tam facile ex iis, quae 
ad finem art. praec. obscrvavimus , cognoscitur , ut explicntione uberiori opus 
non sit. 

Ex. Si constat, duas figuras primas mantissac fractionis, cuius denomina- 
tor 23, esse 69, habemus productum 23.69 — 1587, a quo duas ultimas figu- 
ras abiiciendo, unitatemque addendo, numerator quaesitus prodit = 16. 

314. 

Inchoamus a consideratione talium fractionum, quarum denominatores sunt 
numeri primi vel numerorum primorum potestates , jwstcaque rcliquns ad has re- 
ducere ostendemus. Et primo statim obscrvamus. mantissam fractionis cuius 
numeratorem a per numerum primum p non divisibilem esse semper supponimus 
finitam esse, atque ex p figuris constare, si p — 2 aut = 5; in casu priori 
haec mantissa, tamquam numcrus integer considerata, erit = 5^0, in postcriori 
= 2*a. Haec tam obvia sunt, ut expositionc non cgcant. 

Si vero p est alius numerus primus, 10 r a per numquam dirisibilis crit, 
quantumris magnus accipiatur r, undc sponte sequitur, mantissam fractionis 
F = ■*=, nece8sario in infinitum progredi. Supponamus, 1 0' cssc potestatem in- 
fimam numeri 1 0 , quae unitati secundum modulum p L congrua fit .Conf. Sectio 
III, ubi ostendimus. e vcl numcro fj» — t)/? 1 * -1 aequalcm vel ipsius partem ah- 
quotam esse), perspicieturque facile, etiam 10*<i forc nnmerum, in serie 10a, lOOa 
lOOOaetc. primum, qui ipsi a secundum eundem modulum sit congruus. Iam 
quum per art. 312 mantissae fractionum — *, ™ . . . '"I" oriantur. demendo man- 
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tissae fractionis F %uram primam. duas . . . e figuras primas resp., manifestum 
est, in hac mantissa post primas e figuras, neque prius, easdem iterum repeti. 
Has primas e figuras, e quibus infinities repctitis mantissa formata cst, periodum 
.huius mantissac sive fractionis F vocare possumus, patctque. magnitudincm pcri- 
odi. i. e. multitudinem tigurarum, c quibus constat, quae est =c, a numeratore 
a omnino indej>endentem esse, et per solum denominatorem determinari. Ita e.g. 
pcriodus fractionis T V est 09, fractionis j periodus 4 2S571*). 

315. 

Simulac igitur fractionis alicuius pcriodus habetur, tnantissa ad figuras quot- 
runque produci potcrit. Porro patet, si fuerit h = 1 o'« (mod. />**). periodum frac- 
tionis ^ oriri, si primae X figurac periodi fractionis F (supponendo X<c quod 
liceti reliquis e— X postscribantur, adeoquc cum pcriodo fractionis F simul jh;- 
riodos omnium fractionum haberi, quarum nuineratores ipsis 1 Oti, 100«, 1 000a ctc. 
secundum denoininatorcm p* sint congrui. Ita e.g. quum 0 = 3.10* (mod. 7), 
periodus fractionis f statim e periodo fractionis $ fit s 57 142. 

Quoties itaquc pro modulo p* numerus 10 est radLx primitiva (artt. 57, 89), 
e periodo fractionis protinus deduci potcrit pcriodus cuiusvis alius fractionis 
•™ cuius numerator m per p non divisibilis), tot figuras ab illa a laeva resecando 
et ad dcxtram restituendo, quot unitates habet index ipsius m. numero 1 0 pro 
basi accepto. Hinc perspicuum est, quamobrem in hocce casu numcrus 10 in ta- 
bula I sempcr pro basi acceptus sit l'v. art. 7 2). 

Quando vero 1 o non est radix primitiva, c pcriodo fractionis earum tan- 
tummodo fractionum periodi exscindi possunt, quarum numeratorcs alicui potes- 
tati ipsius 10 secundum p* suntcongrui. Sit 10' potcsta-s infima ipsius 10 uni- 
tati sccundum p^ congrua, {p — 1 i/>" -1 = ef atque talis radix primitiva r pro 
basi accepta, ut index numeri 10 fiat / (art. 71). ln lioc itaque systemate nu- 
meratores fractionum, quarum periodi c periodo fractionis cxscindi possunt. 
hnbcbunt indiccs /, 2/ 3/. . . . ef — /; simili modo c periodo fractionis r „ de- 
duci possunt periodi fractionum, quarum numeratores lOr, lOOr, looOretc. in- 
dicibus /-+- 1, 2f-\- 1. 3/"-f- 1 etc. respondcntcs; e periodo frnctionis cum nume- 
ratore rr (cuius indcx 2} dcducentur periodi fractionum cum numeratoribus quo- 

•) Ccl. Kobcrtson |>eriodi initium cl linem duoliu» punctis fi(furiic primnc ct ultimnc »upr»Mripti« imlical 
{Thrury ,,/ rirmlnfmg fractioitt . 1'hHo». ZVaai, 1 ?»« p. 2o5), quod hic non nece»*arium putamui.. 
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rum indices /+2, 2/-f 2, 3/+2etc.; generaliterque e periodo fractionis cum 
numeratore r dcrivari poterunt periodi fractionum cum numeratoribns , quorum 
indices /-}-», 2/-|-i. 3/-f-tctc. Hinc facilc colligitur, si tantummodo periodi 
fractionum cum numeratoribus 1, r, rr, r 1 . . . . r^~ x babeantur, omnes reliquas 
inde per solam transpositionem deduci posse adiumcnto regulae sequentis: Sit 
indcx numeratoris m fractionis propositae in systemate ubi r pro basi acccp- 
tus est, = t (qucm supponimus minorem quam [p — l)p^~ l ); fiat (dividendo 
per f) i — ot/-}-6, ita ut a, 6 siut integri positivi (sive etiam 0) atque 6</; 
quo facto orietur periodus fractionis e pcriodo fractionis, cuius numerator r* 
(adeoquc I, quando 6 = 0), collocando huius a primas figuras post reliquas 
(adeoque hanc ipsam pcriodum retincndo, quando a = 0). Haec sufficienter de- 
clarabunt, cur in condenda tabula I normam in art. 7 2 explicatam sequuti simus. 

316. 

Secundum haec principia pro omnibus denominatoribus formae j> :± infra 
1000 tabulam periodorum ncccssariarum construximus, quam integram sive etiam 
ulterius continuatam occasionc data publici iuris facicmus. IIoc loco tabula III 
usque ad 100 tantum producta tamquam spccimcn sufficiat. cui explicatione vix 
opus erit. Pro iis dcnominatoribus , ubi 10 est radix primitiva, periodos frac- 
tionura cum numeratore 1 exhibet (puta pro 7, 17, 19, 23. 29, 47, 59, 61, 97); 
pro reliquis. / periodos numeratoribus 1, r, rr, . . . r^ -1 respondentes . quae per 
numcros adscriptos (0), (1), (2) ctc. sunt distinctae; pro basi r semper eadem 
radix primitiva adoptata est ut in tabula I. Hiuc igitur periodus fractionis cuius- 
vis, cuius denominator in hac tabula continetur, adiumento praeceptorum art. praec. 
erui potcrit, postquam numeratoris index per tabulam I cst computatus. Ceterum 
pro denominatoribus tam parvis negotium aeque facile absque tabula I absolvere 
poterimus, si per divisionem vulgarem tot figuras initiales mantissae quaesitae com- 
putamus, quot pcr art. 313 necessariac sunt, ut ab oranibus aliis ciusdem deno- 
minatoris distingui possit (pro tnbula III non plures quam 2), omnesque periodos 
dcnominatori dato respondentes perlustrainus . usquedum ad illas figuras initiales 
perveniamus, quae periodi initium haud dubic indicabunt: moncre tamen oportet, 
illas figuras ctiam scparatas esse posse, ita ut prima (vel pluresj hncm alicuius pc- 
riodi constituant, reliqua vcl rcliquae ciusdcm initium. 

Ex Quaeritur periodus fractionis j ;• . Hic pro modulo 1 0 per tab. I 

49 
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habetur ind. 12 = 2 ind. 2 -4- ind. 3 = 39 = 3 (mod. 18) (art. 57); quare quum 
pro hoc casu unica tantum pcriodus numeratori 1 respondens habeatur, huius 
tres primas figuras ad finem translocare oportet, unde fit periodus quaesita 6315 
78947368421052. — Aeque facile periodi initium e duabus primis figuris 63 in- 
ventum fuisset. 

Si pcriodus fractionis dcsidcratur, fit pro modulo 53, ind. 45 =2 ind. 3 
-4-ind. 5 = 49; multitudo periodorum hic est 4 = /. atque 49 = 12/-J-1, 
quare a periodo cum ( 1 ) signata 1 2 primae figurae postponendae erunt ultimac. 
pcriodusque quaesita fit 84905660377 35. Figurae initiales 84 in hoc casu se- 
paratae sunt in tabula. 

Observabimus adhuc, adiumento tabulae III etiam numerum inveniri posse, 
qui pro modulo dato (in ipsa sub denorainatoris titulo contcnto) indici dato re- 
spondcat, ut in art. 59 polliciti sumus. Patet enim per praecc, inveniri posse pe- 
riodum fractionis. cuius numeratori (licet incognitus sit) index datus respondeat; 
sufficit autem , tot figuras initiales huius periodi excerpere , quot figuras habet de- 
nominator; ex illis per art. 313 cructur numcrator sive numerus quaesitus indici 
dato respondeus. 

317. 

Per praccedentia mantissa fractionis cuiuscunque, cuius denominator est 
numerus primus aut numeri primi potestas intra limites tabulae, ad figuras quot- 
cunque sine computo erui potcst; scd adiumento disquisitionum in initio huius 
Sectionis tabulae ambitus multo latius patet, omnesque fractiones , quarum deno- 
minatores sunt producta c numcris primis aut primorum potcstatibus intra ipsius 
limitem, complectitur. Quum enim talis fractio in ahas decomponi possit, quarum 
denominatores sint bi factores, atque has in fractiones decimales ad figuras quot- 
cunque convertere liceat, restat tantummodo, ut hae in summam uuiantur. Ce- 
terum vix opus erit monere , summae sic prodcuntis figuram ultimam iusto mino- 
rem evadere posse; manifesto autem defectus ad tot unitates adscendere nequit, 
quot fractiones particulares adduntur, unde hae ad aliquot figuras ulterius compu- 
tare conveniet, quam fractio proposita iusta desideratur. Exempli caussa conside- 
rabimus fractionem ssf), cuius denominator est productum e nume- 

*) Hat c fractio est unn cx ii», quftc u<l radiccm qundraUm ex 23 quam proxime appropinquant , et qui- 
dcm cxccssus eat minor quam aeptem unitates in loco figurae decimali» vigeaimae. 
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ris 16, 9, 5. 49. 13, 47, 59. l'er praecepta supra data invenitur F = 1 + } 1 + 
* + i + H + ?i 4- i 7 ? + fi- quae fractiones particulares , ita ut sequitur, in 
deciniales convertuntur : 



1 = 1 

H = 0,6875 
i —0,8 

} — 0, 4444414444 
fj- =s 0.4489795918 
t*j = 0,3846153846 
= 0. 1489361702 
}J = 0.8813559322 



4444444444 44 

3673469387 75 

1538461538 46 

1276595744 68 

0338983050 84 



F = 4,795*315233 1271954166 17 

Defectus huius summae a iusto ccrto minor est quinque unitatibus in figura 
ultima vigesima secunda. quare viginti primae inde mutari nequeunt. Calculum 
ad plures figuras producendo, pro duabus figuris ultimis 17 prodit 1893936 . . . 
— Ceterum vcl nobis non monentibus quisque videbit, hanc methodum, fractio- 
ncs communes in decimales convertendi, ei potissimum casui accomodatam esse, 
ubi multae figurae decimales dcsidercntur ; quando enim paucac sufficiunt, divisio 
vulgaris sivc logarithmi aequc expcditc plerumque adhiberi potcrunt. 



318. 

Quum itaque re.solutio talium fractionum, quarum denominatores e pluribus 
numeris primis divcrsis compositi sunt, ad eum casum iam reducta sit, ubi deno- 
minator est primus aut primi potcstas : de illarum mantissis pauca tantum adiicie- 
mus. Si denominator factorem 2 et 5 non continet, mantissa etiam hic e perio- 
dis constabit. quoniam pro hoc quoquecasuin serie 10, 100, 1000 ad terminum. 
unitati secundum dcnominatorcm congruum, tandem pervenitur, simulque huius 
termini exponcns, qui perart. 92 facile dcterminari poterit, periodi magnitudinem 
a numeratore independentem , indicabit , siquidem bic ad denominatorcm primus 
fuerit. — Si vero denominator est formae 2*5 e jV. dcsignante N numerum ad 
10 primum, a et 6 numeros. quorum unus saltcm non cst 0, fractionis mantissa 
post primas a vcl 6 figuras (prout a vcl 6 maior) e periodis constarc incipict, 
cum periodi8 fractionum cum denominatore N respectu longitudinis convcnienti- 

49* 
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bus: hoc facillimc indc derivatur, quod illa fractio in duas alias cum denominato- 
ribus 2*5 6 et N resolubilis cst , quarum prior post primas a vcl 6" figuras ab- 
rumpctur. - Cetcrum de hoc argumento multas alias observationes adiiccrc pos- 
scmus, pracscrtim circa artificia, talem tabulam ut III quam citissime construendi, 
quas brevitatis caussa eo lubcntius hoc loco supprimimus . quum plura huc perti- 
ncntia tum a cel. Kobertson 1. c. . tum a cel. Bernoulli (Nouv. Mtm. de TAc. de 
Berlin 1771 p. 273) iam sint tradita. 

Solutio conynientiar iz = A fier mtthodum tzcUuumit. 

319. 

Congrucntiac xx (mod. m) , quae convenit cum aequatione indetermi- 
nata xx = A-\-my, possibilitatcm in Scct. IV (art. 146) ita tractavimus, ut nihil 
amplius desiderari posse >idcatur; rcs]x?ctu investigationis incognitac ipsius autcm. 
iam supra lart. 1 52) observavimus, methodos indirectas directis longe esse praefe- 
rendas. Si f« cst numcrus primus (ad qucm casum rcliqui facile rcducuntur), ta- 
bulum indicum 1 (cum III secundum obs. art. 31G combinatam) ad hunc finem ad- 
hibere possemus, ut in art. 60 gencralius ostendimus: haec vero methodus intra 
tabulac limitcs rcstricta forct. Proptcr has rationcs racthodum sequcntcm gcne- 
ralem ac cxpeditam arithmcticac amatoribus haud ingratam fore speramus. 

Ante omnia observainus, sufficere, si ii tantummodo valores ipsius x habean- 
tur, qui sint positivi atquc non maiorcs quam -fm, quum quivis alius horum ali- 
cui vcl ipsi vcl ncgative sumto secundum modulum t« congruus sit; pro tali vero 
valore ipsius x valor ipsius y necessario inter limitcs — ct \m — — con- 
tcntus erit. Mcthodus itaque, quae statim sc offert, in eo consistcrct . ut pro sin- 
gulis valoribus ipsius y intra hos Iimites contentis , quorum complexum exprime- 
mus pcr Q, valor ipsius A+my, quem per V denotabimus, computetur, iique 
soli rctineantur, pro quibus V fit quadratum. Quando m est numerus parvus 
(e. g. iufra 10), hoc tentamen tam brevc cst, ut contractione vix opus sit; 
quando autem m est magnus, labor per methotlum exclusionis sequentem, quantum 
lubct. abbreviari jwterit. 

320. 

Sit E numeniB arbitrarius intcger ad m primus ac maior quam 2; omnia 
eius non-residua quadratica diversa (t. e. secundum E incongrua; haec a. b, c etc. ; 
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denique radiccs congrucntiarum 

A-\- my = a , A-\-mi/ = b, A-\^my = c etc. sec. mod. E 

hae ct, 6\ y etc. , quas omnes positivas ac minores quam E accipere licebit. Si 
itaque ipsi t/ valor alicui cx his numcris a, 6\ y etc. sccundum E congruus tri- 
buitur. vaJor ipsius V = A-\-my inde oriundus alicui ex his a, b, c ctc. con- 
gruus et proin non-residuum ipsius E erit, neque adeo quadratum esse poterit. 
Hihc patet, ex Q omncs statim numeros tamquam inutiles excludi posse, qui sub 
formis Et-\-a, Et-\-$, Et-\-y etc. contenti sint, sufficictquc, tcntamcn de re- 
liquis, quorum complexus fit Q', iustituisse. In ilia operatione numero E nomen 
excludentis tribui potest. 

Accipicndo autcm pro excludentc numerum idoneum alium E', prorsus si- 
mili modo invcnicntur tot numeri «', tT, y' ctc, quot non-rcsidua divcrsa quadra- 
tica habet, quibus y secundum modulum E' congruus esse nequit. Quare denuo 
cx 12' eiicere licebit omncs numcros sub formis E't-\-a. EV+ff, £7+7' etc. 
contentos. IIoc modo continuari potcrit, alios aliosque sempcr cxcludcntes adhi- 
bendo, donec multitudo numerorum ex Q tantum deminuta fucrit, ut nou diffici- 
lius videatur, omnes superstitcs tentamini revera subiicere, quam exclusiones no- 
vas instituere. 

Ex. Proposita aequationc xx — 22-)- 97^, limites valorum ipsius y erunt 
— 8 \ et 24 1 — {?. u,1(Ie fquoniam inutilitas valoris 0 per se est obvia) Q com- 
prehcndct numeros I, 2, 3 ... 21. Pro E = 3 habetur unicum non-residuum 
a = 2 ; unde fit a = 1 ; cxcludendi sunt itaque cx Q omncs numeri formae 
:\t-\-\; multitudo remaucntium Q' crit 16. Siuiili modo pro E — 'I habctur 
a = 2, b = 3, undc « — 0, b' = 1 ; quare reiici debent numeri formae 4/ et 
\t-\-\ restantque hi octo 2, 3, 6. 11. 14. 15, 18, 23. Perinde pro E = :> re- 
iicicndi inveniuntur numcri formarum 5f et 5t-\-3; rcmancntquc hi 2, 6, 1 I, 14. 
Excludeus 0 removcret numeros formarum 6/-4- 1 et 6f-f- 4. hi vero (qui cum 
numeris formae 3f-f- 1 conveniunt; iam absunt. Kxcludens 7 eiicit numeros 
formarum 7f -\- 2, 7f-f- 3, 7f-f- 5, ac rclinquit hos 6, 11. 14. Hi pro t/ substi- 
tuti producunt rcsp. V = 604, 1089, 1380, e quibus valor secundus solus est 
quadratus, unde x — + 33. 
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Quum operatio cum cxcludente E instituta e valoribus ipsius V, valoribus 
ipsius y in S rcspondentibus, omnes eos relegct. qui sunt non-residua quadratica 
ipsius E, residua vero ciusdcm numcri non attingat; facilc intelligitur, usum exclu- 
dentium E et 22J nihil diifere, si E sit impar, quum in hoc casu E et 2E eadem 
residua ct non-residua habeant. Hinc patet, si successive numeri 3, 4, 5 etc. tam- 
quam excludentes adhibeantur. numeros impariter pares 6, 10, 14 etc. tamquam 
superfluos praetereundos esse. Porro pcrspicuum est, operationem duplicem, cum 
excludcntibus E, E' institutam, omnes eos valores ipsius V removere, qui vel 
utriusque E, E' vcl unius non-residua sint, cosquc qui sint utriusque residua, re- 
manere. lam quum in eo casu, ubi E et E' divisorem communem non habent. 
illi numeri eiecti omnes sint non-residua, atque hi superstites residua producti 
EE', manifcstum cst. usum excludentis EE' in hoc casu omnino tantundcm ef- 
ficere, ac usum duorum E, E\ adeoque illum, post hunc, superfluum fieri. Quare 
eos quoquc excludentes omnes praeterire licebit. qui in duos factores inter se pri- 
mos resolvi possunt, sufficietque iis uti, qui sunt vcl numcri primi (ipsum m non 
metientes! vel primorum potestates. Denique manifestum est, post usum exclu- 
dentis fF", qui sit iK)testas numeri primi p, excludentem p seu p", quando v<{i, 
superfluum fieri ; quum cnim p* intcr valores ipsius V sola sui residua reliqucrit. 
a potiori non-residua ipsius p aut potestatis cuiusvis inferioris ;> v non amplius 
aderunt. Si vero p aut /> v iam ante p* adhibitus est, hic manifesto tales tantum 
valores ipsius V ciicere potest, qui simul sunt residua ipsius p (aut p 1 ) atque non- 
residua ipsius p*; quare huiusmodi tantum non-residua ipsius p* pro a, b, cetc. 
accipere suffioiet. 

322. 

(omputus numerorum a, 6, -y etc. cuivis excludcnti dato E respondentium 
multum contrahitur pcr observationes sequentes. Sint $1, 33, £ etc. radices con- 
gruentiarum my = a, mt/ = b, my = c etc. (mod. E) atque k radix huius my 
= — A, patetque fieri a = <$l + k, 6" = 33-}-/V f 7 = A- etc. Iam si ipsos 
33. (5 etc. revera per solutionem illarum congruentiarum eruere oporteret , haec 
via ipsos a, 6, y etc. invcnicndi nihilo utique brevior foret, quam ea quam supra 
ostendimus: sed illud neutiquam est necessarium. Si cnim, primo, E est nume- 
rus primus, atque m residuum qu. ipsius E, patet per art. 9S, ipsos 81, 33, Setc. 
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qui sunt valores expr. ~, ~, £ etc. (mod.E\ fieri non-residua divcrsa ipsius E. 
adeoquc cum ipsis a, 6\ 7 ctc. omnino convcnirc, abstrahcndo ab ipsorum ordinc. 
cuius nihilhic refcrt; si vcro in cadem suppositione «1 est non-residuuin ipsius E. 
numeri 21. 33, (S etc. cum omnibus residuis quadraticis, abiecto 0, convenient. 
Si E est quadratum numeri primi (imparis), = pp. atque p iam tamquam ex- 
cludens applicatus, 8ufficit per art. praec. , pro a, b, c etc. ea non-residua ipsius 
pp assumere quae sunt residua ipsius p, i. e. numeros p,2p,3p . . . pp — p (sci- 
licet omnes numeros infra pp praeter 0, qui per p sunt divisibiles ) ; hinc vero 
facilc pcrspicitur, pro 8, 33, G ctc. omnino eosdem numeros provenire dcbere, ali- 
ter tantum dispositos. Similiter si post applicationcm cxcludcntium p ct pp po- 
nitur E = p s , sufficiet pro a, b, c etc. accipere producta singulorum non-resi- 
duorum ipsius p in pp, unde pro 21, 33, S etc. provenient vel iidem numeri, vel 
producta ipsius pp in singida rcsidua ipsius p praetcr 0, prout «i cst residuum 
vel non-residuum ipsius p. Gencraliter accipiendo pro E potestatcm quamcun- 
que numeri primi puta p*. omnibus inferioribus iam applicatis, pro 21, 33, 6 etc. 
prodibunt producta ipsius p^~ 1 vcl in omncs numcros ipso p minorcs, 0 scmpcr 
excepto, quando p par, vcl in omnia non-residua ipsius p minora quam p, quando 
ji impar atque m Rp, vel in omnia residua, quando m Np. — Si E — 4 , adeo- 
que o = 2, 6 = 3, pro 81, 33 habemus vel 2 et 3 vel 2 et 1 , prout m = I 
aut = 3(mod. 4). Si post usum excl. 4 statuitur E = habemus a = 5. 
unde 31 fit 5, 7, 1, 3, prout m= 1, 3, 5, 7 {mod. 8). Generaliter autem si E 
est potestas altior quaecunque binarii puta 2>\ inferioribus iam applicatis , poni 
debet a = 2^~ l , b = 3.2'* - ^ quando |i est par, undefit 31 = W*~* t 33 = 3.2"* - * 
vel = 2^~~* prout m = 1 vel =3, quando vcro jx est impar, ponendum cst 
a = 5.2 , * - ^ unde 21 aequalis fit producto numeri 2 1 * -3 in 5, 7, 1. vel 3, prout 
Isl.M v el 7 (mod.8). 

Ceterum periti facile comminiscentur apparatum , pcr quem valores inutiles 
ipsius y mechanice ex Q eiici possint, postquam pro tot excludentibus quot neces- 
sarii videntur numeri a, 6, y etc. sunt computati ; sed de hac re sicut de aliis ar- 
tiiiciis laborem contrahcndi hic agere non licet. 

Solutio arqvationia indetermmatae MXX + nyy = A per exclfirmc». 

323. 

Omnes repraesentationes numeri dati A per formam binariam mvx -+- Mjrjf, 
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sive solutiones acquationis indeterminatae mw + W — ^l, in Scctione V me- 
tliodo generali inucnire docuimus, cuius brevitas quoquc nihil dcsiderandum re- 
linquere videtur, si omnes valores expr. \> — mn secundum modulum A ipsum, 
et per suos factores quadratos divisum, iam habeutur; hic autem pro eo casu, 
ubi mn cst positivus, solutioncm explicabimus. directa multo expcditiorem , si 
ad hanc illos valores autea computare oportet. Supponcmus autem, numeros m, 
n et A cssc positivos atque inter se primos, quum casus reliqui ad hunc facile 
possint reduci. Manifesto quoque sufficit, valores positivos ipsorum ,r, y eruere, 
quum reliqui inde per solam signorum mutationem dcducantur. 

rerspicuum est, x ita comparatum csse dcbere, ut pro quo scribe- 

mus V, positivus, integer, ct quadratus evadat. Conditio prima requirit, ut x 
non sit maior quam y ^; secundu iam pcr se locum habet, quando n = 1 , alio- 
quin requirit. ut valor cxpr. ^ {mod. w sit residuum quadratieum ipsius n, de- 
signandoque omnes valores diversos expr. y ^ (mod. n) per + r, +r'etc, x sub 
aliqua formarum nt + r, nt — r, nt + r' etc. conteutus esse debebit. Simpli- 
cissimum itaque forct, omnes numcros harum formarum infra limitem \'~, quo- 
rum coniplexum per Q exprimemus. pro x substitucre, cosque solos retinere, 
pro quibus I r fit quadratum. Hoctcntamcn, quantum lubeat, contrahere. in 
art. sq. docebimus. 



Methodus cxclusionum, per quam hoc efficicmus, perinde ac in disqu. praec. 
in eo consistit. ut plurcs numeros, etiam hic exchtdentes vocandos, ad lubitum 
accipiamus , pro quibusnam valoribus ipsius x valor ipsius V fiat non-residuum 
qu. horum excludcntium, invcstigemus, talesque x ex 12 eiiciamus. Per ratio- 
cinia iis quac in art. 321 exposuimus omnino analoga apparet, talcs tantum ex- 
cludentes udhibendos es^e. qui sint numeri primi aut numerorum primorum potc- 
states, et pro cxcludentc posterioris generis ea tantum ipsius non-residua a valo- 
ribus ipsius V arcenda. quac sint rcsidua omnium potcstatum infcriorum eiusdem 
numeri primi, siquidem exclusio cum liis iam est iustituta. 

Si itaque excludens E — ;includendo etiam eum casum ubi |x = 1 ;, 
ubi p est numerus primus ipsum m non mcticns. supponamusque *) p* esse sum- 

•) Bn-vitati» cauasa duoii caiu». in quibu» n p«r p < < diri<ibili« ac non diviiibili». «imul compleetimur ; 
in po»lcriori •* =. v ponere oporUL 
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mam potestatem eiusdem numeri primi per quam n sit divisibilis. Sint a, b fetc. 
non-residua quadratica ipsius E omnia, quando (i — 1 : neccssaria sive ea quae 
sunt residua potestatum inferiorum, quando p> l). Coinputentur radices con- 
gruentiarum mz = A — na, mz = A — nb. mz~A — nc etc. (mod. Ep' = p* + "). 
quae sint a, 6\ yetc. , patctque facile. si pro quo valore ipsius x fiat xx = a 
(mod. Ep H ), valorcm rcspondentem ipsius 1" ficri ~a 'mod. E) sive non-rcsi- 
duum ipsius E, similiterque de numeris reliquis 6", y etc; aeque facile vice versa 
perspicitur, si quis valor ipsins ,r producat 1'saimod. E), pro eodem fieri 
xx = a (mod. Ep"), adcoque omnes valorcs ipsins x, pro quibus xx nulli nume- 
rorum a, b*. y etc. sec. mod. Ep" congruus sit. talcs valorcs ipsius I' producere, 
qui nulli numerorum a, b, c etc. sec. mod. E sint congrui. Kligantur iam e nu- 
meris a, 6\ y etc. omnia rcsidua quadratica ipsius Ep", quac sint g. g, g" etc., 
computentur valorcs cxpressionum \g , \g. \!g" etc. (mod. Ep"). pouamusque hinc 
prodire + /<, + A\ + A" etc. His ita factis manifestum est, omnes numcros for- 
marum £//7+A, Ep"t + h', Ep"t + h" etc. ex 2 tuto eiici iM>sse. nullique va- 
lori ipsius x in 2 post hanc cxclusioncm rcmanenti valorem ipsius T' sub formis 
Eu-\-a, Ett-\-b. Eu + c etc. contentum rcspondere possc. leterutn manife- 
stum est, tales valores ipsius V iani per se e nullo valore ipsius ,i prodire possc. 
quando inter numcros a, 0\ y etc. nulla rcsidua qu. ipsius Ep" invcniantur. ad- 
eoquc in hoc casu numerum E tamquam excludentem applicari non possc. — 
Huiusmodi excludentes, quot placet, adhiberi , atque sic numeri in U ad lubitum 
diminui possunt. 

Yidcamus iam, annon ctiam numcros primos ipsum «i mctientcs. taliumvc 
numerorum potestatcs tamquam excludentes adhibcrc liccat. Sit B valor expr. 

(mod.wi,}, patetquc, I' semper ipsi B secundum mod. m congruum fieri, qui- 
cunque valor pro x accipiatur , adcoquc ad possibilitatem aequ. prop. ncccssario 
requiri. ut B sit residuum quadraticum ipsius m. Dcsignantc itaquc p diviso- 
rem quemcunque primum imparem ipsius t», qui per hyp. ipsos n et A, adeo- 
quc ctiam ipsum B non mctietur, pro valore quocunque ipsius x erit V resi- 
duum ipsius p adeoque etiam cuiuscunquc potcstatis ipsius p; quamobrem p ip- 
siusque jKJtestate^ nequeunt excludeutium loco haberi. _ Prorsus simili ratiouc. 
quando m per S est divisibilis . ad aequ. prop. possibilitatem neccssario requiri- 
tur. ut sit B=\ (mod. S). unde etiam T* pro valore quocunque ipsius x fiet = I 

(mod. $;. ct proin binarii potestates ad exclusionem non idoncac Quando au- 
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tem »i per 4 neque vcro per 8 est divisibilis, ex simili ratione esse debebit B=\ 
;mod.4), adeoque valor expr. j (mod. S) vel 1 vel 5, designetur per C. Xullo 
negotio pcrspicietur , pro valore pari ipsius x bio fieri V = C; pro impari, 
V= C+ 4 (mod. 8) ; unde patet, valores pares reiiciendos esse , quando C=5; 

impares , quando C = 1 . Deniquc quando m per 2 , ncque vcro per 4 est 

divisibilis, sit ut ante C valor cxpr. - {mod. 8), qui erit 1,3,5 vel 7; atque D 
valor liuius * ™ (mod. 4.) , qui crit 1 vcl 3. Iam quum valor ipsius V manifesto 
scmper fiat = C— 2D*x(mod. 8), adeoque pro x pari =C, pro impari = C— 2D, 
facilc hinc colligitur, reiiciendos esRe omnes valores impares ipsius x, quando 
C= 1 ; omncs parcs, quando C = 3 et D = 1 , aut C = 7 et D = 3, atque 
valores remanentcs omnes producerc V — 1 ( raod. 8 ) sive residuum cuiusvis 
potestatis binarii; in casibus reliquis autcm, puta quando C = 5, aut C = 3 et 
D = 3, aut C = 7 et D = 1, fiet F=3, 5 vel 7(mod.S), sive x accipiatur 
par sivc impar, unde liquet, iu his casibus aequationem prop. solutionem omnino 
non admittcrc. 

Ceterum quum prorsus simili modo, ut hic valorcm ipsius x per cxclusiones 
invenire docuimus, etiam, mutatis mutandis, valorcm ipsius y cliccre possimus, 
methodum exclusionis ad problematis propositi solutionem duobus semper modis 
applicare liccbit (nisi m = « = 1 , ubi coincidunt) , e quibus is plerumque est 
praeferendus. pro quo Q terminorum multitudinem minorem continet, quod facile 
a priori aestimari potcrit. — Denique vix neccsse crit observare, si post aliquot 
exclusiones omnes numeri cx Q abierint , hoc ut ccrtum indicium impossibilitatis 
aequationis propositae cssc considcrandum. 

325. 

Ex. Proposita sit aequatio 3xx-{-Ab5yy = 10857362, quam duplici 
modo solvemus, primo investigando valores ipsius x, dein valorcs ipsius y. Limes 
illorum in hoc casu est \/3619120|, qui cadit inter 1902 et 1903; valor expr. 
j (mod. 455) est 354 atque valores cxpr. v' 354 (mod.455) hi +82, + 152, 
+ 173, +212. Hinc Q constat e 33 numeris scquentibus: 82, 152, 173, 212, 
243, 282, 303, 373, 537, 607, 628, 667, 698, 737, 758, 828, 992, 1062, 1083, 
1 122, 1 153, 1 192, 1213, 1283, 1447, 1517, 1538, 1577, 1608, 1647, 1668, 1738, 
1902. Numerus 3 in hoc casu ad exclusionem adhibcri nequit, quia ipsum iw 
metitur. Pro cxcludcnte 4 habemus o = 2 , 6 = 3, unde a = 0, 6 = 3; 
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g =s o. atque valores expr. y(?(mod. 4) hos 0 et 2; hine sequitur, onmes uu- 
meros formarura 4/et 4/+ 2, i. e. omnes pares ex Q eiiciendos cssc ; designen- 
tur isedecim) reliqui per Q\ Pro E — 5, qui etiara ipsura « mctitur, habemus 
radiccs congruentiarum mz = A — 2n et mz = A — 3« (mod. 25) has 9 ct 24, 
quae ambae sunt rcsidua ipsius 25. valoresque expressionum y'9 et y/24 (mod. 25) 
fiunt +3, +7; eiectis ex Qf omnihus numeris formarum 25/+ 3, 25/ + 7 
restant hi decem (0"): 173, 373, 537, 667. 737, 10S3, 1213, 12S3, 1517, 1577. 
Pro E = 7, habcmus congrucntiarum mz=A— 3«, mz=A — 5», mz = A — 6» 
,'mod. 49) radices 32, 39, 1S, quae omnes sunt residua ipsius 49. atque valorcs 
expr. y/32, y'39, y/lS (mod. 49) hos +9, +23, +19; eiectis ex 2" numeris 
formarum 49Z + 9, 49/+ 19, 491+13 remanent hi quinque (Q w ): 537,737, 
10S3, 1213. 1517. Pro E=% habcmus a s 5, unde a = 5, qui est non- 
residuum ipsius S ; quare cxcludcns 8 non potcst adhibcri. Numcrus 9 cx ca- 
dem ratione practcrcundus cst ut 3. Pro E = 1 1 numeri a, b etc. fiunt 2, 6, 
7, S, 10; v = 0; unde nuineri a, G* etc. = S, 10, 5, 0, 1, e quibus tres sunt 
residua ipsius II puta o, 1, 5; hinc deducitur, ex Q'" reiiciendos esse numeros 
formarum 11/, 1 1 / + 4 , quo facto rcmancnt 537, 1 0S3. 1213. Quos 

tentando prodeunt pro V rcsp. valorcs 21961, 161 29, 14161, c quibus secundus 
ac tertius soli sunt quadrata. Quarc acqu. prop. duas solutiones per valorcs po- 
sitivos ipsorum x, y admittit, x -= 1083, y = 127, et * sss 1 21 3, y = 1 1 9. 

Secundo. Si alteram eiusdem aequationis incognitam per exclusiones indagare 
placct, ponatur haec sub formam 455j\r + = 10S57362, commutando x 
cum y, ut omnia signa artt. 323, 324 retinere liccat. Limcs valorum ipsius x hic 
cadit inter 154 et 155; valor expr. - (mod. n) cst 1; valorcs huius y/l (mod. 3) 
sunt +1 et — 1 . Quarc Q continct omncs numeros formarum 3 / + 1 ct 
3/ — l, i.e. omnes per 3 non divisibiles usque ad 154 incl., quoruiu multitudo 
cst 103; applicando autem praccepta supra data invenitur, pro excl. 3; 4; 9; 11; 
17; 19; 23 reiiciendos esse numeros formarum 9/+4; 4/, 4/+2 sive omnes 
pares; 27/+1, 27 /+ 10; 11/, 11/+I, 11/+3; 17/+3, 17/+4, 17/+5, 
17/+7; 19/+2, 19/+3, 19/+S, 19/ + 9; 23/. 23/+ 1, 23Z+5, 23/ + 7, 
23/+ 9, 23/+ 10. His dclctis supcrstites iuveniuntur 119, 1 27 , qui duo soli 
ipsi V valorem quadratura conciliant, easdemque solutiones suggerunt, ad quns 
supra pervcnimus. 
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Methodus praecedcns iam per se tam expedita est , ut vix quidquam optan- 
dum rclinquat; attamcn pcr multifaria artificia magnopere adhuc contrahi potest, 
e quibus hic pauca tantum attingere licet. llestringemus itaque disquisitionem 
ad eum casum . ubi excludens est numerus primus impar ipsum A non metiens, 
sive talis primi potestas, praesertim quoniam casus reliqui vel ad hunc reduci vel 
methodo analoga tractari possunt. Supponcndo primo, excludcntcm E = p esse 
numcrum primum ipsos m, n non mcticntcm, atque valores expr. -, — , — "*. 
— - ctc. {moA.p) rcsp. k, 81, 23, 6 etc. : numeri a, 6\ y etc. inveniuntur per con- 
gruentias a = Ar + 2l, 6 = Ar+SB, y = k-\-<Z etc. (mod.p). Numeri % ©, <J ete. 
autcm per artiriciuui ei prorsus simile, quo in art. 322 usi sumus, sine congrucn- 
tiarum computatione erui possunt, et vcl cum omnibus non-residuis, vel cum 
omnibus residuis ipsius p (practcr 0) convenicnt, prout valor expr. — ™ (mod./>), 
sive (quod hic eodein redit) numcrus —mn cst residuum vel non-residuum ipsius p. 
Ita in ex. II art. praec. pro £ — 17 fit k — 7 ; — mn = — 1365 = 12 est 
non-residuum ipsius 17; liinc numeri 21, 33 etc. erunt 1,2,4,8,9, 13, 15, 16 
adcoquc numcri a , o* etc. 8, 9, 1 1 , 1 5, 1 6, 3, 5, 6 ; ex his residua sunt 8,9, 15, 16. 

unde + A, A' etc. fiunt + 5, 3, 7, 4 Quibus saepius occasio est huiusmodi 

problemata solveudi, commoditati suae cximie consulent, si pro pluribus numeris 
primis p, valorcs ipsorum h, h' etc. singulis valoribus ipsorum * (1, 2,3.../» — 1} 
respondcntes , in duplici suppositione (puta ubi — mn cst rcsiduum et ubi non- 
residuum ipsius p) computent. Ccterum obscrvamus adhuc, multitudinem nume- 
rorum A, — h, h' etc. semper esse J {/» — 1), quaudo uterque numerus k et — mu 
sit rcsiduum vel uterque non-residuum ipsius p; J (/» — 3}, quaudo prior R., po- 
stcrior NR. ; | (/»+!), quando prior NR.; jjosterior R.; sed demonstrationcin 
huius theorematis, ue nimis prolixi fiamus, supprimerc dcbcmus. 

Quod autem, secutulo, eos casus attinet, ubi E est numerus primus ipsum 
« meticns. aut potestas numeri primi (imparis) ipsum n metientis seu non 
meticntis, hi adhuc expeditius tractari possunt. Omnes hos casus simul com- 
plectemur, omuibusque art. 324 siguis rctcntis poncmus n — n'/» v , ita ut n pcr p 
non sit divisibilis. Numeri tt, b, c etc. erunt producta numcri p*~ l vel in omne.s 
numeros ipso p minores (praeter 0). vel in omnia non-residua ipsius p infra p, 
prout ix est par vel impar; exprimantur inderinite per k/»* 1- '. Sit k valor expr. 
^(mod./» l ' +1 '), eritque per /» nou divisibilis. quia eadem proprietas in A suppo- 
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nitur; porro patet, omnes a, 6", y etc. ipsi k scc. mod. p congruos fieri, adeoque 
/>•* nihil ex Q excluderc, si lcNp; si vcro kRp adcoquc ctiam A B/> |i+v . sit r 
valor expr. \ A(mod. /> ,1+v ) . qui per p non erit divisibilis, atque e valor huius 
— ^.(ukkI.jk), critque a = rr-f- 2era/> v (mod./> l *" , " v ) , unde facile colligitur, a 
esse residuum ipsius />**+ v , atque valores expr. ¥ / a(mod./r u+v ) fieri + (r-\-eap''); 
hinc omnes h, h', h" etc. exprimentur pcr r-\- K^»^J |i + v-, . Denique nullo negotio 
binc concluditur , numcros h, h', h" ctc. oriri ex additionc numeri r cum pro- 
ductis numeri />>* +v-1 vel in omnes numeros infra p (praeter 0), puta quando p 
par; mJ in omnia non-residua ipsius p infra hunc limitem, quando ft impar 
atque eRp sive, quod hic eodem redit, quando — ImrriRp; vel in omnia residua 
praeter 0), quando \i impar atquc — 2mrriNp. 

Ceterum simulac pro singulis excludentibus. quos applicare placet, liumeri 
A, h' etc. sunt eruti , exclusionem ipsam etiam per operationes mechanicas jierfi- 
cere licebit , quales quisque harum rerum peritus facile proprio marte excogitare 
poterit , si opcrae pretium esse videbitur. 

Tandcm observare debemus, quamvis aequationcm axx-\- 2bxy-\-cyy — M, 
in qua bb — ac ucgativus — — D, facile ad eam formam, quam in praecc. con- 
sideravimus. reduci posse. Designando enim divisorem communem maximum 
numerorum a, b per m, et ponendo 

a — md, b — mb\ ^ — dc. — mb'b' = w . dx-\-b'y = x 

aequ. illa manifesto aequivalet huic mx'x'-\-nyy — a'M, quae per praecepta 
supra tradita solvi poterit. Ex huius autem solutionibus eae tantum erunt reti- 
nendae, in quibus x — b'y per d fit divisibilis, sive unde x valores integros 
nanciscitur. 

• 

Atia «w<Wi» cngruetUiam xx S A toltxmApr» M «xtr. ubi A t.t nrguiiv*,. 

327. 

Qucmadmodum solutio directa aequatiouis axx-\- 2bxy-\-cyy — M in 
Sect. V contenta valores cxpr. \'[bb — ac) ,mod. M) notos supponit: ita viee versa 
pro eo casu, ubi bb — ac est ncgativus, solutio indirccta in pracrc. exposita me- 
thodum expeditissimam subministrat, illos valores crucndi, quac, praesertim pro 
valore permagno ipsius M, methodo art. 322 sqq. longe est praefercnda. Supi>o- 
nemus autem. M esse numerum primum, aut saltem ipsius factores. si compo- 
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situs cssct. adhuc incognitos ; si enira constarct, numcrum primum p ipsum M 
mctiri. atquc esse M = p^M', ita ut M' factorem p non amplius implicct, 
longe commodius foret, valores expr. \J(bb — ac) pro modulis p* et M' sigillatim 
explorare (priores ex valoribus secundum modulum p, art. 101], valoresque sec. 
mod. M ex horum combinatione deduccre (art. 105). 

Quacrcndi sint itaquc omncs valores cxpr. ^ — D(mod. M), ubi D et M 
positivi supponuntur, atquo M sub forma divisorum ipsius xx-\-D contentus 
lart. 147 sqq.), alioquin enim a priori coustaret, nullos numeros cxpressioni pro- 
positac satisfacere posse. Siut valores quaesiti, e quibus bini semper oppositi crunt, 
± r * ± r '« ±r"etc.. atque D + rr = 3/A, D + r'r'=Mh', D-f-rV— Mh" etc.; 
porro designentur classcs. ad quas formac (Jf, r, h), (M, — r, A), (M, r, h'}, 
(M, — r. h), [M. r, K). (M, — r", A") etc. pertinent, rcsp. per <£, — <£, C, — 
C", — S" ctc. , ipsarumque complexus i>er (9 . Hae classcs quidem . gcneraliter 
loquendo, tamquam incoguitae sunt spectandae; attamen perspicuum est, primo, 
omnes esse positivas atque proprie primitivas, secundo, omnes ad idem genus per- 
tinere, cuius character cx indole numcri M, i. e. cx ipsius relationibus ad singulos 
divisores primos ipsius D (insuperquc ad 4 aut S , quando hae sunt necessariae) 
facilc cognosci possit (art. 230). Quum suppositum sit, M contineri sub forma 
divisorum ipsius xx-\-D, a priori certi esse possumus, huic charactcri nccessario 
geuus pos. pr. pr. formarum determ. — D respondere, etiamsi forsan expressioni 
D(mod. M) .satisficri nequcat, quum itaquc hoc genus sit notum, omnes 
classes in ipso contentac crui poterunt, quae sint C, C, C" etc. , atque ipsarum 
complexus G. Patet igitur, singulas classes (S, — (5 etc. cum aliqua classe in 
G idcnticas csse debere; fieri potest quoque, ut plures classes in (3 inter sc, 
adeoque cum eadem in G identicae sint, et quando G unicam classem continet, 
certo omnes in ® cum hac convenient. Quare si c classibus C, C. C" etc. for- 
mae (simplissimae) /,/',/" ctc. eliguntur, (una e singulis) : e singulis classibus 
in (S una forma inter has reperietur. Iam si axx+ 1bxy-\-cyy est forma in 
classe S contenta, dabuutur duae repraesentationes numeri M per ipsam ad va- 
lorcm r pcrtincntes , et si una est x = m, y = n, altera erit x = — m, y = 
— «; unicus casus excipi debet, ubi D = 1, in quo quatuor repraesentationes 
dabuntur (v. art. 180). 

Ex his colligitur, si omnes repraesentationes numeri M per sinirulas formas 
//'./"etc- investigentur fper methodum indirectam in praecc. traditam), atque 
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hinc valores expr. ^ — D(mod. M), ad quos singulae pertinent deducantur fnrt. 
154 sqq.), omnes valores huius expressionis inde obtineri, et quidem singulos bis, 
aut, si Zj=l, quater. Q. E. F. Si quae formae inter /,/'etc. reperiuntur, 
per quas M rcpraesentari nequit , hoc est indicium , ipsas ad nullam classem in 
(5$ pertinere, adeoque negligendas csse : si vero M per nullam illarum formarum 
repraesentari potest, neccssario — D debebit cssc non-rcsiduum quadraticum ip- 

sius M. Circa has opcrationcs teneantur adhuc obscrvationes sequentes. 

L Repraesentatioues numeri M per formas //' etc., quas liic adhibemus. 
subintelliguntur esse tales, iu quibus indeterminatamm valores inter se primi sunt; 
si quae aliac sc offerunt, in quibus hi valores divisorcm communem \l habcnt 
iquod tunc tantummodo acciderc potest, ubi jaji mctitur ipsum M, certoque ac- 
cidet. quando — DR — ): hae ad institutum praesens omnino negligi debent. etsi 
alio respectu utiles esse possint. 

II. Ceteris paribus labor manifesto eo facilior erit, quo minor est multitudo 
classium //'./"etc, adeoque brevissimus . quando D est unus e 65 numeris 
in art. 303 traditis, pro quibus in singulis gcncribus unica tantum classis datur. 

III. Quum binae serapcr huiusmodi repraeseutationes x = w, y = «; 
4? = — m, y = — n ad eundem valorem pertineant, perspicuum est, sufficere, 
si eae tantummodo repraesentationes considerentur, in quibus y positivus. Tales 
itaque repraesentationes divcrsac semper valoribus diversis expr. \j — D mod. M) 
respondent, unde multitudo omnium valorum diversorum multitudini omnium ta- 
lium repraesentationum prodeuntium aequalis erit (semper excipiendo casum 
D = J . ubi illa huius semissis erit). 

IV. Quoniam, simulac alter duorum valorum oppositorum -j- r, — r. cog- 
nitus est, alter sponte innotescit, operationes adhuc aliquantum abbreviari possunt 
Si valor r obtinetur e rcpracscntatione numeri M per formam in classe C con- 
tentam, i.e.si S = C; valor oppositus — r manifcsto emergct e repracsenta- 
tione per formam, in classe ipsi C opposita contentam, quae differens erit a classe 
C, nisi haec est anceps. Hinc sequitur. quando non omnes classes in G ancipi- 
tes sint, e reliquis semissem tantum considerare oportere. puta e binis oppositis 
quibusque unam, alteram negligendo, e qua valores iis, quos prior suppeditavit, 
oppositos resultare iam absque calculo praevidere licct. Quando autem C est an- 
ceps, ambo valores r et — r simul inde emergent; puta. si ex C forma anccps 



400 



VAKIAE mSQtngrnONt'M rRAECEnENTItM AITUCATIONES. 



axx-\- 2bxy -\-cyy elccta est, atque valor r prodiit e repr. x — m. y = n. va- 
lor — r prodibit ex hae x = —m— y = n. 

V. Pro eo t a.su, ubi D = 1, una tantum classis omnino datur, 0 qua for- 
mam xx-\-yy electam esse supponere licebit. Quodsi valor r ex repraesenta- 
tione x — m. y = n provenit. idem ex his prodibit .r = — m. y = — n ; x = n, 
y = — M; x = — » , y — m . oppositusque — r ex his x — m, y = — « ; 
x = — 1», y = n\ x = », y = m; .r = — «, _y = — m; quare ex his octo reprr., 
quae unicam discerptionem constituunt. una sufficit. si modo valori inde rcsultanti 
oppositum associemus. 

VI. Valor expr. \ — D(mod. M). ad quem repr. haec M = amm-{- Ibmn 
-\-cnn jHTtinet. per art. 155 est ji mb-\-nc) — v ma-\-nb) sive numerus qui- 
cunque huic sccundum M congruus, ipsis ji. v ita acceptis, ut fiat jjl w — {— v « = 1. 
Designando itaquc talcm valorem pcr 0, crit 

mv = jam mb -j- nc) — t (M — mnb — nnc, — (juit v«; 'mb -\- nc) = mb -\-nc (mod. M) 

Hinc patct. v cssc valorcm expr. '" 6 * " f (mod.Jl/): similique modo invenitur, r 
esse valorem expr. — '"" * " b mod.M). Hae formulac sacpcnumero ci, ex qua 
deductae fuerunt pracfercndac sunt. 

32S. 

Exempla. I. Quaeruntur omnes valores expr. y — 1 3G5 (mod. 542S6S 1 =3/; 
numerus M hic cst =1. I, I, 6, 11 'mod. 4, 3, 5, 7, 13) adeoque sub forma di- 
visorum ipsorum xx-\- 1 . .r.r-|-3, xx — 5, et sub forma non-tlivisorum ipsorum 
xx-\-l , xx — 1 3, ct proin sub forma divisorum ipsius .r.r-(- 1365 contentus; cha- 
ractcrque gcneris, in quo classes ® rej>erientur, erit 1.4; R 3 ; R 5 ; JV"7 : N 1 3. In 
hoc genere unica classis continetur, e qua eligimus formam G.r.r + 0x^+229^'; 
ut omnes repraesentationes numeri M pcr hanc inveniantur. ponemus 2x-\-y = x. 
unde fieri debcbit 3.r'.r'-r- 1 ahyy = 2 M. Hacc acquatio quatuor solutiones admit- 
tit. in quibus y cst positivus, puta y = 1 27, jf = + 1 0S3, y — - 1 1 9, ,r '= +1213. 
Hinc prodeunt quatuor solutiones acqu. 6 xx-\- 229 yy = M. iu quibus y 

jKjsitivus, 



X 


47 S 


— «05 


547 


— 666 


3f 


127 


127 


119 


11» 



Solutio prima dat pro e valorem expr. sive — ~ mod.3/ . imdc inveni- 
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tur 235097S; sctunda producit valorem oppositum — 235097S; tcrtia lmuc 
2600262, quarta oppositum — 2600262. 

II. Si quacrendi sunt valores cxpr. \i— 2S0 : mod. 1272943 = M). cha- 
racter generis, in quo elasscs (9 contcntac sunt. invcnitur I*f7.&; 11 1 1 ; J?13; 
tpiare erit gcnus principalc, in quo tres clusses continentur, per formas 1,0, 2S6). 
! 14,6,23), (14, — 6.23) exhibitae; ex his tertiam. utpote secundae oppositam 
negligcre licet. Per formam j\r-f- 2S6^y duae repracsentationes numcri M in- 
veniuntur, in quibus y positivus, puta t/ — 103, x = +lll3, unde prodeunt 
valores expr. propositnc hi 1493445, — 1493 145. Per formam (14. 6, 23 autcm 
M non rcpracscntabilis invenitur. unde concluditur, praeter duos valorcs inven- 
tos alios non dari. 

III. Proposita expr. y' — 70 (mod. 997331). elasses ® contcntac c*se de- 
hehuntiu genere, cuius charat ter 3 et 5, S; lib ; Nl ; in hoc unica classis reperi- 
tur, cuius forma rcpraesentans haec (5, 0, 14). At calculo instituto invenitur, 
numerum 997 331 per fomiam (5,0,14 non esse rcpraesentahilem , quamohrem 
— 70 necessario crit non-rcsiduum qu. illius numeri. 

Duwe mrtkvdi, numrrm tompoiitot a primit dignnicendi , illornmqur fartortt inrrjiliijandi. 

329. 

Problcma, numeros primos acompositis dignosccndi. hosque in factores suos 
primos resolvendi. ad gravissima ac utilissima totius arithmetieae pertinere. et gco- 
metrarum tum veteruni tum recentiorum iutlustriam ac sagacitatem occupavisse, 
tam notum est , ut de hac re copiose loqui superfluum foret. Nihilominus fateri 
oportet, omnes methodos hucusque prolatas vcl ad casus valdo speciales restrictas 
esse, vel tam operosas ct prolixas, ut iain pro nuineris talihus. qui tahularum a vi- 
ris meritis constructarum limites non excedunt, i. e. pro quibus methodi artificia- 
les supervacuae sunt. caleidatoris etiam exercitati paiientiam fatigent. ad maiores 
autcm plcrumque vix upplicari possint. Etsi vero illae tabulae , quae in omnium 
manibus vcrsantur. et quas subinde adhuc ultcrius continuatum iri spcrarc licct. 
in plerisque casibus vulgo occurrcntibus utique sufficiant: tamcn calculatori perito 
occasio haud raro se offert. c numcrorum magnorum resolutionc in factores magna 
emolumcnta capiendi , quae tcmporis dispcntliuiu niediocre largiter compeusent; 
praetcreaque st ientiae dignitas requirere vitletur, ut omniu suhsidia ad solutionem 
problematis tam elcgantis at: celebris sedulo excolantur. Propter has rationes non 

51 



402 VARIAK niSQlTlSmomJM PRAECEDENTIUM APPTJCATIONES. 

dubitamus , quin duae methodi sequentes , quanim efhcaciam ac brcvitatcm longa 
experientia confirmare possumus , arithmeticac amatoribus haud ingratae sint fu- 
turae. Cetcrum in problcmatis natura fundatum est, ut methodi quaecunque con- 
tinuo prolixiores evadant, quo maiores sunt numeri, ad quos applicantur; attanien 
pro methodis sequentibus difficultates pcrlente increscunt, numerique e septem, 
octo vel adeo adhuc pluribus figuris constantes praesertim per secundam felici 
semper successu tractati fucrunt, omnique celeritatc, quam pro tantis numeris 
exspcctarc aequum est, qui secundum oranes mcthodos hactenus notas laborera. 
etiam calculatori indefatigabili intolerabilem, requirerent. 

Antequam methodi sequentes in usum vocentur, semper utilissimum est, di- 
visioncm numeri cuiusque propositi per aliquot numeros primos minimos tentare. 
puta per 2, 3, 5, 7 etc. usque ad 19 "aut adhuc ulterius, non solum, ne poe- 
niteat, talem numerum, quando divisor cst. per methodos subtiles ac artificiosas 
eruisse, qui multo facilius per solam divisionem inveniri potuisset •) , sed etiam, 
quod tunc, ubi nulla divisio successit, applicatio methodi secundae residuis cx illis 
divisionibus ortis magno cum fructu utitur. Ita e.g. si numerus 314159265 in 
factores suos resolvcndus cst, divisio per 3 bis succcdit, posteaque etiam divisio- 
nes per 5 ct 7, undc habctur 31-1159265 = 9.5.7.997331, sufHcitque numeruni 
997 331, qui per 11, 13, 17, 19 non divisibilis invenitur, exaraini subtiliori 
subiicere. Similiter proposito numero 4342944S, factorem 8 auferemus, metho- 
dosquc magis artificiales ad quotientem 5428681 applicabimus. 

330. 

Fundamentum methodi fbimae est theorema, quemvis numerum positivum seu 
negativum , qui alius numeri M residuum quadraticum sit , etiam residuum cuiusvis 
divUoris ipsius M esse. Vulgo notum est , si M per nullum numerum primum 
infra \/M divisibilis sit, certo M esse primum; si vcro omnes numeri primi infra 
hunc limitem, ipsum M metientes sint p, q etc. numcrum M vel ex his solis (ip- 
sorumve potestatibus] compositura cssc, vel unum tantum alium factorem primum 
maiorem quam \ M implicare posse, qui invenitur, dividendo ipsum M per p, q 
etc, quoties licet. Designando itaque complexum omnium numerorum primorum 
infra \/ M (exclusis iis , per quos divisio frustra iam tentata est) pcr Q, manifesto 

') Eo msgis, quod inler »ex numerot, genemliter loquendo, rix MMM per omncs 1, .1. i . . . 1« non di- 
Tivibilii reperitur. 
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sufficit, si onmes divisores primi ipsius M, in 12 contenti, habeantur. Iani si ali- 
cunde constat . numenim aliqucm r (non-quadratum; essc residuum quadraticum 
ipsius M. nullus ccrto numcrus primus cuius NR. est r divisor ipsius M esse 
poterit ; quare ex Q omnes huiusmodi numeros primos (qui plerumque omnium 
scmi&sem fere efficient) eiicere licebit. Si insuper de alio numero non-quadrato, 
r. constat , ipsum esse residuum ipsius M, e numeris primis in Q post primnm 
exclusionem relictis iterum eos excludere poterimus, quorum NR. est r. qui rur- 
sus illorum semisscm fcre conficicnt. siquidem residua r ct r sunt independentia, 
[i. e. nisi alterum necessario per sc cst residuum omnium numerorum, quorum re- 
siduum est alterum, quod eveniret, quando rr esset quadratum;. Si adhuc alin 
residua ipsius M noti sunt, r", r" etc, quae omnia a reliquis sunt independen- 
tia"), ctim singulis exclusioncs similes institui possunt, per quas multitudo nume- 
rorum in 2 rapidissimc diminuetur, ita ut mox vcl omncs dclcti sint, in quo casu 
M certo erit numerus primus, vel tam pauci restent (iutcr quos omnes divisores 
primi ipsius M, si quos habet, manifesto reperientur) , ut divisio per ipsos nullo 
negotio tentari possit. Pro numero millionem non multum superante plerumque 
sex aut scptem ; pro numcro cx octo aut novem figuris constantc , novem aut de- 
cem exclusiones abundc sufficicnt. Duo iam sunt, dc quibus agcre oportebit, primo 
quomodo residua ipsius M idonea et satis multa invcniri possint, deinde quo pacto 
cxclusionem ipsam commodissime perficere liceat. Sed ordinem harum quaestio- 
num invertemus. praesertim quoniam secunda docebit, qualia iwtissimum residua 
ad hunc finem sint commoda. 

331 . 

Numeros primos, quoruiu residuum estnumerus datus r (quem per nullum 
quadratum divisibilem supponcre licet), ab iis, quorum non-residuum est, sive di- 
visores expr. xx — r a non-divisoribus distinguere, in Sect. IV copiose docuimus. 
scilicet omnes priores sub certis huiusmodi formulis rr-f-a, rz-\-betc., aut ta- 
libus Arz + a. irs-\-bete. contentos csse, postcrioresquc sub aliis similibus. 
Quoties r est numerus valde parvus , exclusiones adiumento harum formularum 



•) Si productum e numeri* quotcunquc r, r', r" etc. quadratum cst: quixque ipsorum t.g. r erit re»i- 
duum cuiujtfe numcri primi (nullum ex ipni» roetienti.»), qui reliquorum r', r" etc. rewduuro eit. 1 1 igitur re- 
xidua quotcunque tamquam independentis cotuidernri pouint , nullum prodactum nec e liinia , nec e tcrnis etc. 

51 * 



Digitized by Goc 



404 VABIAE DI8QUISITIOJO-M FRAECEDENTIOI AI'PLICATIOXE9. 

j>ercommode j>erfici possunt; e.g. cxcludendi crunt omnes numcri formne 4* + 3, 
quando r = — 1 ; omncs numeri formarum $r+3 et S.r+5, quando.r=2 
etc. -Scd quum non scmper in potestate sit , huiusmodi residua numeri propositi 
M invenire, neque foruiularum applicatio pro valore magno ipsius r satis com- 
moda sit, ingens lucrum est, laboremque exclusionis mirifice sublcvat, si pro mui- 
titudine satis magna numerorum \r) j>er quadratum non divisibilium tum positi- 
vonim tum negativorum tabula iam constructa habctur, in qua uuineri primi, quo- 
rum residua suut illi singuli (r), ab iis, quorum non-rcsidua sunt, distinguuntur. 
Talis tabula jierinde adoniari poterit ac sjMJcimen ad calcem huius opcris adiec- 
tum supraquc iam dcscriptum ; sed ut ad institutum praesens utilitatcm satis am- 
plnm pracstct, uumeri primi in niargine positi (moduli; longc ulterius puta saltein 
usque ad looo aut ad loooo continuati cssc dcbent, practereaque commoditas 
multum augetur, si in facie etiam numeri compositi et negativi recipiuntur , etsi 
hoc non sit absolute necessarium, ut e Sect. IV perspicuum cst. Ad summuru au- 
tem commoditatis fastigium usus talis tabulae evehetur, si singulac columellae 
verticalcs, e quibus constat, exsccantur lamcllisque aut baculis (Nej>erianis simili- 
bus) agglutinantur , ita ut eae, quae in quovis casu sunt neeessariae i. e. quac nu- 
mcris r, r, r"etc, rcsiduis numeri jiropositi in factores resolvendi , respondeut, 
scparntc cxaminari possint. Quibus iuxta tabulae columnam primaui (quae mo- 
dulos exhibct) rite jwsitis, i. e. ita, ut loca singulorum baculorum eidem numcro 
jirimo columnae jirimae resjioudeurium cum hoc in dircctum iaccant. sivc in ea- 
dcm linca horizontali siti sint: manifesto ei numeri primi, qui jiost exclusiones 
cum rcsiduis r. r, r", ex 12 rcmancnt, jier solam insj>cctionem immediate cognos- 
ci jxiterunt; nimirum hi convcnicnt cum iis in columna j>rima, quibus in omni- 
bus baculis adiaceutibus liueolae resjiondcnt. reiiciquc dcbent omnes , quibus in 
itllo bacillo sj>atium vacuum adiacet. I'er excmjdum haec sufficientcr illustrabun- 
tur. Si alicunde constat, numeros —6, +13, —14, +17, +37, — 53 esse 
residua ij>sius 997331. cousociandae erunt columna prima (quae iu hoc casu us- 
quc ad 997 continuata cssc dcbet, t. e. usque ad numcrum jirimum proxime mi- 
norem quam \ 997 331) atque laincllae. in quarum facie numeri — 6, + 13 etc. 
sunt sujirascripti. Ecce partem schemntis hoc modo prodeuntis- 

■ 
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3 
5 
7 
1 1 
13 
17 
II) 
23 

113 
127 
131 



+ 13 



-14 



etc. 



etc. 



■17 



+ 37 | -r»3 



(juemudmodum hic ex aola inspectione cotfnoscitur, ex iis numcris priniis, 
qui in hac schematis parte continentur, solum I 27 post exclusiones cum residuis 
— 6, 13 etc. in 12 rclinqui. ita schema integrum usquc ad "J1J7 cxtensum ostendit. 
OWUUHO nullum alium ex 12 rcnnuiere; divisione auteni tentata. 907331 per 127 
revera divisibilis invenitur. IIoc ituquc modo ille numcrus in factorcs primos 
127 x 7853 resoluttis habcturV 

Cetcrum ex linc expositionc abundc colliintur, praescrtim utilia csse re.sidua 
uon nimis magna, aut saltem in factores j)rimos non nimis magnos rcsolubilia, 
quum tabulae auxilinris usus immediatus uou ultra numeros in facie positos 
pateat, ususque mcdiatus talcs tantum complectatur. qui in factores in tabula 
contentos resolvi possunt. 



332. 

Ad invenicnda residua numeri dati M trcs methodos diversas tiadcmus. 
quarum expositioni duas obscrvationes praemittimus , quarum adiumcuto c rc.si- 
duis minus idoncis simpliciora derivari possunt. Primu , si nuinerus akk per 
quadrntum kk divisibilis quod ad M primum csse supponituri cst residuum 
ipsius 3/. etiam a erit rcsiduum; proptcr hanc rntioncm rcsitlua pcr mujruu 



*) Auctor opporatum suti» amplum tabulnr bic duuriplae. qucm ud u«um cuuiu cuiintnuiidum curavil. 
publici iuru lubenter (accrct. »i paucitn* eorum , quibu» uiui e*»e potent, »umtibu» lali» incepti «u-slentandi* 
«urBceret. Si qui« intcrea arithmclicac aniator, principii* probe pcnctrnti*, proprio mnrte talem tabulam »ibi 
condere opl&t, auctor magnae wiluptati »ibi ducet. omnia cum M emulumenta ac urtiticin p*f KlCtM 0MB» 
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quadrata divisibilia aeque utilia sunt ac parva; omniaque residua per methodos 
sequeutes suppeditata a fractoribus suis quadratis statim liberata supponemus. 
Secmdo si duo plurcsve numeri sunt residua, etiam productum ex ipsis residuum 
erit. Combinando hanc obscrvationem cum praec, persaepc e pluribus residuis. 
quac non omnia sunt satis simplicia, aliud admodum simplex deduci potcst, si 
modo illa multos factores communes implicant. Hanc ob caussam talia quoquc 
residua valde sunt opportuna, quae e multis factoribus non nimis magnis com- 
posita sunt, convcnictquc omnia statim in factores suos resolvere. Vis harum 
observationum melius per exempla usumque frequcntcm quam pcr praecepta per- 
cipietur. 

I. Methodus simplicissima, iisque, qui per frequentem excrcitationem iam 
aliquam dexteritatem sibi conciliaverunt, commodissima, consistit in eo, ut 3/ 
aut gencralius multiplum quodcunquc ipsius M quomodocunque in duas partes 
dccomponatur kM = a-f-fc (sive utraque sit positiva sive altcra positiva altera 
negativa) , quarum productum signo mutato erit residuum ipsius M; erit enim 

— a b ZE: aa~ bb (mod. M), adeoque — abRM. Numeri a, b ita accipicndi sunt, 
ut productum per quadratum magnum divisibile quotiensque vel parvus vel sal- 
tem in factores non nimis magnos resolubilis cvadat , quod scmper non difficile 
effici potcrit. Imprimis commendandum cst, ut pro a accipiatur vel quadratum, 
vel quadratum duplex, vel triplex etc. a numero 3/ uumero vel parvo vel in 
factores commodos resolubilidiscrepans. \ia.e.g. invenitur 997 331 =999* — 2.5.67 

— U94 s -]_ 5.1 1.13* = 2. 706*-|- 3.17.3* = 3.575*-f- 1 1.31.4* = 3.577* — 7.1 3.4* 

— 3.57S* — 7.19.37 — 1 1 .299*+ 2.3.5.29.4* = 11.301*-j-5 12* ctc. Hinc ha- 
bentur residua sequentia 2 5.67, — 5.1 1, — 2.3.17, — 3.1 1.31, 3.7.13. 3.7.19.37. 

— 2.3.5.1 1 .29; discerptio ultima suppeditat residuum — 5.1 1 quod iam habcmus. 
Pro residuis —3.11.31, —2.3.5.11.29 haec adoptarc possumus 3.5.31, 2.3.29. 
ex illorum combinatione cura — 5 11 oriunda. 

II. Mcthodus secunda et tertia inde petuntur, quod, si duac formae bina- 
riac [A, B, C), {£, B', C) eiusdera determinantis 3/, aut — M, aut gcneralius 
+ kM, ad idem genus pertinent, numeri .4^1'. AC A'C sunt residua ipsius 
kM: hoc nullo negotio inde pcrspicitur, quod numerus quivis charactcristicus 
unius formae, puta i», etiam est numerus thar. alterius. adeoque mA, mC. 
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mA, mC omnes residua ipsius kM. Si itaque (a, b, a*) est forma reducta deter- 
minantis positivi 3/ aut generalius kM, atquc (a\ 6', a), (a. V, a") etc. formae 
cx ipsius periodo, adeoque ipsi aequivalentes et a potiori sub eodem gencrc con- 
tentac: numeri aa', aa", aa M etc. oranes erunt residua ipsius M. Computus 
multitudinis magnac formarum talis periodi facillime adiumento algorithmi art. 
187 instituitur; rcsidua simplicissima plcrumquc prodcunt statucndo a = 1 ; ea 
quae factores nimis magnos implicant , erunt reiicicnda. Ecce initia periodorum 
formarum (1,998, — 1327) et (1,1412, —918). quarum determinantes sunt 
997331. 1994662 : 



( 


1..998, 


— 1327) 


( 


t, 1412, 


— 918) 


(- 


1327, 329, 


670) 


(- 


918, 1342, 


211) 


( 


670. 341, 


— 1 3 1 5) 


( 


211, 1401. 


— 151) 


(- 


1315, 974. 


37) 


( 


151, 1317. 


1723) 


( 


37, 987, 


— 626) 


( 


1723, 406, 


— 1062) 


(- 


626. 891. 


325) 


(- 


1062, 656, 


1473) 


( 


325, 734, 


— 1411) 


( 


1473, 817, 


— 901) 


(- 


1411, 677, 


382) 


(- 


901. 985, 


1137) 


( 


382. 851, 


— 715) 




etc. 





Sunt itaque residua numeri 997331 omnes numeri —1327, 670 etc.; negligcndo 
autem ca, quac factores nimis magnos implicant, hacccc habemus: 2.5.67, 37. 13. 

— 17.83. — 5.11.13. —2.3.17. —2.59. — 17.53; rcsiduum 2.5.67, nec non hoc 

— 5.1 1. quod e combinatione tertii cum quinto evolvitur. iam supra erueramus. 

111. Si C est classis quaccunque formarum dct. neg. — M sive generalius 

— kM, a principali diversa, ipsiusque periodus haec 2C, 3C ctc. (art. 307) : clas- 
ses 2C. 4C etc. ad genus principale pertinebunt; hae vero 3C, 5C etc. ad 
idem genus ut C. Si itaquc (a,b,c) cst forma (simplicissima) ex C atquc (a\ b\ c) 
forma ex aliqua classe illius periodi puta ex nC, erit vcl d, vel aa residuum 
ipsius M, prout n parvel impar (in casu priori manifesto etiam c, in posteriori 
ac, cd et cc). Evolutio periodi , i, e. formarum simplicissimarum in ipsius clas- 
sibus mira facilitatc pcrficitur, quando a est valde parvus, praesertim quando 
cst =3, quod semper efficere licct, quando kM = 2 (mod. 3:. Ecce initium 
|>criodi classis, in qua est forma (3, 1, 332444) 



408 VARIAE niRQl ISITIOM M PKAECEI»EXTnM AITI.ICATIOXE>. 



C ! 3. I. 332444 

2C ( 9, — 2. t 10815) 

3C ( 27, 7. 36940) 

4C ( 81, 34, 1 2327) 

5C (243. 34, 410«) 



6C ( 729. — 209. 142S) 

7C ( 47 6. 209. 2187) 

8C (1027, 342» 1085) 

9C ( 932,-437, 1275) 

I0C ( 425, 12. 2347; 



llinc promanant residua inutilibus reiectisj 3.476, 1027, 1085, 425 sive tollendo 
factorcs quadratos, 3.7.17, 13.79, 5.7.31, 17, c quorum combinationc apta cum 
octo rcsiduis in II invcntis facilc cruuntur duodccim scqucntia —2.3, 13, —2.7, 
17, 37, —53, —5.1 1. 79, —83, —2.59. — 2.5.31, 2.5.67; sex priora suut eadem, 
quibus in art. 331 usi sutnus. Adiici potuissent residua 19 et — 29, si ea quoquc 
in usuiu vocare voluissemus, quae in I reperta sunt; reliqua illic cruta ab iis 
quae hic evolvimus iam sunt dcpendcntia. 

333. 

MEnioDt?» secukda, numerum datum M in factores resolvendi, pctitur c 
considcrationc valorum talis expr. \J— D mod.JJj, observationibusque seqifcnti- 
bus innititur. 

I. Quando M est numerus primns aut potcstas numcri primi (imparis 
ipsnmquc D non mcticntis), crit — D rcsiduum vcl non-rcsiduum ipsius M, 
prout M vcl in forma divisorum vcl in forma non-divisorum ipsius xx-\-D con- 
tinetur, et in casu priori cxpressio \* — D;raod..V) duos tautummodo valorcs 
diversos habebit. qui oppositi erunt. 

II. Quando vero M est compositus, puta = ppp" etc, designantibus 
p, p, p"vtc. numeros primos diversos imparcs ipsumquc D non mcticntes) aut 
talium numcrorum potcstatcs: — D tunc tantummodo rcsiduum ipsius M crit. 
quando est residuum singulorum p.p.p etc i. e. quando lii niuncri omncs in 
formis divisorum ipsius xjc-\-D contincntur. Dcsignando autem valorcs expr. 
V — D «ec. modulos p,p\p"etc. rcsp. pcr +r, +/, +r"ctc. , omncs valorcs 
ciusdem cxpressionis scc. mod. M oricntur, erucndo numcros. qui sccundum p 
sint =r aut = — r. sccundum p aut =r aut = — r ctc. . quociiTa ipsorum 
multitudo fiet — 2 fi . dcsignante |x multitudiucm numerorum p,p',p" etc. Quodsi 
itaque hi valores sunt Ii. — R, R'. — R'. R" ctc. , spontc crit R~R secundum 
omnes p, p. p etc, sed sccundum nidlos R - — R . undc divisor communis 
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maximus numeri M cum R—R erit M, ct 1 div. coium. ma.\. ipsius 3/ cuni 
R-\-R; scd valorcs duo ncc idcntici ucc oppositi ut R et R' necessario unum 
plurcsve numerorum p, p\ p" etc. , ncque vero secundum omnes, congrui crunt, 
et secunduin reliquos R~ — R'\ hinc illorum productum crit divisor communis 
maxiinus uumcrorum M et R — R\ productumque horum d. c. m. ipsorum M 
et R + R\ Ilinc facile scquitur, si omncs divisorcs communes maximi ipsius M 
cum differentiis intcr singulos valores expr. \t-D\mod.M) atqtie aliqucm valo- 
rcm datum computcntur, horum complexum continere numeros I, p, p\ p" etc. 
atquo omuia producta e binis, ternis etc. liomm numcrorum. IIoc itaque modo e 
valnrilnis illius e,rpressionis numeros p, p\ p" etc. eruere licebit. 

Cetcrum quum methodus art. :<27 singulos hoscc valorcs ad valores expres- 
sionum huius formac ™ (mod. M reducat, ita ut denomiiiator n ad M primus 
sit: ad institutum pracsens ne necessarium quidem est, has- ipsas computarc. 
Nam div. comm. max. numeri M cum differentia intcr R et R', qui cum ™. ™. 
conveniunt, manifesto etiam erit div. COHlin. max. ipsorum M et nn'{R — R' ".. 
sivc ipsorum M et mn—mn, quippe cui nn'\R — R'\ secundum modulum M 
est conpruus. 

334. 

Applicatio obsei vationum praecc. ad problema, de quo agimus, duplici modo 
iustitui potcst; prior non solum dccidet, utrum numenis propositus M primus 
sit an compositus, scd in hoc casu ctiam factorcs ipsos suppeditat; postcrior 
autcm catcnus praestat. quod plerumque calculum cxpeditiorem permittit. sed 
factores ipsos numerorum compositorum , quos quoque a primis protinus distin- 
guit, interduin non profert, nisi pluries reiwtatur. 

• 

I. Iuvestigetur numerus negativus — D, qui sit residuum quadraticum 
ipsius M, ad quem finem mcthodi in art. 332 sub I et II traditae adhiheri pote- 
ruut. Per se quidem arbitrarium cst, quidnam residuum eligatur, neque hic ut 
in methodo praec. opus cst, ut D sit numerus parvus; sed calculus co brcvior 
erit, quo minor est multitudo classium formarum biuariarum in singulis generibus 
pr. pr. det. — D contentarum : quamobrem imprimis talia residua, quae inter 65 
numeros art. 303 continentur, si quae sc offerunt. opportuna erunt. Ita pro 
M = 997331 ex omnibus residuis negativis supra erutis hoc — 10 2 maxiine 
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vauiai: niftynsmosirM prakcepextiitm appucationes. 



idoncum esset. Eruantur omnes valores diversi cxpr. \J — D(mod. M)\ quodsi 
duo tantum proveniunt foppositi), M certo erit vel numerus primus vel numeri 
primi potestas; si plnrcs, puta 2 1 *, M compositus erit ex p. numeris primis, aut 
primorum potestatibus , diversis . qui factorcs pcr mcthodum art. pracc. crui pote- 
runt. Utrum vero hi factores numeri primi sint an primorum potestates, tum 
per sc facillimum erit dignoscere; tum etiam via ipsa, per quam valores expr. 
\ — D inveniuntur, omnes numeros primos, quorum potestas aliqua ipsum M 
metitur, sponte indicat; scilicct si M divisibilis est pcr quadratum numcri primi 
x, ille calculus ccrto etiam unam pluresve repraesentationes tales numeri M, 
M — amm -f- 2 6»»« -|- cnn, produxerit, in quibus divisor comm. max. numero- 
rum m, n est t: fet quidem idco. quod in hoc casu — D etiam est residuum 
ipsius Quando vero nulla repraesentatio prodiit, in qua m ct n divisorem 

comniunem habcnt, hoc ccrtum indicium cst, M per nullum quadratum divisibi- 
lcm cssc adcoque omnes p, p, p"ctc. numeros primos. 

Er. l'er methodum supra traditam inveniuntur quatuor valores expr. 
— 408 (mod. 9973:u ) cum valoribus harum +yjj, +— — convcnientcs ; di- 
visores communcs maximi 997331 cum his 3.1664 — 1 13.2824 ct 3.1664-|- 
1 13.2824 sivecum 314120 et 324 104 eruuntur hi 7853 et 127, unde 997331 
= 127.7853, ut supra. 

II. Accipiatur aliquis numerus negativus — D talts, ut M contcntus sit 
in forma divisorum ipsius x.r-p-Z); pcr se arbitrarium est, quis huiusmodi nu- 
merus eligatur, sed commoditatis caussa imprimis vidcndum est, ut multitudo clas- 
sium in gencribus dct. — D sit quam maxime parva. Ceterum inventio talis nu- 
meri nulli difficultati obnoxia cst, si tentando adeatur; nam plerumquc intcr mul- 
titudincm considcrabilbm numcrorum tentatorum pro totidem fcre M in forma 
divisorum continetur, ac in forma non-divisorum. Quarc maxime c rc crit, tcn- 
tamen a 65' numeris art. 303 inchoarc (ct quidcm a maximis), et si eveniret, ut 
nullus idoneus essct (quod tamen generaliter loquendo inter 16384 casus semel 
tautum accidit) , ad alios progredi , ubi classes binae in singulis generibus conti- 
nentur. _ Tunc investigentur valorcs cxpr. \J—D(mod.M\, ct si qui inveni- 
untur, factores ipsius M prorsus codcm modo inde deducantur ut supra; si vero 
nulli valores prodcunt, adcoque — D est non-residuum ipsius M, certo M ne- 
que numerus primus ncque uumeri primi potestas csse poterit. Quodsi in hoc 
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casu factorcs ipsi desiderantur, vel eandem operationem repetcre oportet, alios va- 
lores pro D accipiendo, vel ad mcthodum aliam eonfugerc. 

Ita e. g. tentamine facto 1)97331 contentus invenitur in forma non-diviso- 
rum ipsorum «j-^^^S, xx 4- 1305, j-.r-f- 1 320, sed in forma divisorum ipsius 
xx-\-iii0; pro valoribus cxpr. ^ — S40 ;mod. 99733 1 ; prodeunt expr. + 
+ -jjj-i unde iidem faetores deducuntur ut ante. — Si quis plura exempla dc- 
siderat, art. 328 eonsulat, ubi primum docet es.sc 54 2&6S1 — 307.17663; sccun- 
dum, 4272943 esse numerum primum ; tertium , 997331 eertc e pluribus primis 
compositum esse. 



Ceterum limites huius operis praeeipua tantum momcnta utriusque methodi 
factores investigandi hic cxsequi pcrmiserunt; disquisitionem uberiorem una cum 
pluribus tabulis auxiliaribus aliisque subsidiis alii oceasioni re>ervamus. 



52 



SECTIO SEPTIMA 

UE 

A EQU ATK )N I BU8 ( IRCULI SECTN )NES DEFINIENTIBUS. 



335. 

Intcr iucrementa splcudidissima, mathesi per recentiorum labores adieeta, 
theoria functionuiii a circulo pendcntium procul dubio locum imprimis insignem 
tenet. CtU mirabili (piantitatum gencri. ad quod in disquisitionibus maximc he- 
terogeneis saepissime defcrimur, cuiusque subsidio nulla univcrsac matheseos pars 
carcre potest, summi geomctrac reccntiores industriam sagacitatemque suam tam 
assiduc inipcndcrunt . discipliuamque tam vastam inde efTormaverunt, ut parum 
exspcctari potuisset , ullam huius thcoriae partem , nedum clementarcm atque in 
liminc quasi positam , gravium adhuc incrcmcntorum capaccm esse. Jyoquor dc 
theoria functionum trigontunctricarum , arcubus cum peripheria commcnsurabili- 
bus respondentium , sivc de theoria polygonorum regularium . cuius quam parva 
pars hucusquc cnucleata sit , Sectio pracsens patefaciet. Mirari {>ossent lectores, 
talcm disquisitionem in hocce potissimum opere. disciplinac primo aspectu ma- 
ximc heterogeneae imprimis dicato, institui; scd tractatio ipsa abundc declarabit. 
quam intimo nexu hoc argumcntum cum arithmetica sublimiori coniunctum sit. 

Ceterum priucipia theoriac, quam exponere aggredimur, multo latius patcnt. 
quain hic extcnduntur. Namque non solum ad functiones circulares, sed pari suc- 
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cessu ad multas alias functiones transsccndcntcs applicari possunt. e.g. ad cas. quac 
ab integrali pcndcnt. praetereaque etiain ad varia congrucntiarum ge- 

nera: se<l quoniam de illis functionibus transsccndcntibus amplum opus pcculiare 
paramus, dc congrucntiis autcm in continuatione disquisitionum aritlimeticarum 
copiosc tractabitur. boc loco solas functioncs circularcs considerare visum cst. 
Imo has quoque, quas summa generalitatc amplccti licerct, per subsidia in art. sq. 
exponenda ad casum simplicissimum rcducemus , tutn brevitati consulentes , tum 
ut principia planc nova buius tbeoriae eo facilius intclligantur. 

Diujuitifir, r,,lucitur ad catum timpticUsimum , ubi muttitud» parlium in uutu rirrulum sccarc oporlct. 

c*t nuiurnts primus. 

336. 

Designando circuli pcriphcriam sive quatuor angulos rectos per P, suppo- 
nendoque m, n esse intcgros, atqnc n productum c factoribus inter se primis 
a, b, c ctc. : angulus A — per art. 3 1 0 sub lianc formam rcduci potcst A — 
( — -f- ~ j -f- ctc. ) P, functionesquc trigonometricac ipsi respondentes e func- 
tionibus ad partes — , etc. pertinentibus per metbodos notas deducentur. 
Quoniam ita(jue pro a, b, c etc. numeros primos aut numerorum primorum po- 
testates accipere licct: manifcsto sufficit, sectioncm circuli in partes, quarum mul- 
titudo cst numerus primus aut primi potcstas. considcrarc. polygonumquc n late- 
rum e polygouis a, b, cctc. latcrum protinus habcbitur. Attamen boc loco dis- 
quisitionem ad eum casum rcstringemus , ubi circulus in partcs dividendus est, 
quarum multitudo est numerus primus (impar), sequcnti pracscrtim rationc in- 
ducti. Constat, functioncs circulares angulo — rcspondcntcs c functionibus 
ad m - pertinentibus per solutionem acquationis p l> gradus derivari. et pcrindc ex 
illis pcr aequationein aeque altam functiones ad " [' pertineiites etc. , ita ut , si 
polygonum p laterum iam habeatur, ad determinationem polygoni p x laterum ne- 
cessario solutio X — 1 acquationum p u gradus rcquiratur. Etiamsi vero tbeo- 
riam sequentem ad hunc quoquc casum cxtendcrc liccrct, tamen hac via non mi- 
nus ad totidcm aequationes p u gradus delaberemur, quae, siquidcm p cst numc- 
rus primus, ad inferiores deprinii nullo modo possunt. Ita e. g. infra ostendetur. 
polygonum 17 laterum gcometrice construi posse: sed ad determinationem poly- 
goni 289 laterum acquationem 1 7 mi gradus nullo modo evitare licet. 
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Arquatione* pro /unetionUnu trigxmometrieu areuum , qui runt part aut parUt totiu* peripheriae . 
rtdiutio funetionum trigonometriearum ad radices aequationu i" — I =0. 

337. 

kP 

Satis constat, functiones trigonometricas omnium angulorum — , denotando 
per k indefinite omnes numeros 0, 1, 2...n— 1, per radices aequationum n li 
gradus exprimi, puta sinus per radices huius (I) 

cosinus per radices huius (II) 

" 4 ' 16 1.1 64 1.2.3 * ' ■ ^ J— 1»- 

denique tangentes per radices huius (III) 

»j2=* + ^—-ctc. + nx = 0 

Hac aequationes (quae generaliter pro quovis valore impari ipsius n valent, II 
vero pro pari quoqucj, ponendo » — 2m + l. facilc ad gradum *» tum deprimun- 
tur; scilicet I ct 111, dividendo partem a lacva per x ct substituendo y pro xx. 
Acquatio II autem manifesto radicem x = 1 (— cosO) implicat, et e reliquis 
binac scmpcr acquales sunt (cos | = cos cos = cos { "~ n 1)P etc.j; 

quare ipsius pars a lacva per x— 1 divisibilis, quotiensque quadratum erit, cuius 
radicem quadratam extrahcndo . aequatio II rcducitur ad hanc 

' ltf l.J • 31 l.l 

cuius radices erunt cosinus angulorum — , — Ulteriores reductiones 

harum acquationum, pro eo quidcm casu, ubi n est numerus primus . hactenus 
non habebantur. 

Attamen nulla harum aequationum tam tractabilis ct ad institutum nostrum 
tam idonea cst, quam haec x" — 1 =0, cuius radices cum radicibus illarum 
arctissime conncxas csse constat. Scilicct, scribeudo brevitatis caussa i pro quan- 
titate iniaginaria y' — 1. radiccs aequationis x* — 1 = 0 cxhibentur per 

kP , . . kp 
cos — + i sin — = r. 
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ubi pro k accipicndi sunt omncs numcri 0, 1,2...« — 1. Quocirca quum sit 

— = cos— — i sin — , radices aequationis I exhibebuntur per --.(r -) sivc per 

i '"7/ r ; radiccs acquationi.s II per ^ (r-\- ~) — l~Z- denique radiccs acqua- 
tiouis III pcr -~ Ilanc ob caussam disquisitionem considcrationi aequatio- 

nis jf — 1 = 0 supcrstrucmus . ipsum n csse numcrum primum imparem suppo- 
ncndo. Ne vero invcstigationum ordinem intcrrumpere oporteat, sequens lemma 
hic pracmittimus. 

33$. 

1'roblema. Data aequatione 

(W) ... f" + 4*—' + etc. = 0. 

invenire aequationem (W). cuius radices sint potestates X*" radicum aequationis IW). 
designante X exponentem integrum positivum datum. 

Sol. Designatis radicibus aequationis W pcr a, b, cetc., radiccs aequ. 
W esse debcbunt a' , b , c x etc. Per theorema notum Newtonianum c cogfficicn- 
tibus aequ. W invcnire licet aggregata quarumlibet potestatum radicum a, b, c 
ctc. Quaerantur itaquc summae 

„>-+&>+ e>+ ctc. o rt + 4 ,) + c* x etc. etc. usque ad o"*+ 6* n> + c m >+ etc. 

unde via inversa per idem theorema co£fficientcs aequ. W deduci potcrunt. 

Q. E. F. Simul hiuc liquet, si omues coc'fficientes in II' sint rationales, om- 

nes quoque in W rationales cvadere. Alia quidem via probari potest, si illi om- 
ncs integri sint, ctiam hos omnes integros fieri; huic autem theoremati, ad institu- 
tum nostrum non adeo ncccssario, hic non immoramur. 

339. 

Aequatio x" — 1 = o (in suppositionc scmper abhinc subintclligenda, n 
csse numerum primum imparem) unicam radiccm rcalcm implicat, ,r = I : n — 1 
reliquae, quas acquatio 

.r"- | + ,f"- ! + ctc. +.r+ I =0 
complectitur, omnes sunt imaginariac; liarum complcxum pcr Q, functionemque 

.r" - ' + .r"~ s + etc. + x + I per X 
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denotabimus. Si itaquc r est radix quaeeunque ex Q, erit 1 = r" = r^etc. 
et generaliter r'" — 1 pro quovis valore iutegro ipsius e. positivo seu negativo; 
hinc perspicuum est, si X, |_ sint integri secundum « congrui. fore r = H\ Si 
vcro X, |i scc. mod. n incongriu sunt, r* ct r u inacqualcs crunt; in hoc cnim 
casu integer v ita accipi potest, ut fiat (X — |*)v = 1 (mod. »), undc rr—r-P — r, 
adcoquc ? certo non - 1 . Porro patet , quamvis potestatem ipsius r ctiam 
radiccm acqu. ,r"— 1 = 0 esse; quocirca quum quantitates 1 (= r w ), r. rr . . r" _l 
omnes sint divcrsac , hac cxhibebunt omnes radices aequ. x* — 1 — 0, ct proin 
hae r, rr, r* . . . r" -1 cum Q coincident. Facilc hinc gcucralius colligitur, ( 2 
convenire cum r r , r 1 ', r 3 *. . . r*" -1 ^, si e ait intcger quicuuque per n non divi- 
sibilis. positivus seu negativus. Erit itaque 

X _ ix-r*) (*— l*) (x-r*<) . . . (*— r«"~ to >) 

unde 

r ' + r *'_|_ r "4- . . . + r (— ')'^ _. l, ct i- r -r' + r , '+. . . +r("- , )' = 0 

Duas radites tules ut r ct 1 f— r" _l ), aut gencralitcr r* et r~* reciprocus voca- 
bimus; manifestum est. productum ex duobus factoribus simplicibus x — r ct 
x — ~ fieri rcalc = xx — 2 ,r cos u> + l . ita ut angulus io vcl angulo - vel 
alicui multiplo eius sit ncqualis. 

310. 

Quoniam itaque, uua radice ex Q jier r expressa, omnes radiccs acqu. 
x" — 1 = 0 j>er potestatcs ipsius r cxprimuntur. productum, c pluribus radicibus 
huius aequ. quomodocunque conflatum, pcr r" cxhibcri potcrit. ita ut X sit vel 0. 
vel positivus et <n. Dcsiguando itaquc pcr tf(t, u, v ...) functionem algebrai- 
cam rationalcm integram indcterminatarum t, u, v etc., qualem per summam ta- 
lium partium «*•*... exprimere licct : manifestum est. si pro t,u, » etc. quae- 
dam e radicibus acqu. .r" — 1 _ 0 substitunntur, puta t — a, h = b. r —c etc, 
yia. h, c . . .) sub formam 

A + A r + A" r r + A" r» + . . . + A V -1 

reduci possc. ita ut coe"frkientes .1, A'etc (e quibus etiam aliqui deesse adeoque 
= 0 fieri possunt ) sint quantitates determinatac. insupcrquc omncs hos coefficien- 
tes intcgros fieri, si omncs coefticicntcs determinati in ? (/. u, v . . .), i. e. omnes 
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k sint integri. Quodsi vero postca pro t, u, v . . . substituuntur aa, bb, cc . . . 
resp.. quaevis pars ut h/ 1 u fj . . . , quae antea reducebatur ad r°. nunc fiet t*. 
unde facile concluditur, fieri 

? ««. bb, cc.) = A + A'rr+A"r i + A'"r t + . ..+A*t** 

Perinde erit generalitcr, pro valorc quocunquc integro ipsius X, 

*{«\ b'\ c x . . .) - A+At^+A'/* + . . . +.4V<"- 1 ' ) 

quae propositio maximi est momcnti. fundamcntumque disquisitionum sequen- 
tium constituit. Hinc scquitur etiam 

9(1. 1.1...) = b", c". . .) = A + A'+ A" + .. , + A* 

nec non 

f(a,b.c...) + <?[aa,bb.cc. ..+^ a\ b\ c> . . .) + . . . + ?(a",6", c". . .) = «.4 

quac itaque summa semper fit integra per « divisibilis, quando omnes coffficien- 
tes determinati in y(t, u, v . . .) sunt intcgri. 

Throria radicum arquatumit *"— I — o [ubi tupponilur, n rtte numermn primum). 
Omittmdo radicem I. reliquue (Q) eontinrntur in aequatione X = *~ + *~« + + « + I = 0. 
Funrtia X rnolri nrquit in /aetorrt infrriorrt , ■'« ./.,•%«« «nn« eofffirirntrt tint rationaet. 

841. 

Theorema. Si functio X per functionem inferioris gradus 
P = x x + Aj*~ x + B j*"» -4- . . . + + £ 
eif divisibitis, coPfficientes A, B . . . L wnnes integri esse nequeunt. 

Dem. Sit X=PQ. atque complexus radicum aequationis P = 0, 
JQ complexus radicum acquationis Q — 0, ita ut Q constet ex ^ ct Q simul 
sumtis. 1'orro sit 91 complcxus radicum ipsis *P reciprocarum , @ complexus 
radicum ipsis £} reciprocarum, sintque radices, quae continentur in 3t, radices ae- 
quationis 2? = 0 (quam fieri a^+ * x >_1 + etc. + ^ x+ ~ = 0 facile perspi- 
citur) , eaeque quae continentur in © radices aequationis S = 0. Manifesto 
etiam radices 9t et 3 iunctae complexum 12 efficicnt, ac erit RS = X. lam 
quatuor casus distinguimus. 

53 
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I. Quando <P convcnit cum 9t adcoquc P = R. In hoc casu manifesto 
binac semper radices in ^8 rcciprocae erunt, adeoquc P productum ex J \ facto- 
ribus talibus duplicibus xx — 2x cosui-f- 1 ; quum talis factor sit = {x — cosw)* 
-(- sin <u ! , facile perspicietur , P pro valorc quocunque reali ipsius x necessario 
valorem realem positivum obtinere. Sint acquationcs , quarum radices snnt qua- 
drata. cubi, biquadrata . . . potestatcs n — l Uo radicum in <P resp. hac P' = 0. 
P"= 0, P m = 0, . . . P" = 0. sintque valores functionum P,P,P" . . . F\ 
quos obtincnt statuendo x = 1, resp. p, p, p" . . . p v , tunc per ante dicta p orit 
quantitas positiva et prorsus simili ratione etiam p, p" etc. jwsitivac eruut. Quum 
itaque p sit valor functionis (1 — f)(l — u)(l — t) etc, quem obtinet ponendo pro 
t, u, r etc. radices in ty; p valor eiusdem, statuendo pro t, u, v etc. quadrata il- 
larum radicum ctc, insupcrque valor pro t = 1, m — 1, v = 1 ctc manifesto 
fiat = 0: summa p-\-p'-\-p" p 1 erit integer per « divisibilis. Praetcrea 
facile perspicietur, productum PP P " . . . ficri = X\ adeoque ppp . . . = »\ 

Iam si omnes eocfficientes in P rationales essent, omnes quoque in P', P" 
etc. per art. 338 rationales evadercnt; pcr art. 12 autcm cuncti hi coefficientes 
necessario forent intcgri. Hinc ctiam p, p, p"ctc. omnes intcgri forent, quorum 
productum quum sit «\ multitudo vero n — 1>X, necessario quidam ex ipsis 
saltem n — 1 — X; cssc dcbcbunt — 1, rcliqui vero ipsi » vcl potcstati ipsius 
« aequales. Quodsi itaque g ex ipsis sunt =1, summa p -f- p -f- etc inam- 
festu erit ij ( mod. « j adeoque certo per » non divisibilis. Quare suppositio 
consistcre nequit. . 

II. Quando et 9i non quidem coincidunt, attamcn quasdam radices com- 
muncs contincnt, sit % harum complexus atquc T = 0 aequatio, cuius radiccs 
sunt. Tunc T crit divisor communis maximus functionum P, R (ut e theoria 
aequatiouuni coiistatj. Manifesto autem binae semper radices in X reciprocac 
erunt, unde per ante demoustrata omnes coefficientes in T rationalcs csse neque- 
unt. IIoc vero certo eveniret, si omnes in P adcoque ctiam omnes in R ratic- 
nalcs csscnt, ut c natura opcrationis, divisiorcm comm. max. investigandi sponte 
sequitur. Quarc suppositio cst absurda. 

II I. Quando C et 3 vel coincidunt, vel saltcm radiccs communes imph- 
cant, prorsus eodem modo omnes cotffficientes in Q rationales essc nequeunt; fie- 
rent vero rationales, si omnes in P rationales essent; hoc itaque est impossibde. 

IV. Si vero ncquc cum 9t, ncque O cum 3 ullam radicem commu- 
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nem habct. onincs radices necessario reperientur in 3. oranesque C in 9t. 
unde erit P — $ et Q = Ii. Quumobrem X = PQ erit productum cx /' 
in R i. e. 

ex .v'- + yl^- 1 . . . + A'.r + L in ** +f .r ? - 1 ...-}- ,r + £ 

unde statuendo v — 1 , tit 

»I^(l+i...-f A'+Xf 

Inm si omncs cofffficicntcs in P rationalcs, adeoqne pcr art. 12 ctiam integri es- 
.sent, L qui coefficicntem ultimum in X i. e. unitntem metiri dcberct, necessario 
foret — -f- 1 , unde + n esset numerus quadratus. Quod quum hypothcsi rc- 
pugnet, suppositio consistere nequit. 

Ex hoc itaque theoremate liquet, quomodocunque X in factorcs rcsolva- 
tur, horum cotffficientcs partim saltem irrationalcs ficri, adeoque aliter. quam j>er 
aequationem elcvatam, dctcrminari non posse. 

l'ropr,aitum ditquititionum ttquentium dectaratur. 

343. 

Propositum disquisitionum scqucntium , quod paucis dcclaravissc haud in- 
utilc erit, eo tendit, ut X iu factores continuo plures giudatim resolvatur, et qui- 
dem ita. ut horum coeffieientes per aequatitfnes ordiuis quam infimi determinen- 
tur, usque dum hoc modo ad factorcs simpliccs sive ad radices Q ipsas pervcnia- 
tur. Scilicet osteudcmus, si numcrus n — 1 quomodocunque in factorcs integros 
a, 6\ y etc. resolvatur (pro quibus singulis numeros primos accipcre licct) . X in 
a factores —^- dimensionum resolvi posse, quorum coeffieicntcs per acquatio- 
nem a u gradus detcrminentur; singulos lios factores iterum in tf alios di- 
mcnsionum adiumento acquationis G' tI gradus etc, ita ut designante v multitudi- 
ncm factorum a, 6, y etc. invcntio radicum £2 ad rcsolutionum v aequationum 
a u , 6 ti , y 1 ' ctc. gradus reducatur. E. g. pro n = 17, ubi n — 1 = 2.2.2.2, 
quatuor acquationes quadraticas -solvere ojHirtebit; pro n = 73 tres quadraticas 
duasque cubicas. 

Quum in sequcntibus persaepe talcs potestates radicis r considerandac sint. 
quamm expouentes rursus sunt dignitatcs. huiusmodi expressiones autem non 
sine molestia typis describantur: ad facilitnndam impressionem sequenti in po- 

53* 
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% 

sterum abbreviatione utemur. Pro r, rr, r 3 etc. scribemus [1]. [2]. [»] etc, ge- 
iieraliterquc pro r\ denotante X integrum quemcunque , [X]. Tales itaque ex- 
pressiones penitus detcrminatac nondum sunt, scdfiunt, simulac pro r sive [1 J 
radix dcterminata cx 2 accipitur. Erunt itaque gcncralitcr [X\ acqualcs vel 
inaequales , prout X , [t sccuudum modulum n congrui sunt vel incongrui ; porro 
[0] = I; [*].>] - [X+u]; - >/ ; summa [o] + [X] + [2X] . .. + [(»_I)X; 
vcl 0 vcl n . prout X per « non divisibilis est vel divisibilis. 

Omnr* radirrfO in rrrtat rlamrt tjirriixini) dutrihuuntur. 

:»4 3. 

Si , pro modulo n. g cst numerus talis. qualem in Sect. III radiccm primi- 
tivam diximus , n — 1 numeri I , g , gg . . . g" -1 bis I, 2. 3...« — 1 secundum 
mod.ll congrui erunt. etsi alio ordine, puta quivis numerus unius seriei con- 
gruum bubebit in altera. Hinc sponte sequitur, radices [I], [g], [gg . . . \g"~*~ 
cum L2 coincidere; et prorsus siniili modo gcncralius 

[V, kg], [lgg]...[lg-*\ cum 2 

ooincident , designante X integrum qucmcunquc per n non divisibilem. Porro 
quum sit g"~* == 1 (mod.w), nullo negotio perspicictur, duas radices [Xy*\ [X^ 
idcnticas vel diversas esse, prout u, v secundum n — 1 congrui sintvcl incongrui. 

Si itaque G est alia radix primitiva, radices [1], \g] . . . \g n ~^ etiam cum 
bis [1]. i G, . . . [G"~ *j convenient, si ad ordinem non respicitur. Sed praeterea 
facile probatur. si e sit divisor ipsius n — I, atquc ponatur n — 1 = ef, g e = h, 
G e — //, etiam / nurneros 1,1, hh...h^~ l his 1, J5T, H*. . . lP~ x secun- 
dum m congruos esse (siue respectu ordinis). Suppouamus cnim G=g a (mod.n) 
sitque |x numerus arbitrarius positivus et < f atque v residuutu minimum ipsius 
|iu) (mod./). Tunc erit ve puoeniod. « — l), hinc g* e = eze G 3 ** (mod.n), 
sivc // |1 = n v , i. c. quivis numerus posterioris serici 1, H, //* etc. congruum 
habcbit in scric 1, h, hh . . ., et perinde vice versa. — Hinc manifestum est, 
/ radices [lj, [h], [Al] ... [*/-'] idcnticaa esse cum his [t], [H] t [H*].. .[_*-»], 
generaliusque eodem modo facile perspicictur . 

[X], L XAj, [XAA]... L XA/-'] cum Xj, [IH], [X/Tj ... [X H^~ x ] 
convenire. Aggregatum talium / radicum [XJ — (— L XAI -|-etc. + X A^ -1 ', quod. quum 
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non mutctnr accipiendo pro g aliam radicem primitivam . tamquam inde|iendens 
a g eonsiderandum est, per [f, X) designabimus; earundem radicum comphxum 

vocabimus periodum [f, X) , ubi ad radicum ordincm non respicitur *) In ex- 

bibenda tali periodo e rc erit, singulas radices, e quibus constat, ad cxprcssioncm 
simplicissimam reduccre , puta pro numeris X, \h, Xhh etc. rcsidua minima sec. 
mod. n substituere. secundum quorum magnitudinem. si placet, etiam periodi 
partes ordinari poterunt. 

E.g. Pro n = 19, ubi 2 cst radix primitiva, periodus (6,1) constat e 
radicibus [l], [8], [64]. [512], [4096], [32768], sive [l], [7]. [8], [11], [12 . [18]. 
Similiter periodus (6, 2) coustat ex [2], [3], [5j, [14], [161, '17]. Pcriodus 
6. 3) cum pracc. identica invenitur. Periodus (6,4) continet [4], [6], [9], [10], 
[13], [15]. 

Vvia tftfWWNfH dt ptrimlU radirum U. 

344. 

Circa buiusmodi periodos statim se offcrunt obscrvationes scquentes: 

I. Quum sit XA^= X, XA^ +I = XAetc. (mod.;/), manifestum est, ex iis- 
dcm radicibus , c quibus constet (/, X), ctiam constare /. XA), f/, \hh etc; 
gcneraliter itaque designante [X'] radicem quamcunque ex (/, X), hacc perio- 
dus cum ',/, X') omnino identica erit Si itaque duae periodi cx acquc midtis 
radicibus constantes fquales similes dicemus) idlam radicem communem habent. 
manifesto identicae erunt. Quarc licri nequit, ut duac radices in aliqua periodo 
simul contineantur, in alia simili vero una carum tantum reperiatur; porro patet. 
si duae radices [X), [X'l ad eandem periodum / terminorum pcrtincant. valorem 
expr. y (mod. n) alicui potestati ipsius h congnmm esse . sive supponi posse 
X' ^EXy* (mod.it). 

II. Si f — n — 1, t = I, pcriodus (/ 1) manifcsto cum U coincidit; 
in reliquis vero casibus 12 cx e periodis (/ l), (/, g), [f, gg) . . . (/ g"~ 1 
compositus crit. Hac periodi itaque omnino inter se diversac erunt , patctque. 
quamvis aliam similcm periodum / Xj cum barum aliqua coincidere , siquidem 
[X] ad Q pertineat, i. e. si X per n non divisibilis sit. Periodus / 0} autem 
aut (/, kn) manifesto ex / unitatibus est comix>sita. Aoque facile perspicitur. 

*} Aggregatum in ncquentibu» ctiam pcriodi valorem numericum vocare liceat, aut simplicitcr pcricMlum, 
ubi ambiguita» non roetuciula. 
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si X sit numcrus quicunque per n non divisibilis, etiam complexum e pcriodo- 

rum {/, X) , [f, )-g) , (/, \gg) ...(/, X/-') cum Q convcnirc Ita e.g. pro 

n = .19, /= 6, Q constat e tribus periodis (6, 1), (6,2), (6,4), ad quarum ali- 
quam quacvis alia shnilis, praeter (6,0) rcducitur. 

III. Si v — 1 cst productum e tribus numcris positivis a, b, c , manifestum 
cst. quamvis periodum bc tcrminorum ex b periodis c terminorum compositam 
esse, puta (4c, X) ex (c, X), (c, \g a ), (c, X^ sa ), . . . (c, X^" 6- *). unde hae sub 
illa contcntae dicentur. Ita pro n — 19 pcriodus (6,1) coustat e tribus (2, 1), 
(2,8), (2,7), quarum prima contiuet radices r, r"; sccunda r* r"; tertia r 7 , r ls . 

345. 

Theokema. Sint [f, X), [f, u) </«a<? ^itr/orf» similes, identicae aut diversae, 
constetque /, X) e radicibus [X], [X'], \k") etc. Tunc productum ex (/ X) in (/. u) 
mJ aggregatum f periodorum similium puta 

= (/. X+u) + f/, X+u) + (/, X"+u) + <tfc. = IF 

Dc/«. Sit ut supra » — 1 = ef \ g radix primitiva pro modulo n. atquc 
A = g r , unde pcr pracccdentia crit '/. X) = (/ XA) = (/, XAA/ ctc. Hinc pro- 
ductum quaesitum erit 

= M-(/ *) + tr^]-(/ XAj + .jiAAj.f/, XAA,+etc. 

adcoquc 

= i> +ri + 0* +ri ...+[u*- , +ri 

+ [XA + uA] + [XAA + uA] ...+[XA' + |*A] 
-f-[XAA-r-uAA] + >A , + uAA] . . . + [XA/+' + uAA; ctc. 

quae expressio omnino ff radices continet. Quodsi hic singulae columnae ver- 
tieales seorsim in summam colliguntur , manifesto prodit 

(/ x+ri+tf ^*+rt+ • • • + (/ W^+rt 

quam cxpressionem cum W convenire nullo negotio perspicitur, quum numeri 
X, X', X" etc. pcr hyp. ipsis X, XA, XAA . . . XA-^ -1 secundum modulum n congrui 
esse debeant (quonam ordine hic nihil interest) adeoque etiam 

X + |i, X' + u, X"+uetc. ipsis X + u, XA+u. XAA+u . . . XA'~' + u. Q.E.D 
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Huic theoremati adiungimus corollaria scquentia : 

L Designaute k integrum qucmcunque, productum ex {/ H) in (/ *p) 

erit 

- i/, *(^+rt)4-(/ *(*•+*)) + 

■ 

II. Quura singulac partcs, c quibus W constat, vel cum aggregato (/. 0), 
quod est =/, vel cum aliquo ex his (/,1), (/, g) , (/, -fl yj ...{/, /-») con- 
vcniant , IF ad formam sequentem reduci poterit 

W = a/+ 8 (/. 1 } + »{f, 0 ) + b"if, gg) + . . . +*■ (/ f*) 

ubi coefficientes a, i, b' etc. erunt integri positivi (sive etiam quidam = 0): porru 
patet, productum cx [f, kl) in (/, tunc lieri 

= af+b{f k)+b'{f, ig) + ...+**(/ *^-») 

Ita pro «=19 productum ex aggregato (G. 1) in se ipsum, sive quadra- 
tum huius aggregati fit = (6, 2) + (6, 8) + (6, 9) + (6, 1 2} + (6, 1 3) + (6, 1 9) = 
6 + 2(6.1) +(6, 2) + 2 (6, 4). 

III. Quum productum ex singulis partibus ipsius W in periodum similetn 
(/ v) ad formam analogam reduci possit, manifestum est, etiam productum e tri- 
bus periodis (/. \) . [f, u) . (/, v) pcr cf+ d(f, 1) . . . + d'{f, g'~ l ) exhiberi 
possc, et coefficientcs c, rfetc. intcgros ac positivos (sive =0) evaderc, insu- 
perque pro valore quocunque integro ipsius k fieri 

(f, *X) . [f *|t) . (/ *v) = C /+rff/, *) + rf'f/ *a) + ctc. 

Pcrinde hoc theorema ad produt ta e periodis similibus quotcunque extenditur 
nihilquc intcrest, sivc hae pcriodi omnes diversae sint, sive partim aut cunctae 
identicae. 

IV. Hinc colligitur, si in functione quacunque algcbraica rationali iutegra 
F = y{t, u, v . . .} pro indetcrminatis t, u, v etc. resp. substituantur periodi si- 
miles f/ V), (/ p), f/ vj etc. , eius valorem ad formam 

A + U (/ 1 ) + B' [f g)+B"{f, gg )+...+ B ' (/ ^ ) 

reducibilem esse, coeffieicutesquc .4, B, B' ctc. omnes intcgros lieri, si omnes 
cofifficientes determinati in F sint integri; si vero postea pro f, m. retc. resp. 
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substituantur (/, ArX), '/ Arjx) . f/. AS) etc. . valorem ipsius F reduci ad -4 + 
Btf. *) + *'(/ **)+«*. 

H46. 

Tiieouema. Supponendo, X essc numerum per n non divisibilem , et srribendo 
breritatis ergo p pro (f, X). quacvis alia similis periodus (/ ji). ubi etiam \l per n 
non divijriltilus supponitur, reduci poterit sub formam talem 

ita ut coifficientes a, f> etc. sint quantitates determinatae rationales. 

Dem. Dosigncntur ad abbrcviandum pcriodi f/ \g), [f, ^gg), (/ kg*\ etc. 
usque ad [f, \? r ~ , :, quarum multitudo cst e— t, et cum quarum aliqua (/ |i) 
ncccssario conveniet, per />', jf, jf etc. Habetur itaque statim acquatio 

o = 1 -\-p + ;/"-+- etc (I) 

evolvendo autcm sccundum praeccpta art. pracc. valores potestatum ipsius p us- 
que ad t — I*""*, e — 2 aliae tales promanabunt . 

0 — pp-\-A-\-ap-\-a'p'-\-a"p"-\-a "y"-f-etc. . . (II) 
0 = p' + B +bp -\-b'p +6>" -\-b"'p"' + etc. . .(III) 
0 = p* C + <7> + c> -(- c>" -f- c'"p m + etc. . . ( I V ; etc. 

ubi omnes coefficientes A, a, a etc. B, h, b' etc. etc. erunt integri , atque , quod 
probe notandum est et cx art. praec. spontc scquitur, a X omnino indej>endentcs; 
i. e. eacdcm aequationcs etiamnum valcbunt, quicunque alius valor ipsi X tribu- 
atur; hacc annotatio manifesto ctiam ad aequ. I cxtenditur, si modo X per » 
non divisibilis accipiatur. — Suppouamus (/ ji) = p'; facillime enim perspi- 
cietur, si (/ |i) cum alia periodo ex p",p" etc. conveniat. ratiocinia sequentibus 
prorsus analoga adhiberi ]>osse. Quum multitudo acquationum I, II, III etc. sit 
e — 1. quantitatcs p", p" etc, quarum multitudo = e — 2, pcr mcthodos notas 
inde eliminari possunt, ita ut prodcat acquatio talis (Z) ab ipsis Ubera 

0 = 2t + 2)^ + 6^-f-etc. + SR/- , + M// 

quod ita tieri poterit, ut omncs eoefficientes % Stf . . . 9i sint integri atque certe 
non omnes = 0. Iam si hic non est N = 0, protinus liquet, p inde ita. ut in 
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thcorcmate enuntintuni cst, determinari. Superest itaque. ut demoiistreiuus. 
3? = o ficri non pos.se. 

Supponendo esse 9i _ 0, aequatio # fit HRj/^ 1 + etc. + 3ty + 51 = 0, 
cui. quum ultra gradum e — \ u>m ccrto non nsccndat , plures qunm e — I valo- 
rcs divcrsi ipsius p satisfncerc nequcunt. At quum aequationcs, e quibus Z de- 
ducta fuit, a X sint indepeudcntcs, liquet, etinni Z a X non pendere, sive locuiu 
habere. quicunque intcger per n n«n divisibilis pro X accipiatur. Quarc aequ. 
Z satisfiet, cuicuuqueex e aggregatis i/, I ;. /, ^ , f/. gg) . . . tf.f*) acqua- 
lis stntuatur p, undc spontc scquitur, haec nggrcgatn oinnia inncqunlia csse uon 
possc, scd nd minimum duo inter sc acqualia csse dcbcre. Contineat uuum e duo- 
bus talibus iujgregatis aequalibus radices [£), [£'], [£"] etc., alterum has [ij\ [ij*], 
if jetc, supponainusquc quod licctl . omncs numcros Cetc, tj, ij\ ifetc 

essc positivos et <«; manifcsto otnnes etinm divcrsi erunt, nullusque = n. Dc- 
signetur fuuctio 

■r'+.r J -4-j?'"+etc. — J. ,T ' — — .t T '"— etC 

cuius terminus summus non ultra ,r"~' asccndet, pcr 1", patctque ficri Y — 0, 
si statuatur *■—[!]; hinc }' iuiplicabit fnctorem x — [ 1 ] . quem cum func- 
tionc in praec. j>er X dcnotata communem habebit; boc vcro ahsurdum esse, facilc 
nionstrari potcnt. Si cnim Y cum X ullum factorera coinmuncm habcrct. divi- 
MW commnnii muximus functionum X, Y quem ccrto usque nd « — 1 dinien- 
siones ascendere non posse iam inde patet, quod Y per * cst divisibilis; , oinnes 
cocfficientes suos rationules haberet, ut e naturu operatiouum, divisorem coinniu- 
nem maximum duarum tulium functionutn iuvcstigandi, quarum coefficientcs oin- 
nes sunt rationalcs , spontc scquitur. Scd in art. 341 ostendimus, X implicarc 
non jjossc factorem pauciorum quain « — I dimclisionum. cuius coefficicntcs om- 
nes sint rationales: quamobrem suppositio, essc 9t — 0, cousisterc ncquit. 

Ei. Pro n = 19, / = 6. fit pp = 6 -f-Jj» •+■/"+' 2/>", undc ct ex 
0 = I -\-p+p'-\-p" deducitur p = *—pp, p" — — r >> — p-r-pp- Quarc 

(6,2) = 4- (6.1)», (6.4) = _ 5- (6.1; + (6,1}* 

8,4] _ i — (g. 2 *. (6. i) = — 5— (6,2) + (6,2;' 

6. I ) = 4 — (6, 4)*. (6. 1) = — 6— v 6, l) + (6. 4)* 

;,4 
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347. 

Tiucourma. Si F = <?(t, «. v. . .) est functio invariabilis*) algebraica 
rationalis integra f indeterminatarum t, u, v etc, atque substituendo pro his f radi- 
ces in periodo (/, X) contentas, valor ipsius F per praecepta art. 340 ad formam 

4+4'[l] + jr(l] + «ft. = w 

reducitur: radices quae in kac expressione ad eandem periodum quamcunque f termi- 
norum pertinent, coefficientes aeqnales habebunt. 

Dem. Sint [p), [q) duae radices ad unam eandemque periodum pertinen- 
t«-s. supponanturquc p, q positivi et minores quam n, ita ut demonstrare oporteat, 
[p) et [q) in W cundem co6fficientem habcre. Sit q=pg > * (mod.n); sint porro 
radices in [f, X) contcntae [X], [X'], [X"] etc, ubi numcros X, X', X"etc. positi- 
vos et minores quam n supponimus; denique sint residua minima positiva nume- 
rorum Xy, Xy*. Xy*etc, secundum modulum n, haec u, jx', u," etc, quae 
manifesto cum numeris X, X', X"etc identica erunt, etsi ordine transposito. Iam 
ex art. 310 patct, 

f (Pht. [x>n pvi". . o = (i) • 

rcduci ad 

A+^'[y*j+A"[2y] + etc autad -4+^[6] + 4"[G'] + etc = (IT) 

dcsignando pcr 0, V ctc residua minima numerorum y*. 2_y v ' etc seiundum 
modulum n, unde manifestum cst, [q) habcrc cundem coSfficientem in (W), 
quem j>J habeat in (W). Sed nullo negotio perspicitur, cx evolutione cxpressio- 
nis (I) idem provcnire atque ex evolutione huius <p ([{*■], [jx 1 ], [n"]etc), quoniam 
p, = Xy, |i = X'y etc imod. n); haec vero expressio idem producit ac hacc 
<p([X], [X'], [X"] etc), quoniam numeri p, jx, |x"ctc ordinc tantum ab his X, X', X"etc 
discrepant, cuius in functione invariabili nihil interest. Hinc colligitur, W' 
omnino idcnticam fore cum W; quamobrem radix [q) eundem cogfficientem in 
W habebit ut [p). Q. E. D. 

Hinc manifestum est, W reduci posse sub formam 

") Functione» invurinbiles eaa rocari constat. quibua omncs indetenninatae eodem modo imunt, «ive cla- 
riua, quaa non mulantur , quomodocunquu indeterrninatae inter ae permulcnturi cuiuiraodi aunt *. g. lumma 
omnium, productum ex omnibus, aumma productorum e binis ctc. 
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A+u(f, 1 ) + a'f 9) + a"(f 99 )... + ««(/ f) 

ita ut cof-fficientes A, a . . . a' sint quantitates determinatac, quae insuper integri 

crunt, si omnes coCfficientes rationalcs in F sunt integri Ita e. 9 . si » = 19, 

/ = 6. X = 1, atquc functio ^ dcsignat aggregatum productorum e binis inde- 
terminatis, eius valor reducitur ad 3 + (6, 1 ) + (6, 4). 

Porro facile perspicietur, si postea pro t, u, v etc. radiccs ex alia periodo 
(f, *X) substituantur, valorem ipsius F ficri 

A + aif k) + a'f, k 9 ) +a"{f, k 99 ) + ctc. 
348. 

Quum in aequatione quacunque 

X I — axS- 1 + — T j/-» , . . = 0 

coPffieientes a, 6, y etc. sint functiones invariabiles radicum, puta a summa om- 
nium, f> summa productorum e binis, y sumraa productorum e temis etc. : in 
aequationc. cuius radices sunt radices in pcriodo {f X) contentae, coPfficiens pri- 
mus erit = 'f X), singuli reliqui vcro sub formam talcra 

A + af,\) + df 9 )... + a«f f~*) 

reduci poterunt, ubi omnes A, a, d ctc. crunt intcgri ; praetereaque jmtet. aequa- 
tionem, cuius radices sint radices in quacunquc alia periodo if kh/ contentae. ex 
illa derivari, si in singulis coc'fficientibus pro 'f 1) substituatur k); pro 
f 9 ,, [f, k 9 ) et generaliter pro (/, p). (f kp). Hoc itaque raodo assignari 
poterunt e aequationes * ac 0, *' = 0, z" = 0 ctc. quarum radiccs sint radiccs 
contcntacin (/, I). in (f 9 ), f, 99j etc.. quamprimum e aggregata (/,1), {/,§}, 
(/ 99 \ etc. innotuerunt. aut jwtius quamprimum unum quodcunque eorum inven- 
tum est, quoniam per art. 346 ex uno omnia reliqua rationaliter deducere licet. 
Quo pacto simul functio X in e factores / dimensionum resoluta habetur : pro- 
ductum enim e functionibus z, z, z" etc. manifcsto erit = X. 

Ex. Pro h = 19 summa omnium radicum in periodo 6, I) cst = (6, 1) 
= a ; sumnia productorum e binis fit = 3 -f- ( 6, 1 } -f- (6, 4 ) = tf; similiter 
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nunma productorum e terois invcnitur = 2 + 2(6, l) + (6, 2) = y; summa 
productorum e quaternis = 3 + (6, 1) -f- (6, 1) = ?; summa productorum e qui- 
nis = (0, I) = e; productum ex omnibus = 1 ; quarc acquatio 

z = ,r° — a.r*+oV — yjp-\-$tt*— s.r+1 = o 

omnes radiccs in (0, 1) contcntas complectitur. Quodsi in coefficientibus a, 8, y 
ctc. pro (6,1). (6,2), (6,4) rcsp. substituantur (6.2), (0.4), (6,1). prodibit ae- 
quatio z = 0. quac radices in (6,2) complcctctur; et si eadem commutatio bic 
rlenuo applicatur, habebitur acquatio z" = <>. radices in (6, 4) complectcns, pro- 
ductumque zzz" crit = X. 

349. 

1'lerumquc commodius cst. pracscrtim quotics / estnumerus magnus. cocf- 
ficicntes 6*, y etc. secundum tbcorema Newtonianum e summis ]>otcstatum radi- 
cum dedutere. Scilicct sjH>nte patet, summam quadratorum radicum in /. X) 
conteiitarum esse = (/, 2X), summam cuborum = (/ 3X) etc Scribendo ita- 
quc brcviutis caussa pro (f, X), (/ 2X), (/ 3X), ctc. q, q', q" etc. crit 

a = q, 2t} = aq — q, 3y = «></— aq'-\-q" etc. 

ubi producta e duabus periodis per art. 345 statim in summas periodorum sunt 
convertenda. Itu in exemplo nostro, scribcndo pro (6, 1), (6, 2), (6, 4) rcsp, p, />', p" 
fiunt q, q, q", q" '. q"" '. q"" resp. = p, p', p', p", p', p" ; hinc 

tt— p, 26 = pp— p = 6+2/J+2/' 
3y = (3+p+p")p-pp'+p' = 6 + 6>>+3/ 
iC = (2 + 2j»+>V Jj) — (3 +p+p")p'+pp'- p" = , 2 +4>>+4 / >; etc, 

Ceterum sufficit semisscm coefficientium tantum hoc modo computare; etenim non 
difficilc probatur, ultimos ordine inverso primis vcl aequales esse. puta ultimum 
s|, pciuUtimura = a, antepenultimum = o"ctc. vcl cx iisdem resp. deduci, 
si pro (/ 1), (/ y) etc. substituantur (/ — 1), (/. — ^) ctc. sivc (/. n — I). 
i/, « — ,<y) etc. Casus prior locum habet. quaudo / est par; ]>osterior, quando / 
iiupar; coefficiens ultimus autcm semper fit =1. Fundamentum huius rei in- 
nititur theoremati art. 79; sed brevitatis caussa huic argumento non immoramur. 
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350. 

Theokema. Sit « — 1 prodttctum e tribus integris positicis a, 0\ 7; constet 
periodus (tfy, X) , quae est 67 terminornm, ev f> periodis viinoribiis 7 tvrminorum 
his (7, X), (7. X'), (7, X") <?/<•.. supponamusqiie , ri m functione f> indeterminatarum, 
similiter affecta ut in art. 317, />«<*« <« i*' - ;7, m, p. . .) />r« indeterminatis t. u. r <Vt\ 
substituantur aggregata (y, X), (7, X'), (7, X") <•/<:. r«/>., eius valorem per praeceptit 
«rf. 345. IV rcduciud 

a + « 7 . i ;i + «' 1 7 . *) • • • + « : 7- <f r ^ •••+« l (7i - 

T«wi «Vco. ri i'' sit functio invariubilis , eas periodos in W, quae sub eatlem periodo 
#7 terminorum contentae sint . i. e. generaliter talcs (7, ^•") <?f 7. ^ ,v+! *). designante 
v integrttm quemcunque, coifficientes eosdem /labihtras esse. 

Dcm. Quuin poriodus (67, X//') idcntic.a sit cura hac (67, X). minores 
hae (7, Xyi, (7, Xy*}. (7, Xy) etc, c quibus nmnifesto prior constat, nccessa- 
rio cum iis convenient, e quibus postcrior constat, ctsi alio ordinc. Quodsi itaque, 
illis pro t, «, v etc. rcsp. substitutis, F in M" transire supponitur, II" eoinci- 
dct cum W. At pcr art. 347 erit 

W = 4H-«( Y ,^)+^( 7 ,^) . . . + a'{ Y ,^) . . . +V{ 7 , ***-'■ 

«ii+ fl ( T , J «)+«r( 7t /* I )...+tf5( T , 1; . . . +«"( T ./-' 

quure quum hacc cxpressio cum W convenirc dcbcat, copfficicns primus, secun- 
dus, tcrtius ctc. in W (incipiendo ab a) ncccssario conveniet cuin a + i**, 
a + 2 to , a + 3 to etc. , undc? nullo negotio concluditur, generaliter coefficientes 

periodorum ( T ,^)i (T"^** 1 *)' (7- 9** +i *l • • • (?■ J v ' +i *). <l ui sUnt r l_ f- ,tU *. « + t*+ ltU ". 
2a + » + 1 lu * . . . va + n + 1 ,u *, intcr se convenirc debere. Q. E. D. 
Ilinc nmnifcstiun cst, W rcduci possc ad formain 

A + a (fj r , t) + «'(fj r , </) . . . +a'(« T . y*"' 

ubi omncs coefriciente.s 4, « etc. intcgri erunt, si omnes cocthcientcs dctenninati 
in F sunt integri. Porro facile perspicietur, si postea pro indeterminatis in F 
substituantur f> pcriodi 7 tcrminorum in alia periodo 07 tcriiiiiioruin. puta iu 
(67. X*tj coutcntae, quae manifesto erunt {7, XAr), (7, X'A-), ,7, X w /tj etc. , vnlorcin 
indc prodeuntem fore <4+a(f>7, A) + a'(f>7, gk) . . . +a e (67, g*~*k). 
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Ceterum patet , theorema ad eum quoque casum extendi posse, ubi a = 1 , 
sive Gy = « — 1 ; scilicet hic omnes coPfficientes in W aequales erunt, undc W 
reducetnr sub formam A+a (6*7, 1). 



341. 

Itetentis itaque omnibus signis art. pracc. , manifcstum est, singulos codffi- 
cientes aequationis, cuius radices sunt 6" aggregata (y, X) . (7. V), (y, X") etc., 
sub forroam talem 

A+m^ \) + a'[6y.j,) ... +rf(<7.40 

reduci posse, atquc numcros A, a ctc. omnes fieri integros ; aequationem autem, 
cuius radices sint 6* pcriodi y terminorum in aliaperiodo 'Gy, kX) contentae, ex 
illa derivari. si ubique in cogfficientibus pro qualibct periodo [fiy, u) substitua- 
tur (6y, A-ji). Si igitur ct=l, omnes 6 periodi y terminorum determinabuntur 
per aequationem 6 tl gradus, cuius singuli coefficientes sub formam A + a(6y, l) 
rediguntur. adeoque sunt quantitates cognitae, quoniam (tfy, 1} = (h — 1, 1) = — t. 
Si vero a > 1 , cogfficientes aequationis, cuius radices sunt omnes periodi y ter- 
minorum in aliqua periodo data 6*y tcrminorum coutentac, quantitates cognitae 
erunt, simulac valores numerici omnium a periodorum liy terminorum inno- 

tuerunt. Cctcrum calculus cotffficicntium harum aequationum saepe commodius 

instituitur , pracscrtim quando d non est valdc parvus, si primo summae potesta- 
tum radicum eruuntur, ac dein ex his per theorema Xcwtonianum coCfficientes 
deducuntur, simili modo ut supra art. 349. 

Rv. I. Quaeritur pro « = 19 aequatio. cuius radices sint aggregata (6, I). 
(6, 2) , (6, 4). Designando has radices pcr p,p, p" resp. , ct acquationcm quaesi- 
tam per 

r* — Axx + Bx — C = 0 

fit 

A=p+p+p, B=pp+pp+p'p. C = ppp 

Hinc 

A = lt>, 1 ■ = — 1 

poiro habctur 
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pp' = />+ 2j>+3/, pp' = 2/,+ 3/+/, // = 3/>+//+2/ 

undc 

B = 6 ( /> +/>+/) = 6 ( " 8 • I ) = - 6 

denique fit 

C= (/>+2//+3/)/»" = 3 (6.0)+ II >+//+/>") = 18-11 =7 
quare aequatio quaesita 

^+xj?— 6x— 7 = 0 
Utendo methodo altera habemus 

*+/+/— —1 

/»/»=6 + 2/»+/,+ 1/, /,>'=6 + 2//+/f+2/>. //=6 + 2/+/> + 2// 
undc 

«*+//+// = is+5(/,+/i+y; = 13 

similiterque 

?+?*+?* = W.+ 34(p+/+J»") = 2 

hinc | h ■ f theorcma Ncwtonianum eadem acquatio dcrivatur ut antc. 

II. Quaeritur pro n — 19 aequatio, cuius radices sint aggregata (2, 1), (3,7), 
(2, S). Quibus resp. per q, q, q" designatis, invenitur 

i+q+q" = (».«). ??"+?'?"= («. 0+ («.-»). wV^ 2+(6.2, 

unde. retentis signis ex. praec. , aequatio quaesita erit 

j^— pxx + (/>+/) — 2 — / 0 

Aequatio, cuius radices sunt aggregata (2,2), (2,3), (2.5), sub (6.2) contenta, e 
praecedente dcducitur , substitucndo pro />./,/ resp. / /. p, eademque sub- 
stitutione iterum facta, prodit aequatio. cuius radices sunt aggrcgata (2. 4), (2, 6), 
(2,9) sub (6,4) contenta. 

JHu/uititionibu* yraecc. tuperttruitur talutit, ueuuatumu X — u. 

352. 

Theoremata praeccdeutia cum cousectariis annexis praecipua totius theoriae 
momcnta continent. modusque valores radicum U inveniendi paucis iam tradi 
poterit. 
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Aute omnia atci|>iendus est numcrus g, qui pro modulo it sit radix priini- 
tiva, residuaquc mininia potestatum ijtsius y usquc ad <f~' t sccuudum inoduluin 
w erucnda. Rcsolvatur « — I in factorcs , ct quidem. si problcma ad aequatio- 
ncs gradus quam inlimi reduccrc lubct. in factorcs prinios; sint hi (ordiue prorsus 
nrbitrario; «, fj. y.. . C. ponaturque 

iZli = b* 7 ...r = «. "-^A = 1 . . .t = b, etc. 

Distribuantur omnes radires 12 in « pcriodos a terminorum ; liac singulae rursus 
in 6" pcriodos b tcrminoruni; liac singulac dcnuo in y pcriodos ctc. Quncratur 
jht art. j>raee. aoquntio « u gradus (.1;. cuius radiees sint illa a aggregnta a ter- 
niinorum, quorum itaqtie valores per resohttionetn huius aequationis innotescent. 

At hic difficultas oritur, quum incertutn videatur, euinum radici uequationis 
(A) quodvis af^regatum aequale statucndum sit, puta quaenam radix per [a. I ). 
quacnam per [a. </; ctc. dcnotnri dcbcat : huic rci scqucnti modo rcmcdium affcrri 
potcrit. Per '«. 1; designnri potcst radix quaetunquc aequationis (A); quum 
enint quaevis radix huius aequ. sit aggregatum a radicum ex Q. omninoque arbi- 
trarium sit, qttaenam nidix ex 12 per J denotetur, manifesto supjionere liecbit, 
nliquam cx iis radicibus, c quibus radix quaecunque data acqu. (-4) constat. pcr 
1] exprimi, undc illa radix aequ. (A) fict [a, \); radix [1] vero hinc nondum 
penitus detcrminatur, sed etiatnnum prorsus arbitrnrium seu indefinitum manet. 
qunmnain radirem ex iis, quae [a, 1) constituunt. pro 1] ndoptare veUmus. Si- 
mulac vcro '«. I) dctcrminatum cst, etiatn omnia rcliqua aggregnta a termino- 
ruin rationalitcr inde deduci potcrnnt (art. 346). Hinc simul patct, unicam tan- 

tuiumodo radicein pcr ltuiiis rcsolutionem erucrc oportcre. 1'otcst etiam me- 

thodus sequeus, minus diretta, ad liunc finem adhiberi. Accipiatur pro I 1 radix 
deterniinata, t. e. ponatur [1] = cos — + i* sin ~, integro Ar ad lubitum clecto, 
ita tainen ut per n non sit divisibilis; quo facto etiam [8], [3]etc. rndiccs dcter- 
minatns indieabuut. undc etiam agtjregata (n, \). (a, «/] ctc. quantitates dotertnina- 
tas designabunt. Quibus c tabidis sinuum lcvi tnntum ealamo computatis, puta 
ea prnecisione , ut quae maiora quacvc minora sint decidi j>ossit, nullttm dubium 
Mi|)eresse |)oterit, quibusnam signis singulae radices aequ. (^l) sint distingucndae. 

Quando hoc modo omnia « aggregata a torminorum inventa sunt, investi- 
jjetur per art. praec. aequatio (D\ H u jjradus, euius radiccs sint 6' aggregata b 
terniinorum sub '«, I eontcnta; coefritientes huius aequationis oinnes erunt quan- 
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titates cognitne. Quum adhuc arbitrarium sit. quacnam cx a = tfi radicibus 
sub (a, 1) contcntis per [1] denotetur, quaelibet radix data aequ. [B) pcr {b, 1) 
cxprimi poterit, quia manifesto supponerc licet, aliquam b radicum, e quibus com- 
posita est, per [1; denotari. Investigctur itaquc una radix quaecunque aequa- 
tionis [B) per eius rcsolutioncm , statuatur — [b, 1), dcrivcnturque indc pcr art. 
346 omnia reliqua aggregata b termiuorum. Hoc modo simul calculi confirma- 
tionem nanciscimur, quum semt>er ea aggregata b terminorum, quae ad easdem 
periodos a tertninorum pertinent, summas notas conficerc debennt. — In qui- 
busdam casibus acque expeditum esse potcst, ct — 1 alias aequationcs 6 U gradus 
eruere, quarum radiccs sint rcsp. singula 5* aggregata b terminomm in rcliquis 
pcriodis a terminorum, [a, g), (a, gg) ctc. contcnta, atquc omnes radices tum ha- 
rttm aequationum tutn acquntionis Ii ]>or resolutioncm invcstigarc : tunc vcro si- 
mili modo ut supra adiumento tabulae sinuutn decidcrc oportebit, quibusnam pe- 
riodis b terminorum singulae radiccs hoc modo prodeuntes aequales statui debe- 
ant. Ceterum ad hoccc iudicium varia alia artifit ia adhiberi possunt , quae hoc 
loco complete explicarc non licct; unum tamcn, pro co cnsu ubi () = 2, quod 
imprimis utile cst, ac pcr excmpla brcvius quam pcr pracccpta dcclarari poterit. 
in exetuplis scqucntibus cognosccre liccbit. 

Postquam hoc ntodo valores omuium ati aggregatorum b tcrminorum in- 
vcnti sunt, prorsus simili modo hinc per aequationcs y u gradus omnia ct(Jy ag- 
gregata c terminomm dcterminari potcrunt. Scilicet vel nnam nequationem y u 
gradus, cuius radiccs sint y figgrcgata c tcrminorum sub (b, I) contenta, per art. 
:U»i> eruere; per eius rcsolutionem unam radicem qunmcunquc elicerc et = [c, 1) 
statuere, tandemque hinc per art. :I46 omnia reliqua similia aggrcgata dcduccre 
oportcbit; vel simili mo<loomnino a6 aequntiones y u gradus evolverc, quarum ra- 
dices sint resp. y aggregata c tcrminorunt in singulis pcriodis b terminorum con- 
tenta, valores omnium radicttm oniniuin harum aequationum per resolutionem ex- 
trahere, tandemque ordinem liarum radicum perinde ut supra adiumento tabulae 
sinuum. vel. pro y - 2, pcr artifit ium infra in exenqdisostcndcndum dcterminare. 

IIoc modo pcrgcndo , manifesto tandem otuiiia " ~— aggrcgata £ termino- 
rum habebuntur; evolvcndo itaque pcr art 348 nequationetn £ u grndus, cuius ra- 
dices sint £ radices ex Q in (£, 1 ) contcntac. huius eocfficientes omnes erunt 
quantitates cogniUie; quodsi pcr resolutionem una eius radix quaccunque elicitur, 
hanc =[1] statuere licebit . omnesque reliquae ratliccs 2 per huius potestates 
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habebuntur. Si magis placet, etiam omnes radices illius aequationis per resolutio- 
nem erui, praetereaque per solutionem "~- — 1 aliarum aequationum gva- 
dus, quae resp. omnes C, radices in singulis reliqnis |>eriodis t, tcrminorum con- 
tentas exhibent, omnes reliquae radices L! inveniri poterunt. 

Ceterum patet, simulac prima acquatio {A) soluta sit, sivc simulnc valores 
oninium a aggregatorum a terminorum habeantur, etiara resolutionem functioni;. 
A* in a factores a dimensionum per art. 348 sponte haberi; porroque post solu- 
tionem aequ. (B), sive postquam valores omnium ao" aggregatorum 6 termino- 
rum invcnti sint, singulos illos factorcs itcmra in 6, sivc X in a*> factores b di- 
raensiouum resolvi etc. 



353. 

Rvemplum primum pro n — s 19. Quura hic fiat « — 1 = 3.3.2, inventio 
radicum Q ad solutionem duarum aequationum cubicarum uniusquc quadraticac 
est reducenda. lloc exemplum eo facilius intelligetur , quod operationes necessa- 
riae ad maximam partem in praccedentibus iam sunt contentae. Accipiendo pro 
radicc primitiva g numcrum 2, rcsidua minima eius potestatum haec prodeunt 
exponcntes potcstatum in scrie prima rcsiduis sunt suprascripti) : 

0. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. 13. 14. 15. 16. 17 
1.2.4.8.16.13.7.14.9.18.17.15.11. 3. 6.12. 5.10 

Hinc per artt. 344, 345 facile deducitur distributio sequcns omnium radi- 
cum 12 in tres periodos senorum . harumque singularum in ternas binorum termi- 
uorum : 



12 = (18.1) 



l(i, >)..•[»].[«»] 
2 , .)...[»], [it] 

1(2, 7)... [7], [12] 
[l, 5) . ..[!]. [17] 
(I, !•)...[»], [!•] 
(1, 14)... [4]. [14] 
l(», »)...[•],[!«] 

;6.4) (i, !»)...[.], [u] 

'(*, .)...[.], [10] 



(6. 1] 



(6. 2) 



Aequatio (A), cuius radiccs sunt aggregata (6,1), (6, 2). (6.4;. invenitur 
j?-\-jcx— Gx— 7 — 0. cuius una radix eruitur — 1.2218761623. Hanc per 
(6, 1) exprimendo fit 
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(6,2) sss 4 — (6, !)* = 2,507 0 1864 41 
,6.4) = — 3 — ; 43. l} + {6, 1}* = — 2.2851424818 

Hiuc .\ in tres factores 6 dinicnsionum rooluta crit, si hi valores in art. 348 
substituuntur. 

Aequatio (Bj, cuius radices sunt aggregata (2,1), (2.7), (2,8), prodit haec 
— (6, l)xi?+((6, l) + (6.4))j? — 2 — (6,2) = 0 

sive 

x*+ 1.2218761623**— 3,5670186441.»— 4,5070186441 = 0 

cuius una radix clicitur — 1,354 56314311, quam per (2,1; exprimemus. Per 
methodum art. 346 autcm inveniuntur aequationcs scquentes. ubi brevitatis caussa 
q pro (2. 1) scribitur: 

2, 2 =qq — 2, (2, 3) = q* — 3 9 , {2, 4) = q* — 4 qq + 2, ;2, 5) = q> — 5^ + bq 
% 6) = q*— Sq* + »qq — 2. (2.7) = q 1 — 7 ? *+ I 4 q 3 — 7 q 
(2.8) =^—8^+20$*— 16^+2, (2.9) = ? »— 9 ? '+27^ 4 — 30 7 s +97 

Commodius quain per pracccpta art. 346 hae aequaiiones in casu praescnti pcr 
reflexiones sequcntes evolvi possunt. Supponendo 

T — cos i(| + isin — 

fil 

[18] s =coa^ + » 9 in ! * r *-? > = cos*f - tsin* 7 f , adeoque (2,1) = 2cos*f 
nec nou generaliter 

.}. ^cos^ + .sin'*/-, adeoquc (2, X; = [X + [ 1 sX. = |X + i-Xl = 2cos **/ 

Quarc si } q = cosw, erit (2,2) = 2cos2u>. (2,3) = 2 cos 3 10 ctc. . undc pcr 
aequationes notas pro cosiuubus angulorum multiplicium caedem formulac ut su- 
pra derivantur. Iani ex his formulis valores numerici scquentes elieiuntur: 

2,2; = —0,1651586909 (2.6)= 0,4909709743 

(2,3)= 1,57 82810188 (2,7) = -- 1,7 58947 5024 

2.4) = — 1,9727226068 (2.8)= 1,8916344834 

2.5) ss 1.0938963162 | (2.9; = —0,8033908493 
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Yalorcs ipsorum (2,7), (2,8) etiam cx aequationc ■ [B) , cuius duac reliquae ra- 
dircs sunt, clici possunt, dubiumque, utra haruin radicum fiat (2,7) et utra (2,8), 
vcl pcr calculum approximatum sccundum formulas praecc. , vel per tabulas si- 
nuum tolletur, quae obiter tantum consultae ostendunt, fieri (2, 1) = 2cosu> po- 
nendo to = P, unde fieri oportet 

(2,7) = 2cosfj|P = icos-ftP, et (2.S) = 2cosf|P = JcoStVP 

Similitcr aggregata (2,2), (2,3), (2,5) ctiam pcr acquationcm 

1 r J -(6,2).r l r+((6,1)-f-(6,2)).r-2-(6,4) = 0 

cuius radices sunt, invcnire licet, incertitudoque , quaenam radices illis aggrc- 
gatis resp. aequalcs statucndae sint, prorsus eodem modo removebitur, ut ante; 
et perinde etiam aggregata (2,4), (2,6), (2.9) per aequationcm 

X 1 — (8,4)**+ ((6.2) + (6.4)).i — 2— (6, I) = 0 

elici poterunt. 

Dcniquc [1J et [1S] sunt radices aequationis xx — (2, l).r+l =0, qua- 
rumalterafit — 1 (2, I + »'v0 — 1 (2. 1)*) = f(2. IJ + iyXf — f(2,2)), altera 
= f(2,l)— *V(f— f (2,2)), hinc valorcs numerici = — 0,677 2S 157 16 + 
0,73572391 07 i. Sedecim radices rcliquae vcl cx cvolutione potestatum utriusvis 
harum radicum , vel e solutione octo aliarum similium acquationum deduci pos- 
sunt, ubi in methodo posteriori vel pcr tabulas sinuum vel per artificium in ex. sq. 
explicandum decidi dcbcbit . pro utra radicc parti imaginariae signum positivum 
et pro utra negativum pracfigcndum sit. Hoc modo inventi sunt valores sequentes, 
ubi signum supcrius radici priori, infcrius postcriori rcspondere supponitur: 
[1] et [18] = — 0.6772S1571G + 0,7357239107 i 
[2] et [17] = — 0,0825793455 + 0,9965844930» 
[3] et [16] = 0.7S9 1405094 + 0.6 1 4 2 1 27 1 27 i 
[4] et [15] = — 0.9S63613034 + 0,1 6 15945903»' 
[5] et [14( - - 0.54694S15S1 + 0,837 1 6647 S3 i 
[6] et [13] = 0,2454854871 + 0,9694002659i 
[7] ct [12] = —0,8794737512 + 0,4759473930»' 
[8] ct 11 = 0.9458172417 + 0.321 6901 692 i 
[91 et [10] = — 0.401G954247 + 0.9157733267 i 
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354. 

Extmplum secundum pro n = 17. Hic habetur «— i = 2.2.2.2. quam- 
obrem calculus radicum 2 ad quatuor aequationes quadraticas reducendus erit. 
Pro radice primitiva hic accipiemus numerum 3, cuius potestates rcsidua minima 
sequentia secundum modulum 17 suppeditant: 

0.1.2. 3. 4.5. 6. 7. S . 9. 10. 11. 12. 13. 14. 15 
1.3. 9. 10. 13. 5. 15. 11. 16. 14. S . 7. 4.12. 2. 6 

Hinc emergunt distributiones sequentes complexus Q in periodos duas octo- 
norum , quatuor quaternorum , octo binorum tcrminorum : 

tM ,X ')•••[']- [>»] 

^*' |(l.t»). ..[4], [11] 

U Q\ •J*-'W' C * ] 
l*' i(t,l»)...[S], [I*] 

,., ,, 1(1. »)...[■]• ['«] 

4 - ^ »)...[»], [u] 

fJ 1ft ^ '•)••• M. [«•] 

l 4 ' 10 J »(2, || )...[«]. [11] 

Aequatio (A), cuius radices sunt aggregata (S, 1), (3, 3), per praecepta 
art. 351 invenitur haec w + = 0; huius radices computantur — 1 + J V 17 

— 1.561552812S, et — ± — |^17 = — 2,50 1 552S 1 2S ; priorem statuemus 
= (8,1), unde necessario posterior poncnda erit = (8, 3). 

Porro aequatio, cuius radiccs sunt aggregata (4, l) et (4, 9), eruitur haec 
{B): xx — [8, 1 )x — 1 = 0; huius sunt |(8, 1) + + v/(4-4>(8, 1)*) am f (9, 1 ) 
+ } ^(12 + 3(8, l) + 4(8, 3)); eam, in qua quantitati radicali signum positivum 
tribuitur, et cuius valor numericus est 2.0494S1 1777, statuemus = (4. I). 
undc spontc altcra , ubi quantitas radicalis negative sumitur ct cuius valor est 

— 0,487 92S 3649 , per (4, 9) exprimi dcbcbit. Aggregata autem reliqua quatuor 
termiuorum, puta (4, 3) et (4, 10) duplici modo indagari possuut. Scilicet primo 
per methodum art. 346, quae formulas sequentes suppeditat, ubi ad abbreviandum 
pro (4, 1) scribitur p: 

(4. 3)= — f + Zp —ip* = 0,3441507314 
(4, 10) = t+ip — pp — tp* = —2,9057035442 



<J = (16.1) 



4'iS DE AEQLATIO.MBIS CIRCIU 9ECTIONES DEFrjTIETfTIBUS. 

Eadem metbodua etiam bano foraulam largitur 4.9, = — i — Sp-f-pp+p*, 
undc valor idetn clicitur, quem antc tradidimus. Svcundo vero aggregata [4,8), 

4, 1 o) etiain pcr resolutionem acquationis, cuius radices sunt, detcrminare licet. 
quae aequatio fit xx — (8, 3)j" — 1 sas o, undc eius radices sunt 4/(8,3) 
±+V( 4 + ( 8 - 3)"). 8ive 1(8, 3)+4v/(12-r-4l>, t)-f 3(8, 3;) et } (8, 3}- 
•y'(l2-f- I (8, l)-f- 3(8,3)); dubium vero, utram radicem per (4,3) et utram per 

4, 10) exprimere oporteat, pcrartificium sequens, cuius mentionem in art. 352 in- 
iecimus, tollctur. Evolvatur productum ex 4, t) — (4, 9) in (4, 3) — (4. 10), 
unde emergere invcnietur 2(8, 1 — 2 (8, 3)*); iam huius expressionis valor mani- 
festo cst positivus puta = — }— 2 y 1 7 , praetereaque etiam produeti factor primus 

4, 1) — (4,9) positivus e*t puta = -f-y'( 1 2 -j- 3 ^8. 1) +4 (8,3)), quare ncccssario 
etiam altcr factor (4, 3) — (4, 10) positivus csscdebebit, et proin (4,3) radici 
/muri, in qua signum positivum radicali pracfigitur, et (4, 10) |>osteriori aequale 
statui. ( eterum hinc iidem valores numerici derivantur ut supra. 

( unctis a^gregntis quutuor terminoruui inventis, progredimur ad aggrcgata 
duorum tcrminorum. Aequatio (C ,, cuius radiccs sunt liac (2, 1), (2, 13). sub 
(4, 1 contcntae, eruitur hacc jj — (4, l)o?+(4, 3) = 0; huius radices sunt 
<) it + V^C— •* (4, 3) + (4,1)») sive + (4,l):t|-tf4+(4,t) — S(4.S)). eam, 
ubi quantitas radiealis positive sumitur et cuius valor reperitur = 1 ,86494 44 5SS, 
statuimus =(2,1), unde (2,13 aequale fiet altcri, cuius valor _= 0,1845307189. 
Si aggrcgata rcliqua duorum terminoruin ]>cr metboduin art. 346 investigare 
placet. pro (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6), (2, 7), (2, 8) eaedem formulae ad- 
liibcri poterunt, quae in ex. praec. pro quantitatibus similitcr dcsignatis tradidi- 
mus, puta 1,2, 2), (sive (2, 15)), = 2, 1'/*— 2 etc. Si vcro magis arridet, binas 
per resolutionem aequationis quadraticae computarc, pro his (2, 9), (2, 15) inve- 
nitur aequatio .v.v — (4, 9)j;-j-(4, 10) = 0, cuius radices cvolvuntur { (4, 9, + 
i V ( 4 "f" *' 1 — 2:4,1 0)) ; quo pacto vero signum ambiguum hic dcfinirc oportcat. 
simili modo deridetur ut supra. Scilicet per evolutionem producti 2. 1) — 2, 13; 
in (2,9) — '2,15) producitur — (4 . 1 } — |— {4 , 9) — (4. 3) -\- (4, 10); quod quum mani- 
festo sit ncgativum, factor 2. I — 2, 13; vero positivus. necessario (2,9) — (2,15) 

•) Vera indolc. huiu» artiricii in co coniistit, quod a priori pr*e\idcri poterat, hocce produclum evolulum 
apftrepaU <|untuor tcrminorum non eontinere »ed per »oli» bjck"'»»'» oc\o terminorum cxhibcri po^c, cuiu* rei 
rationcm hic brcvitatis c.u^a pr_ctercundam periti facilliuie dcpichcndcnt. 
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ncgativus essr drbrbit . quocirca iu rxpressioue unte data signum superius po-i- 
tivutn pro (2. 15 , pro (2,9 inferius negativum adoptandum erit. Hinc computa- 
tur 2.9) — — 1,9659461994, 2.15) = 1 .47S017S344. — Perindc quum ex 
evolutione producti ex (2,1) — (2,13) in (2, 3) — (2, 5 prodeat (4,9) — (4,10,. 
adeoque quantitas positiva, factorem (2,3) — (2,5) positivum ossc concludimus: 
hinc simili calculo ut aute instituto invenitur 

(2,3) = +(4,3)4-{ v( »H- (4.10) — 2 (4,9)) — 0.S91 47671 16 
(2.5) = \ (4,3)— \ V (4+ (4, 10) — 2 (4,9 ) -- — 0.5473259S01 

Denique per operationcs omnino analogas eruitur 

(2.10) = K4, 10) — i N /(l-4- (4,3} — 2 (4, 1)) -= - 1,7004342715 

(2.11) = K^.lOj+^yO-}- (4,3)— 8(4,1)) = - 1.205209272S 

Superest ut ad radices Q ips&s desccndamus. Aequatio (D), cuius radiccs 
sunt[l]et(16], prodit xx— (2,l)x-f 1 = o. unde radices j ;2, 1 )±\\j(.{1, 1)"— 4J 
autpotius |(2. l; ±1^(4 — (2, I)*) sive £(2, 1)±ii'\/(2— (2, 15)); signum hu- 
perius pro I , infcrius pro I 6 adoptamus. Quatuordccim reliquae radices vel per 
potestates ipsius 1; habebuntur; vel per resolutioncm septem aequationum qua- 
draticarum, quae singulae binas exhibeut, uhi incertitudo de signis quantitatum 
radicalium per idem artificium tolli poterit ut in praccedentibus. Ita [4J et 13 
sunt radiccs arquationis ,r,r — (2, 1 3; j-f-1 = 0. adeoqur { (2, 1 3) + < i \(2— (2, 9)); 
per evolutioncm producti cx [ 1 ] — ; 1 6] in 4 ■ — [1 3] autem prodit (2, 5j — (2, 3), 
adeoque quantitas realis negativa, quare quuin [1 — 16 sit -4- t \/(2 — 2, 1 5)). 
i. e. productum ex imaginaria i in realem jyositivam, etiam [4] — [13] essc debct 
productum cx i in realem positivam propter ii = —1; hinc colligitur. pro 1 4 i 
signum superius, pro [13] inferius accipiendum essc. Simili modo pro radicibus 
[8] et [9] invenitur } (2, 9) ± f i\/(2 — (2, 1)), ubi, quoniam produttum ex 
1 — 16 in 8 'I fit M)— 1" auVoqur iR-ativuiii. p«| S HgHtim ««- 
perius, pro [9] inferius accipere oportet. ('omputando perinde radices reliquas. 
sequeutes valorcs numericos obtinemus, ubi radicibus prioribus signa superiora. 
posterioribus inferiora responderc subintclligcndum cst : 
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[lj. ,16 ... 0.9324722294 + 0,36124 1 tit>G2 i 

[2], [15] . . . 0,7390089172 + 0,6736»66436i 

[3}, [14]... 0.4457383558 ± 0.S95 1632914 i 

[4], [13] . . . 0,0922683595 ± 0.99573417631 

[5], [12] . . . — 0.2736629901 + 0,9618256432 1 

[6]. [1 1] . . . — 0,6026346364 + 0,79S0172273i 

[7], [10^ . . . — 0,8502171357 ± 0.52643216291 

8 , [ 9 . . . — 0,9829730997 + 0. 1 8374951 78 i 



Possent quidem ea, quae in praecc. sunt tradita, ad solutionem aequationis 
r N — 1 = 0 adeoque etiam ad invcntioncm functionum trigonometricarum arcu- 
bus cum i^eriphcria commensiLrabilibus respondentiuui sufficcrc: attamen, propter 
rei gravitatem , finem huic disquisitioni imponere non possumus, quin antea cx 
magna copia quum observationum hoc argumcntum illustrantium tum positionum 
ci afRnium vel indc pcndcntium quaedam hic annectamus. Inter quae talia potis- 
simmu eligemus, quac sine magno aliarum disquisitionum apparatu absolvere li- 
cet. aliterquc ca considerari nolimus quam ut specimina huius amplissimae doctri- 
nae, in posterum copiose pcrtractandae. 

Dvujuiiitionn uitrriorri de radicum prriodit. 
Aggrtgata . in qttibut tcrminorum multitudo par, lunt quantitatei rralri. 

355. 

Quum n aemper supponatur impar, crit 2 inter factores ipsius » — I , com- 
plexusque £2 ex | >j — 1) periodis duorum terminorum formatus. Talis perio- 
dus ut '2, X). e radicibus [X; et X^ constabit. dcnotante g ut supra ra- 

dicem primitivam quamcunque pro modulo n. Sed fit yf("~') = — | (mod. n 

adeoque Xy i f* - ') = — X (V. art. ti2), unde I Xy^" -1 ) ' = [ — X ;. Quare sup- 

, n i kP , ■ . kF . r », k P . . kp ,. 
poneudo k\ = co* — -f- 1 sin — . et proin [ — X| = cos-- 1 sin — , nt ag- 

gregatum {2, X) = 2cos -— . Unde hoc loco hauc tantummodo conclusionem dc- 

ducimus, valorcm cuiusvis aggregati duorum terminorum esse quantitatem realem. 

Quuru quacvis periodus, cuius terminoruni multitudo par — 2a. in a periodos 

binorum tcrminorum discerpi possit, patet gcneralius. valorem cuiusvis aggregati, 
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cuitu tcrminorum multitudo par. semper esse quantitatem realem. Quodsi itaque 
in art. 352 inter factores «, 6\ y etc. binarius ad ultimum locum reservatur, om- 
nes operationes. usquedum ad aggregata duorum tcrminorum perveniatur. per quan- 
titates realcs absolvcutur, imaginariaeque tunc demum introduccntur . quando ab 
his aggrcgatis ad radices ipsas progredieris. 

De aeqnalionr. prr r/uom dittribulit, raditum Q in duat prrindos drfinitur. 

Summam attentionem mcrcntur acquationes auxiliares, pcr quas pro quoli- 
bet valorc ipsius n aggrcgata complcxum Q constituentia detenninantur , quae 
mirum in moduni rum proprietatibus maxiinc rcconditis numeri N councxae sunt. 
Hoc vero loco disquisitioncm ad duos casus sequcntes restringemus : primo de ae- 
quatione quadratica, cuius radices sunt aggregata J (« — 1 ) terminorum, secundo, 
pro co casu. ubi n — 1 factorem 3 implicat, de cubica, cuius radiccs sunt aggrc- 
gata J ;« — 1 ) terminorum , agcmus. 

Scribendo brevitatis caussa ;« pro { (« — 1) et designando per g radicem 
primitivam quamcunquc pro modulo «, complcxus { 2 e duabus periodis (m, 1) et 
[m, g) constabit, coutincbitque prior radices [l], \gg ' , [g*] . . . \g"~ 3 }. posterior 
has \g) , [^*] , jy 5 ] . . . [p" - *]. Supponendo residua minima positiva numerorum 
gg, g * . . . g"~ 3 sc<:undum modulum n essc, ordine arbitrario, R, R', R" ctc. ; nec 
non residua horum g, g 3 , g* . . . g*~* hacc N. N\ N" etc., radices, e quibus (m, I) 
constat convcnient cum his [1], [R\, [R'}, [R") etc, radiccsque periodi (m, g) cum 
his { N, |A" . N"} ctc. Iam patet, omnes numcros 1. R, R\ R" etc. esse resi- 
dua quadratica numcri «, et quum omncs diversi ipsoque » minorcs sint lpsorum- 
que multitudo — | -(» — l; adcoquc multitudini cunctorum residuorum positivo- 
rum ipsius » infra « aequalis, haec residua cum illis numeris omnino convcnient. 
Hinc spontc scquitur, onines nuineros N, N\ iVetc., qui tum inter se tum ab 
ipsis 1. R, R' etc. diversi sunt. ct cum his simul sumti omnes numeros t, 2, 3 
. ..« — I exhauriunt, cum omnibus non-residuis quadraticis positivis ipsius n in- 
fra » convcnirc debere. Quodsi iam supponitur. acquationem, cuius radices sunt 
aggrcgata m, 1 . m, g\. essc 

xx — Ax-\-B = o 

lit 

A = (n, \) + (t»,g) ^ — 1. B = (m, \)x{m,g) 

56 
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Productum ex (»3,1) in (m, g) pcr art. 34 5 fit 

= (m, iV4-l) + (m, A"-f-l)H-(m, AT+lJ + etc. = W 

atquc hinc rcducctur sub formam talcm a'm, 0) +{)!»», 1) + yfm, g). Ad de- 
terminationem coGfficientium a, 6", 7 observamus, primo, fieri a + 6+7 = m 
(scilicet quoniam multitudo aggregatorum in }V est = m) ; secundo, esse 6 = 7 
(hoc sequitur ex art. 350, quum productum (m, l)x{«», ^) sit functio invariabi- 
lis aggregatorum (m, 1), (m. <?), e quibus aggrcgatum maius (» — 1, 1) composi- 
tum est); tertio, quum omncs numcri A+l. JV+1, 2V"+1 etc. infra limites 
2 et w + 1 excl. contincantur. manifestum est, vet nullum aggregatum in W ad 
(m, 0) reduci adeoque esse a = 0, quando inter numeros A T , N, A"' etc. non 
occurrat n — t, vel unum puta (m, «), et proin haberi a = 1, quando n — 1 
inter numeros N, N', A T "ctc. rcperiatur. Hinc colligitur, in casu priori ticri 
a = 0, f> = 7 = im, in posteriori a = 1. 6 = 7 = £(» — l), simul hinc se- 
quitur, quum numeri et 7 necessario fiantintegri, casum priorem locum ha- 
bere. sivc n — 1 (aut quod idem est — 1) inter non-rcsidua ipsius n non repe- 
riri, quando m sit par sive n formac 4 Ar— j— 1 ; casum ]>osteriorem vero adesse, 
sivc « — 1 aut — 1 inter non-residua ipsius n reperiri, quoties m sit impar 
sive n formae 4 A - + 3 *). Ilinc productum quacsitum tit, propter (m, 0) — m, 
(», l) + (m, g) = — 1, in casu priori = — |m, in postcriori = J (m + I), adeo- 
que acquatio quacsita 111 illo casu j;.r + .r — \ (n — 1) = 0, cuius radices sunt 
— i + i \Jn, in boc vcro .r ce + x + f (« + 1 ) = 0 , cuius radices — i + 1 it/& 

Quaecunque itaque radix ex Q pro [1] adoptata est, diffcrentia inter sum- 
mas i! 9t| et - Sft , ubi pro 9i omnia residua. pro 91 omnia non-rcsidua qua- 
dratica positiva ipsius « infra n substitucnda sunt, erit = + v'n. pro » = l , et 
= +i'\'«- l>ro n = 3 (mod.4). Nec non hiuc facile sequitur. dcnotante k inte- 
grum qucmcunque per n non divisibilem, fieri 

v„.*«*- Seo.^ = +V« ct v sin *«^_v siu 
pro M=l(mod. 4j; contra pro « = 3(mod. 4) diffcrcntiam illam = 0, hanc 



') Huc modo nucti sumui dcruonstratiunem novam theorvmatis, — I esse residuum 

formae 4* + !, non-residuum omnium fonnuo ik+S, quod aupra (art. los, inu, 2*2) iam 
diversis comprobotum fuit. Si magis arridet , hoc theoremu sapponcrc , non nccvssarium erit ad 
u» conditionis rationcm habcre, quod 6. 7 iam per *e flunt integri. 
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= ±V W - Q uae theoremata propter elegantiam suam valde sunt memorabilia. Ce- 
terum observamus. signa superiora semper valcrc, quando pro * accipiatur unit&s 
aut generalius rcsiduum quadraticum ipsius «, infcriora , quando pro fc non-rcsi- 
duum assumatur, ncc non hacccc thcorcmata salva vel potius aucta elcgautia sua 
etiam ad valores quosvis compositos ipsius n extendi posse: sed de his rebus, quae 
altioris sunt indaginis, hoc loco tacere earumque considcrationcra ad aliam occa- 
sioncm nobis rcscrvarc oportet. 

Drmonttratio thearrmati» in Srct. I V eommemorati. 
357. 

Sitacquatio m" gradus, cuius radices suut »i radices in periodo (m, 1) con- 
tentae. hacc 

.r"' — «x m -' + baT-* — etc. = o 

sive z = 0, eritque ri— m, I), singuliquc rcliqui cotffficientes 6etc. subforma 
tali 91-f-2Vm, 1) -+-(£ (m, g) comprehensi, ita ut 31, 25, £ sint integri (art. 34S); 
denotandoque pcr z functionem, in quam z transit, si pro (m, l) ubique sub- 
stituitur (m, g), pro (m, g) vero (m,gg) sive quod idem cst (m. ! ;, radices ae- 
quationis z — 0 crunt radices in (m, g) contentae, productumque 

zz - = X 

i — i 

Potest itaque z ad formam talcm R + S \m, l)-f- T(m, g) reduci, ubi R, S, T 
erunt functiones integrae ipsius x, quarum omnes cogfficientcs ctiam integri erunt; 
quo facto habcbitur 

y „ R+S [m,g)-\-T{m,l) 
Hiuc tit scribcndo brevitatis caussa p et q pro (m, 1) et (m, g) resp. 

2z=2R + ^ + T^ + q^-iT-Sip-q)^ 2R-S-T- T-S p-q) 
similiterquc 

2z 2R—S— T+ (T — S)(p — q) 

unde ponendo 

■2R-S— T^ Y T-S = Z 

56* 
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fit 4X = YY — '\p — q)*ZZ, adeoquequura {p — qf = ±n 

4 X — YY+nZZ 

.signo superiori valente, quando « est formac 4 — | — l , inferiori, quando « formae 
4/?+ 3. IIoc cst theorema, cuius dcmonstrationcm supra (art. 124) i>olliciti su- 
mus. Terminos duos summos functionis Y semper fieri 2j'" + /' -1 ; summum- 
que functionis Z, •r m_l facilc perspicietur; coefficientes reliqui autem, qui mani- 
festo omnes erunt integri, variant pro diversa indole numeri n, nec formulae ana- 
lytieae generali subiici possunt. 

Ex. Pro n = 17 aequatio, cuius radices sunt octo radices in (8, 1) con- 
tentae, pcr praccepta art. 34S eruitiur 

X* — />x 7 + {4+p + '2q)x t — Hp + Zq^x* + {6 + 3p+bq)x t 

— (Ap-j-Zq)x*+(A±p-\-'2q)xx — px± 1 — 0 

unde 

R = ,r"-|-4.r ft - r -6^*- T -4arj7-4- 1 

S - —^-f-^—^j^-f 3j? 4 — 4j?*+.r.r — x 

T = 2 .r*— 3 J? a + 5 J' 4 — 3 **+ 

atque hinc 

F= ajT^+x^+Sj^ + ^j^ + ^j^ + ^^+Sxjr+jr+^ 

Z =s J^ + J^+J^+^J^ + J^ + Jjr + J? 
Ecce adhuc alia quaedam cxempla: 



F | 



3 


2j.+ 1 


1 


5 


2j?,r+j?+2 


.r 


7 


2 J 4 + XX — X — 2 


XJ? + J? 


11 


2j?*+j; 4 — 2j?*+2.rx — x — 2 


.r 4 + .r 


13 


2 J?"+ J?*+ 4 x* — J?*+ 4 J? J?+ J?+ 2 


.r^+J^+J? 


19 


2 X 9 + J?" — 4 X 1 + 3 x* + 5 x* — 5 x 1 


a?»— j?* + .r* + j 1 — x* + j: 




— 3 ,r* -f- 4cTiT — J? — 2 




23 


24?" + X 10 — 5 X 9 — 6 J? H — 7 J? 7 — 4 x* 


j-w+^-x 7 — 2j?* — 2jt* 




+ 4 J?* + 7 a?* + 8 X 3 + 5 J? X — x — 2 


— j? 4 +xj?+j? 
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De aeqtmtione pro dUtributinne radirum Q in trr» prriodm. 

358. 

Progredimur ad considerationem aequationum cubicarum. pcr quas in co 
casu. ubi « est formae 3A - -f-l, tria aggregata J , /t — 1) tcrminorum complcxum 
Q componcntia determinantur. Sit g radix primitiva quaecunque pro modulo «, 
atquc |(« — 1j = m, qui erit integer par. Tunc tria aggregata, e quibus Q con- 
stat, crunt («1,1), (m, g), {m, gg), pro quibus resp. scribemus p,p'.p", patetque 
primum continere radiccs [1], [g*], . . . [g*"*], secundum has [g], [g*] . . . [g*~*], 
tertium has gg , [g 1 ] . . . [g n ~ t ]. Supponendo, acquationem quaesitam csse 

x* — Axx-\-Bx — C=0 

fit 

a = P +/+/, n = pp'+ P y+p P \ - c = ppy 

unde protinus habctur A = — 1 . Sint residua minima positiva numcrorum g*, 
g* . . . g" - ' sccundum modulum n ordiue arbitrario haec %, 23, S etc. , atquc St 
ipsorum complexus superadiecto numero 1; similiter sint 21', 33 , CT etc. rcsidua 
minima numerorum g , g K , g 1 . . . g n ~ i , atque St' illorum complexus; denique 
21". 23", 5" etc. residua minima ipsorum gg, g*, g* . ..g"~ i et 4t" corum complexus, 
undc omnes nnmeri in 4t, 4V, 4T divcrsi crunt ct cum his 1, 2, 3 ... « — 1 con- 
vcnient. Antc omnia hic obscrvandum est, numerum « — 1 necessario in 8 re- 
periri , quippe quem esse residuum ipsius gr facile perspicitur. Ilinc facile 
quoque consequitur, duos numeros tales h, n — h semper in eodem trium com- 
plexuum 4J, 4t\ 41" reperiri, si enim altcr est residuum potcstatis g 1 ', altcr erit 
residuum potestatis g + • , aut huius g x r si \~^>~. Denotcmus hoccc signo 
(S4t) multitudinem numcrorum in serie 1. 2, 3 . . . « — 1, qui tum ipsi tum simul 
numeri proximi unitate maiores in 4? continentur; similiter sit (StSt) multitudo 
uumerorum in eadem serie, qui ipsi in St proxime sequentes vero in 4f contincn- 
tur, unde simul significatio signorum (££"}, (St'8) , (&'&'), (#'4T|. (St"St), (St"St). 
[St"St") sponte innotescet. Quo facto dico primo, fieri (4t'4t'} = (St'St). Suppo- 
nendo enim, h, h\ h", ctc. esse omncs numcros seriei 1, 2, 3 . . . » — 1, qui ipsi 
in 4f proximc maiores A-f-1, «'+1, h"-\- 1 etc. autem in St' continentur. et 
quorum ideo multitudo = (4J4T). manifestum est, omnes numcros n — h—l. 
n — h'—i, n — k"—\ etc. in 4t contineri, proximc maiorcs vero n — h. n — h' etc. 



446 DE AEQUATIONIBUS CIRCUTJ 8ECTIONE8 



in *; quarc quum tales numeri omnino dcntur («'«;, certo nequit esse 
(«'*; < (« «' ) , et perindc demonstrntur , esse non posse (« «') < («'*) , quocirca 
hi numeri necessario acqualcs crunt. Prorsus eodem modo probatur (4i«") - >'«"«), 
■;«'«") = («"«*). Sccuudo, quum necessario qucmvis numcrum ex «, maximo 
n — I excepto, sequi debeat proxime maior vcl in «, vel in 41' vel in «" con- 
tentus, summa («« + (««' + (««"} fiet acqualis multitudini omnium numero- 
rum in « unitate deminutae puta = wt — 1 , et simili ratione erit 

(«'«}+{«*«')+i«'«"; = ;«"«) + («"«') + (*"*") = m 

His ita pracparatis evolvimus pcr praccepta art. 345 productum />/>' in 
(m, $r+l) + {m, SB+l} + (>», (£'+l;+ctc., quam expressionem facile perspicie- 
tur reduci ad (*'*)/> + (* '*>'+ (*'* "•/»", et quum per art. 345 I productum 
pY ex illo oriatur, substituendo pro (m, 1), >, g) , [m, gg) resp.(m,g), {m,gg), 
{mg*) i.e. pro p,p\p" resp. />',/>"./» , fiet = («'*)/+ (•'*>. 
ct prorsus simili modo p"p = (*'«)/>"+ («'«>+ («'*>'. Hinc protinus scqui- 
tur primo 

B = m (/>+/>+/>") = — m 

secundo quum simili ratione. ut antca pp evolutum est, ctiam pp" ad («"«)/> 
-f- («"«>'+ («"«"}/>" reducatur, atque haec cxprcssio cum praecedcnte identica 
esse debeat, necessario erit («"«) = («'«' et («"«") = («'«;. Hinc coUigitur 
statuendo 

(«•«"} = (*"fr) = a , (*"***) - (*'*) = (**•) = b , («'«') = («"*} = (**") = e 

fieri m-l = (*« +(««') + («*") = (**)+*+€, atquc a + 6 + c = m. undc 
(««; — <j — 1 . ita ut Ulae novem quantitates incognitae ad trcs. a, b, c, sive po- 
tius propter aequationem a-\-b-\-c = m ad duas reductae sint. Denique patet. 
quadratum pp evolvi in m, I -4-1) + (m, 21 + 1 ; + (m, 9? + l ) + im, C+l + etc; 
inter partes huius expressionis rcpcrictur (m, »), quac rcducitur ad ;m, 0 sivc ad 
m, rcliquas vero facilc pcrspicietur rcduci ad (4i«;/> + (««>'-}- («*")/»", unde 
habetur />/> = m-}- a — 1 ) p -\-bp -\-cp". 

Hoc itaque modo pcr disquisitiones praecedentcs quatuor hascc reductiones 
nacti sumus . 
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pp — m-\- [a — 1 1 p bp -j- cp" 
pp = bp-\-cp -\-ap" 

pp" = cp+ap+bp" 
p'p" = ap-\-bp'-\-cp" 

ubi inter tres incognita.s a, b, c aequatio conditionalis 

a-\-b-\-c = m (I) 

intercedit, insaperque certum est, ipsas esse numeros integros. Hinc colligitur 

C = p Xjfp" — app -f- bpp -f- cpp 

- am-\-\aa-\-bb-\-cc — a)p-\-[ab-\-bc-\-ac)p -\- (ab-\-hc + ac)p" 

At quum ppp" sit functio invariabilis aggregatorum p,p',p", coefficieutes, per 
quos haec in expr. praec. multiplicata sunt, necessario aequales erunt (art. 350 ;, 
undc habetur aequatio nova 

aa -f- 66 -f- ec — a = ab -f- bc -4- ac . . . (II} 
ntquc hinc C — am -f- lab-\-bc-\-ac) \p-\-p -\-p'). sive propter I. et p-\-p'-\-p" 

C^aa-bc (111] 

Iam etsi C hic a tribus incognitis pendeat, inter quas duae tantum aequationes 
habentur, tamcn hac. adiumcnto conditionis, ex qua a. b. c sunt integri. ad ple- 
nam determinationem ipsius C sufficiunt. Quod ut ostcndamus. aequationcm II 
ita exhibemus 

12« -\-\ib -f- 12f -\-\ _ Maa-\- M\bb -f- :u\cc — .Wab — Mutc — :\&bc 

— 24 «-f- l2h-\- \ 2c-\- I 

pars prior, per l. rit = 12 m -f- 4 = I n ; posterior vcro reducitur ad 

:(i a _;«fc_; {r _2) J -}-27;;f) — r)' 

nut scribendo k pro 2« — b — c, ad [Zk — 2)'+ 27 (b — c \ Hiuc patet, nu- 
merum 4h (i. e. generaliter quadruplum cuiuslibet primi formne 3m+l; per 
formam *#+ 21t/y repraesentari posse, quod quidem sinc difficultate e theoria 
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gcncrali formarum binariarum dcduci potest, attamen satis mirum est, talem dis- 
ccrptionem cum valoribus ipsarum a, h, c. cobaercrc. At numcrus 1» sempcr 
unico tantum modo in quadratum ct quadratum 27 plex discerpi potest, quod ita 
demonstramus '). Si supponatur 

4« = tt+nuu = rV+27«V 

ticrct primu 

tt' — 27uu)*+27{tu'+ t'ur = 1Gn« 

secundo 

{tf + 47« K** + 27 {fV — t'uf =16»» 

tertio 

{tu + t'u) [tu — t'u = 4 » ;«'«' — H u 

ex acquatione tcrtia scquitur, ipsum «, quoniam est numerus primus, alterutrum 
numcrorum tu' + t'u, tu' — t'u metiri; e prima et secunda vero patct, utrumquc 
hunc numcrum cssc minorcm quam « ; quare is. qucm » metitur. necessario esse 
debet = 0, adeoque ctiam «V — mm = 0, unde k'm' = hm ct t't' = tt. i. e. 
duac illac discerptiones non difterent. Si itaquo disccrptionem ipsius 4 n in qua- 
dratum ct quadratum 27 pltx notam supponimus quam vcl per mcthodum direc- 
tam Scct. V vcl pcr indircctam in artt. 323. 324 traditam crucrc licet puta si ha- 
hetur 4« = MM + 21 NN, quadrata 3*— 2 2 , b — c ' determiuata erunt, 
ct loco aequationis II duas iam nacti erimus. Sed facile patet, non solum qua- 
dratum :! k — '2 5 scd etiam radiccm ipsam '.\k — 2 penitus dctcrminatam csse; 
«pium cnira necessario sit vel = + M vel - - — M, ambiguitas indc tolletur, 
quod k lieri dcbct intcger. quamobrcm statuctur 3 k — 2 + M vel = — M, 
prout M est formae 3r+l vel 3* + 2]-). lam quum fiat Ar = 2« — b — c 
= 3o— m, erit a := !(« + #}, b+e = m— a = \{2m— k), unde 

C = aa — bc = aa-\ ,b + c' + 1 b — cf 

= i (m + *)' — -fo (2 m — k'* + i A T iY = ^kk+ikm + l NN 

atque sic omnes coeffieientes uequ. quacsitae inventi. Q. E. F. — Huec formula 

") Magh dirocte haeccc proposito e prindpiia Soct. V prohari po&»et. 

f) Mwtfc rto M nequil cmtc fontme \z, «lioquin ctttm tn pcr li divUihili» evndcret. — Ad ambigui- 
Ulem, utrum h— c statui dobcat = X, an = — jV, hic non opui est rc«picerc. ncquc ctiam pcr rei tiatu- 
ram ullo modo aufcrri poleHt. quum ab electione raditi» primitivae g pendeat, ita ut pro aliia radieihu» primiti- 
vi» dinerentia 6— r po*iUvn cvadal, pro alii» ncgativn. 
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udhuc simplicior cvadit. si pro NN eius valor ex aequ. (8 k — 2}*+ 27 A T A' = 4» 
= 12m+l substituitur, unde elicitur calculo facto 

C = f (m+k+Zkm) = i(m-\-kn) 

Idcra valor etiam ad :ik — 2)NN-\-k* — 2kk-\-k — km-\-m reduci potest, quae 
expressio. ad usum quidem minus idonca. protinus monstrat. C ut par est, certo 
evadere integrum. 

Ei. Pro n = 1 9 , fit 1 n = 19 -4- 27 , undo 2k — 2 = + 7, * = 3, 
C = l ( 6-f- 57) = 7 ct aequatio quaesita x*-\- xx — 6x — 7=0 ut supra 
(art. 351). — Simili modo pro n = 7, 13, 31, 37, 43, 61, 67 valor ipsius k erui- 
tur resp. 1, — 1, 2, — 3, — J, 1, — 1, unde C= 1, — 1, S, — 1 1, — 8. 9, — 5. 

Ceterum etsi problema in hoc art. solutum satis intricatum sit, tamcn id 
supprimere noluimus. tum propter solutionis clegantiam, tum quod variis artificiis 
in usum vocandis occasioucm dedit. quae in aliis quoque quaestionibus insigni 
cum fructu adhiberi poterunt*;. 

Anjnationum per quat radieet Q inreniuntur rrduetio ad pura». 
359. 

Disquisitiones praecc. circa inventionem aequationum auxiliarium versaban- 
tur : iam de earum sofutione proprieUitem magnopere insignem explicabimus. Con- 
stat. omncs summorum geometrarum labores, aequationura ordinem quartum su- 
perantium rcsolutionem geueralcm , sivc (ut accuratius quid desitlcretur definiam) 
AFKEtTTAurM reductioxem ad ptBAS, invcnicudi scraper hactcnus irritos fuisse, et vix 
dubium manet. quiu hocce probleraa nou tam analyseos hodicrnac vires superet, 
quam potius aliquid impossibile proponat (Cf. quae de hoc argumento annotavi- 
raus in Demonstr. noea etc. art. 9 . Nihilominu» certum est, innumeras aequatio- 
nes affectas cuiusquc gradus dari , quac talem reductionem ad puras admittant, 
geometrisque gratum fore speramus , si nostras aequationcs auxiliares semper huc 
referendas esse ostenderimus. Sed propter amplura ambitura huius disquisitionis, 



•)Corollar. Sit « radix aequationU •'-1 = 1 et habobU [p + tp'+ •(/•)■- -J (Jf + AV-")- 
Fial JL = cci 9 , *fiL = «in 9 critquc 

= - j+ | cosj? V»; M = + l (mod. 3) j i=J/(l.2.s . . . m)*(raod. ») 
Sctzt man ix+ i m y »0 wird dic Glcichun* y 1 — sny — Mn = o. 

57 
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praecipua tantum momenta , quae ad possibilitatem ostendendam necessaria sunt. 
hoc loco tradimus , uberioremque tractationem , qua hoc argumentum perdignum 
est, ad aliud tempus differimus. Pracmittendae sunt quacdam observationes ge- 
nerales circa radices aequ. x" — 1 = 0, quae eum quoque casum complectantur, 
ubi e est numerus compositus. 

T. Exhibentur hae radices (ut ex libris eleraentaribus notum est) per 
cos^ isin^, ubi pro * accipiendi sunt e numeri 0, i, 2, 3 ... e — 1, 
aut quicunquc alii his secundum modulum e congrui. Unaradix, pro A: — 0 aut 
gencralitcr pro k per e divisibili fit = 1 ; cuivis alii valori ipsius k radix ab I 
diversa respondet. 

II. Quum sit (cos^ + isin^) x = cos^ + isin~, patet, si R 
sit radix talis, quae respondeat valori ipsius * ad e primo, in progressionc R, RR, 
R* ctc. terminum e tam quidem esse = I , omnes antecedentes vcro ab 1 diver- 
sos. Hinc statim sequitur, omnes e quantitates 1, R, RR, R' . . . B* -1 inae- 
quales esse, et quum manifesto omnes acquationi x'' — 1 = 0 satisfaciant, exhibe- 
bunt omncs radices huius aequationis. 

III. Dcniquc in eadcm suppositione aggregatum 

1 _f_ _?>•...+ «) fit = 0 

pro quovis valore integro ipsius \ per e non divdsibili ; ctcnim est = 711^1» cu_ 
iu8 fractionis numcrator fit = 0, denominator vero non = 0. Quando vero \ 
per e divisibilis cst, illud aggregatum manifesto fit = e. 

360. 

Sit, ut semper in praecc, n numerus primus, g radix primitiva pro modulo 
u, atque n— 1 productum e tribus integris positivis a, 6, 7: brcvitatis caussa 
disquisitionem ita statim instituemus, ut etiam ad casus ubi a aut y = 1 pa- 
teat; quando y = 1, pro aggrcgatis (y, 1), (y, g) etc. radices [1], [g]etc. acci- 
pere oportebit. Supponamus itaque, ex omnibus a aggrogatis 6y terminorum 
cognitis (6y, 1), (6y,g), (6y, gg) . . . (6y, g a ~ l ) dcducenda esse aggregata y ter- 
minorum , quod negotium supra ad aequationem affectam 6' u gradus reduximus, 
nunc vero per puram aequc altam absolvere docebimus. Ad abbreviaudum pro 
aggregatis 

(y. t), (y,g% (y, <?*)... (y,**-) 
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quae sub (0*7, 1) contenta sunt, scribcmus a, b, c . . . m resp. ; pro his 
sub (67. g) contentis resp. d, b' . . . m'; pro his 

(r. ^ y). (r. ^ +l ) • • • (r. 

rcsp. a", b" . . . m" etc. usque ad ea, quae sub [0*7, y* -1 ) continentur. 

I. Iam designet 72 indcfinitc radicem acquationis j; 5 — 1=0, suppona- 
musque ex evolutiono potestatis tP** functionis 

t = a+Rb + J2.Rc . . . + R^m 
oriri per praecepta art. 315 

N + Aa + Bb + Cc . . . -j- Jfm 
+ A'd + 237»' + Cc' . . . + 3/W 
+ 4 V + J3T + Cc" . . . + MW 
+ etc. = 2' 

ubi omnes coefficientes A T , ^4, B, A' etc. erunt functiones rationales integrae ip- 
8ius R. Supponantur ctiam potcstatcs d 1 " 0 duarum aliarum functionum 

u = R*'a + Rb+RRc . . .+R t ~ x m, u = b + Rc + RRd. . . + R*~*m + K 5-1 *? 

resp. evolvi in U et C r , perspicieturque facile ex art. 350, quum u oriatur ex t 
commutando aggregata a. b, c . . . m resp. cum b, c, d . . . a, fore 

U' = N+Ab +Bc +Cd ... + Ma 
+ A'b' + B'c + C'd' ...+ M'd 
+ A"b"+B"c"+ C"d". . . + M"a" 
+ etc. 

Porro patet, quum sit u = Ru, fore U = R^U', quare propter R 1 = l 
coCfficicutes corrcspondentcs in U et U' aequales erunt; denique, quum r et u 
in eo tantum differant, quod u in ( pcr unitatcm, in u per R r ' multiplicatur. fa- 
cile intelligetur. omnes coefficientes correspoudentes (i. e. qui eadem aggrcgata 
multiplicant: in T et U aequales esse, et proin etiam omncs coefficientcs cor- 
respondentes in T et U'. Hiuc tandem colligitur A = B = C etc. = M- 

57 * 
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A — B' = CetC., A H = B" = C"etc. etc, undc T reducitur ad formam talcm 
N-\-A(tiy, 1 ) + A (6* y, g) + A" (6 y, ^ ctc. 

ubi singuli coefficientes N, A, A'etc. sub formam talem reducere licet 

p + 4. p-JJ 6 -* + etc. 

ita ut p, p, p etc. sint numeri integri dati. 

II. Si pro R nccipitur radix dcterminata acquationis x r '— t = 0 (cuius 
solutioncm iam habcri supponimus ;, ct quidcm talis, cuius nulla inferior potestas 
quam o* u unitati acqualis est, etiam T quantitas dctcrminata crit, ex qua t pcr 
nequationem puram r — T — o derivare licet. At quum haec acquatio 6 ra- 
dioes habeat, quac erunt t, Rt, RRt . . * R*~ l t, dubium videri potest, quamuum 
radiccm adoptarc oportcat. Hoc vcro prorsus arbitrarium esse, ita facile appare- 
bit. Mcminissc oportct, postquam omnia aggrcgnta tiy terminorum dctcrminata 
sint, radiccm [1] eatenus tantum definitam esse, ut aliqua cx 67 radicibus in 
(6*7, 1) contentis hoc signo dcnotari debeat; et perin omnino arbitrarium esse, 
quidnam cx 6 aggregatis ipsum (6* 7, 1) constituentibus per a designare vclimns. 
Uuodsi iam, aliquo aggrcgato dcterminato per a exprcsso siqiponatur fieri / — 3\ 
facile ]>erspicictur , si postea aggregatum id , quod modo dcsignabatur per b. per 
a denotare lubeat, ea quae antea craut c, d ...a, b, nunc ficri b, c. .. /», a. adeo- 
quc valorem ipsius t nunc = ^ = ZR*~*, Simili modo si per a id aggrega- 
tum cxprimcre placet, quod ab initio crat c, valor ipsius / fiet < £1&~ 1 , ct ita 
porro / cuicunquc quantitatum 2\ Jlr ', JiZ 5- * etc. acqualis censcri potcst. 
i, e. cuilibet radici acqu. af' — T — 0. prout aliud aliudvc aggrcgatum sub (67, I) 
contcntum per (7, 1) exprcssum suppouatur. Q. E. D. 

III. . Postquam qunntitas t hoc modo determinata est, 6 — 1 alius in- 
vcstigarc oportet, quac ex t prodeunt, si in eius expressione pro R successivc 
RR, R*. R*. . . Rf' substituuntur , puta 

t' = a-\-RRb + R*c. . .+R*- i m, t" = a -{- R* b -\- R* c . . . + R"^~ s m etc. 

Ultima quidcm iam habetur. quum manifesto fiat = a-+-6-|-c...+i« = ;5*y. 1); 
reliquae vcro scquenti modo erui ]>ossunt. Si per praecepta art. 345, simili modo 
ut f* antea in l, productum / , ' _, f' cvolvitur. probabitur per mcthodum prae- 
< edenti prorsus analogam , quod indc prodeat ad formam talcm 
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31 + a $y, l)+«\6* r , ff)+Wfiy, ^) etc. = r 

rcduci posse, ita ut 91, 21, 81' etc. sint functiones rationales integrae ipsius jR, 

adeoque 2" quantitas nota, unde habebitur t'— —^- . Prorsus eodem modo, si 

ex evolutione producti t t* prodire supponitur T", haec expressio similcm 

formam hal>ebit ct proin ex cius valorc uoto derivabitur t" per aequationem 

t" = -y- ; perindc t m pcr acquationem talem invenietur /"* = —^- . ita ut T"' 

sit quantitas nota etc. 

Haec methodus non forct applicabilis , si fieri jwsset t = 0 , unde etiam 

esse deberet T ss T' = T" etc. = 0; sed probari potest, hoc esse impossibile. 

etsi demonstrationem propter prolixitatem hoc loco supprimcrc oportcat Dan- 

■ i. T* T" . 

tur etiam artificia pcculiaria, per quae fractiones ^ , -y etc. in functiones ratio- 
nalcs integras ipsius R convertere licct; nec non mcthodi breviores pro eo casu 
ubi ct = 1 valores ipsarum t', t" etc. eruendi, quae omnia hic silentio prae- 
terire del>enius. 

IV. Detiique simulac t, t', t" etc. inventae sunt, habebitur statim per 
obs. III art. pracc. r+f+r"+ etc. = 6a, unde valor ipsius a notus erit. ex 
quo jier art. 316 valorcs omnium rcliquorum aggregatorum y tcrminorum derivari 

poterunt. Valores ipsorum b, c. d etc. ctiam per aequationes sequentes elici 

IKJssunt. quarum ratio cuivis attendenti facile patebit: 

6*6 = R*-U + lt'->t" + etc. 

6c = B^r + P* 6 "** + P*-«r+ etc. 
&V = W^t+R^t + **"•*"+ etc. etc. 

Ex magno numero observationum ad disquisitionem praec. pcrtinentium 
hic unam tantum attingimus. Quod attinet ad solutionem aequationis purae 
j? e — r = 0, facilepatet, T in plerisquc casibus valorem imaginarium P+tQ 
haberc , unde illa solutio partim a sectionc anguli i cuius tangens = £ partim a 
sectione rationis (unitatis ad ^(PP+ Q Qj ) in 6* partcs, ut constat. pendebit. 
l'bi valde mirabile cst fquod tameu fusius luc non exsequimuri, valorem ipsius 
V'(PP+ Q Q) semper rationaliter per quantitates iam notas exprimi posse. ita ut. 
praeter extractioncm radicis quadraticae , ad solutioncm sola sectio anguli requi- 
ratur, e. g. pro 6 = 3 sola trisectio anguli. 

Tandem quum nihil obstct, quo minus statuamus a = I. y = 1 adeoque 



454 DE AEQTATIOXIbTS CIHCTTI SECTIOKES DEFIXIEXTIBUS 

g = « — l: manifcstum est, solutionem acquationis x" — 1 = 0 statim reduci 
posse ad solutioncm acquationis purac n — gradus — T = 0, ubi T pcr 
radices aequationis x* - ' — 1=0 determinabitur. Vnde adiumento observatio- 
nis modo faetae colligitur, sectiouem circuli integri m n partes requirere 1° sectio- 
nem circuli integri in n — 1 partes, 2° sectionem alius arcus, qui illa sectione 
facta construi potcst, in n — 1 partes, 3° extractionem unius radicis quadraticae. 
et quidem ostcndi potcst, hanc scmper esse \ n. 

Appliratio duquititinnum pratetdrntium ad funelionti trigonometrietl. 
Mtth<nlut, nngulo» quibui lingulae radieu U mpondeant dignoirmdi. 

361. 

Supcrcst, ut nexum inter radices Q atquc functiones trigonometricas angulo- 
rum ~, ~ . . . ^"jjV adhuc propiuscontemplemur. Methodus, quam pro in- 
vcniendis radicibus Q cxposuimus, ita comparata est. ut adhuc incertum relinquat 
(nisi tabulae sinuum inter laborem ita ut supra diximus consultae fuerint, quod 
tamen minus directum foret) , quaenam radices singulis illis angulis rcsj>ondeant 

■ • P • • P iP 2 P 

i. e. quacnam radix sit = cos — l-isin , quaenam = cos l-isin — etc. 

. » . " , *P iP 

Haec vcro incertitudo facile discutitur, reflectendo, cosinus angulorum ~, — , 

m n f „ . \ n N M 

~ ■ ■ • - - Jn - continuo dccresccrc (siquidcm ctiam signorum ratio habeatur), _i- 
nus omnJs"po8itivo8 esse; angulos ( ^--. fe=^£, &L=j2£. . . ( --±i~- vero eos- 
dem rcsp. cosinus habere ut illos , sinus autem negativos ceterum magnitudine 
absoluta sinubus illorum aequales. Quare e radicibus Q duac istae, quae partes 
rcales maximas fiuter sc acqualcs; habent, resnondcbunt anijulis — , ( "~' j~ > , et 
quidem priori ea, ubi quantitas imaginaria i per quantitatem positivam. postcriori 
ea, ubi i per quantitatem negativam multiplicata est. Ex n — 3 reliquis radicibus 
istac rursus, quae maximas partes reales habent, angulis ("J=2i£ respondebunt 

et sic porro. Simulac ca radix cui angulus £ respondct agnita est, eae quae 

angulis reliquis rcspondcnt etiam inde distingui poterunt, quod, si illa suppona- 
tur esse = iX 1 , angulis - — , — — , — — etc. manifesto respondcbunt radiccs 2 X . 
1 3 X (, [i X] ctc. Ita in exemplo art. 353 illico videtur, angulo ,'„ P aliam radicem re- 
spondere non posse quam hanc [11] anguloque \$P radicem [Sj; similiter angulis 
rS P. UP- AP, fjPetc. respondent radices [3]. [16], [14], [5]etc. In exemplo 
art. 354 angulo ^P manifesto respondet radix [1], angulo , 2 , P haec [2 etc. 
TIoc itaque modo cosinus et sinus angulorura ^ etc. plene detcrminati crunt. 
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i H cotccanttt » linubu, rt cotinubut abtqut dicitione derirantur. 
362. 

Quod vcro attinct ad reliquas functiones trigonomctricas horum anguloruni, 
posscnt cae quidem e cosiuubus et sinubus respondentibus per methodos vulgo 
notas facile derivari , puta secantes et tangentes, dividcudo unitatem et sinus per 
cosinus; nec non cosccantcs et cotangentes, dividendo unitatem et cosinus per si- 
nus. Scd commodius plerumque idem obtinctux adiumento formularum sequen- 
tium absquc divisionibus pcr meras additiones. Sit u> angulus quicunque cx his 
— , — . . . - — <— atque cosu>-f-isinu> = R, unde R erit aliqua e radicibus '2. 

cosl = - m*. *» = u*-i> = ^ 

Hinc fit 

lam numeratores harum quatuor fractionum ita transformare ostendemus. ut i>er 
denomiuatores divisibiles evadant. 

L Propter R = 22"+ 1 - J2 ,n+ ' , fit 2 12 = R+ R**+ t , quam expressio- 
ucm per 1 -f- RR divisibilcm essc patct, quum » sit numerus impar. liiuc fit 

secto = R—R i +R* — R' . . . + 2^ l, - , 

adcoque (quum propter sin u> = — sin (2 n — 1 ) u> , sin 3 u> = — sin (2 n — 3) «•> 
etc. manifcsto fiat sinu> — sin 3u>-f-sin 5u> . . . -f-sin(2n — l)o> = 0) 

scceo = coso) — cos3o>-f-cos 5w . . . -f-cosf2n — 1 ) to 

sive tandem, (quouiam cosu> = cos(2n — l)u>, cos3u> = cos(2n — 3u> etc.). 

= 2(cosu> — i . I«u co8 5o> . . . +cos(n — 2)o>) + cosnu> 

signo superiori vel inferiori valentc prout n cst formae 4A-f-l vel 4 Ar-f- 3. Ma- 
nifesto haec formula etiam ita exhiberi potest 

secu> -= +(1 — 2cos2cD-f-2cos4o> . . . ± 2cos(n — 1)») 



II. Simili modo substituendo 1 — R iM+ * pro 1 — RR. prodit 
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tangu» — «(1 — RR+&—B? . . . — R in 
sivc quoniam I — R?" _ 0, RR — R*-* = 2 t sin 2<o, R { — i?*" - ' = 2 i sin 4cu ctc.), 
tangu> = 2(sin 2u> — sin 4a» + sin 6u> . . . +sin(n— l)u>) 



III. Quum habeatur I + RR + R x . . . + R**-* — 0 fit 

„ = n-l-RR-R 4 . = (1 — 1) + (1 — R K) + {l — R { ) . . . + [\ —R**-*) 

cuius aggregati partes singulae pcr 1 — RR sunt divisibilcs. Hinc 

_ i^j-^iJBJ + ^, + RR + R*). . . + (i + RR + R*. . 
- („_!)+(„_ 2)RR+ ;«-3]B 4 ... +R lN - i 

quocirca multiplicando pcr 2 . subtrahendo 

0 _ (*— +RR + R* . . . . +R»-*) 

rursusque per R multiplicando fit 

utide protinus dcducitur 

cosecoi = ^((» — l)sinu) + (n — 3)sin3u> . . . — (« — 1) sini,2« — l)u>) 
= ~G n — 1 ) »inu> 4- (« — 3) sin 3 u> -f- etc. + 2 sin (» — 2 j u>) 
quae formula etiam ita exhiberi potest 

coscco) = — |(2 8in2u>-f-4sin4u>-|-6sin6u> . . . + (,« — \) sinn — l)u>) 

IV. Multiplicando valorem ipsius ^Thr su P ra traditum pcr 1 + RR ct 
subtrahendo 

0 = (n-\){\+RR + & ...+R*-* 

prodit 

nJ V~mr = " — ?RR+ n-iitf + in-G R«. . . . —(»—2) 
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unde statim scquitur 

cotangto = ^( n — 2] sin 2to-|-(» — 4)sin 4 u>-f-(« — 6) sinGto . . . — (« — 2; sin « — 2)u> 
= — ( » — 2; sin2to-f-(» — 4)sin4u> . . . -|-3sin(» — 3)to-f-sin(» — l)»o) 

quam formulam ctiam hoccc modo cxhibcrc licet 

cotangto — — ^(sinto-f-:tsin3to . . . -f-'«— 2}sin(« — 2 u>) 

v 

3G3. 

Quciuadmodum , supponetido n — I = ef, functio X in e factores f di- 
mensionum resolvi potest, simulac valores omnium e aggregatorum f tcrminorum 
innotuenint (art. 34 S): ita tuncctiam, supponendo Z=0 esse aequationcni 
« — l" ordinis. cuius radiccs sint sinus aut quaclibet aliae functioncs trigonome- 
tricac angulorum -, — . . . ^~'^ t functio Z in e factorcs / dimensionum 

h n n 

rcsolvi j>otcrit . cuius rei praecipua momcnta hacc sunt. 

Constot Q ex e periodis f tcrminorum his [f, l) — P, P\ P"etc . pcrio- 
dusque P e radicibus [l], a , \h[, [<r] etc. ; P' ex his [«'], [//], [cjetc; P" ex 
his [a], [b"), [c"[ etc ctc. Respondcat radici [1] angulus «o, adeoquc radicibus 
[«], [b] etc. anguli aw, 6»>ctc, radicibus [«'], 'b'] etc. anguli ato, b'u> etc . radi- 
cibus [«"], [6"; ctc anguli «"«>, etc ctc. : perspicieturque facile. omnefl hos 
angiUos simul sumtos cum angulis ' , — ... rcspcctu functionum 

trigonoiuetricarum * convcnirc. Quodsi itaque functio, dc qua agitur, per charac- 
terem ^ angulo praefixum dcnotetur; productum ex e factoribus 

X — ^pto, ,r — 'fato, .v — tpbw etC. 

statuatur = productum cx his r — tpoV i — fb'w etc s 5". productum cx liis 
x — 'f<Ao. ,r — y 6"to etc. =s F"etc: ncccssario crit productum YY'Y". . . — Z. 
Superest iam , ut demonstremus , omncs coPfficientes in functionibus F, Y', Y" 
etc. ad formam talem 



') IIoc rc*]>cctii duo anguli convcniunt, quorum difTcrentia vel peripheriac intejrrac vel alicui titis ruul- 
tiplo ae(|uali« est , quale» trfnndvm periphrriam fnmjrun» vocare pottemus, «i conpmentiam «ensu aliquuntuin 
laliori intellifrcre lubcret. 
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A + BlJ, i)+C(/ 9 )+D(J. gg) ...+L{f, g^) 

reduci posse. quo facto manifesto omnes pro eognitis habeudi erunt, simulac va- 
lores omnium aggregatomm / terminorum innotuerunt : hoc sequenti modo effi- 
cicmus. 

Sicuti cosu> _ i[l] + i[l]*~', sinw = — iHl]4-i»[l]"~'. ita per art. 
praec. reliquae quoque functioncs trigonomctricae anguli u> ad formam talcm re- 
duci possunt 21 + 33 [Ij + Sfl^ + S) [f J + ctc. , nulloque negotio pcrspicictur, 
functioncm anguli kio tunc fieri = 2t + $TA- +(5[A-] , + :25[^ , + etc denotante 
k integrum quemcunque. Iam quum singuli cogfficientes in Y sint functiones 
rationales integrae invariabiles ipsarum (ju>, yato. <p6u> etc , perspicuum est, si 
pro his quantitatibus valores sui substituantur, singulos coCfficientes fieri functio- 
nes rationalcs intcgras invariabiles ipsarum [lj, [a] , [b] etc.; quamobrem per 
art. 347 ad formam A-\- B(f, 1) + C(/ g) + etc. reducentur. Et prorsus simili 
ratioue etiam omnes coSfficientes in Y\ Y" etc. ad formam similem reducere 
licebit. Q. E. D. 

364. 

Circa problema art. praec. quasdam adhuc obscrvationes adiicimus. 

I. Quum singuli cotffficientes in Y' sint functiones tales radicum iu pe- 
riodo P' (quam = [f, d) statuere licet) contentarum, quales functiones radicum 
in P sunt coffficicntes respondcntes in 1', ex art. 347 manifestum est, Y' ex Y 
derivari posse, si modo ubique in 1' pro (/ 1), (f,g), if>gg) etc resp. substi- 
tuantur \f,d), (fdg), i [f, dgg) etc. Et |>erinde F" ex Y derivabitur substi- 
tuendo ubique in Y pro (/ 1), [f,g), (/ y^etc resp. f/, a"), [f, d'g), [f, a"gg) 
etc. etc. Simulatque igitur functio Y evolnta est, reliquae I". }*" etc nullo 
negotio indc scquuntur. 

II. Supponendo 

* 

F = ir /_ rtX /-'+o\ r /-'_ etc . 

coefficientes a, 6* etc. erunt rcsp. summa radicum aequ. Y — 0 t. e. quantitatum 
<pu>, <pau>, <p iu> etc, summa productorum e binis etc. At pleruinque hi coe*ffi- 
cientes multo comiuodius eruuntur per methodum ci, quae art. 349 tradita cst, si- 
milem, computando sumuiam radicum <fu>, <pau>, cp6u>ctc. summam quadratorum. 
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cuborum etc. , atquc hinc pcr theorcma Ncwtonianum illos coefficientes deduccn- 
do. - Quoties <p dcsignat tangcntcm , secantem, cotangentem aut cosecantem, 
adhuc alia compendia dantur, quae tamen silentio hic praeterimus. 

III. Considerationem peculiarem meretur is casus, uhi / est numerus par, 
adcoque quacvis periodus P, P', P" etc. cx \f periodis hinorum terminorum 
composita. Constct P ex his (2, I), (2, a), (2,b), (2.c, ctc. , convenientquc numcri 
1, a, b. c etc. atquc « — I, n — a, « — 6, n — c etc. simul sumti, cum his 1, a, 
b, cetc. aut saltem quod hic codem redit) his secundum modulum n congrui erunt. 
Sed cst <f(n — 1)» = f[n — o)m = +?au> etc., signis superioribus va- 

lentibus. quoties <p designat cosinum aut secantem, inferioribus, quando <p cxpri- 
mitsinum, tangcntem, cotangentem aut cosecantcm. Hinc colligitur, in duobus 
casibus prioribus inter factores, e quibus compositus cst 1', binos semper aequa- 
les , adeoque 1" quadratum esse . et quidcm Y — yy . si y ponatur aequalis 
producto ex 

x — yo», x — 7 ati» , x — <pbu> ctc 

Similiter in iisdem casihus functiones reliquac I", K"etc. quadrata erunt, ct qui- 
dem supponendo P' constare ex (2, a'), (2, V), (2, c') etc; P' ex (2, a"), (2, b"), 
(2, c") etc. ctc. , productum ex x — fpa'<n, x — <p b'«> , x — cpccoetc. esse -y, pro- 
ductum ex x — (pa"u>, x — (pb"u>etc. = yetc. , erit Y' — jr'/, Y" = y"y" etc ; 
nec non etiam functio Z quadratum erit fconf. supra art. 337). et radix producto 
cx t/ , y, y" etc. aequalis. Ceterum facile perspicietur , /, / etc. pcrindc ex y 
dcrivari, ut Y', Y" ctc. cx Y sequi antc in I diximus; nec non singulos eofiffi- 
cientes in y quoquc ad forinam 

A + B[f i) + C(/,/i + etc. 

reduci posse, quum summac singularum potestatum rad. aequ. y — 0 manifesto 
sint semisses potestatum aequ. Y — 0 , adeoque ad talem formam rcducibiles. 
In quatuor casibus posterioribus autem Y erit productum e factoribus 

xx — {?u>)*, xx — !'fOu))*. xx — (<p bu>)* etc. 

adeoque formae 

xf — X xf~* + j* — etc. 

patetque coCfficientes k, (i etc. e summis quadratorum, biquadratorum etc. ra- 

5S* 
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(licum -fio, <pau>, tpbioctc dcduci posse; ct similiter se habebunt functiones 
Y , Vctc. 

Rt: I. Sit * _ 17 . /— 8 atquc dcsiguct tp cosinum. Hinc tit 

oportetque adco \<Z iu duos factores quatcrnarum dimcusionum y,y rcsolvcrc. 
Pcriodus P = (8, 1) constat ex 2. I), (2, 0), (2, 1 3), (2,15), unde y eritproduc- 
tum c factoribus 

x — <p Wi , f !p<itu. ,r — 'f 1 3 u> . x — cpl5o> 
Substituendo | k + i n — A] pro tpA-u>, invcnitur 

<pto+<p 9 «>+ ? l3«o + ? ir ) u> = |(8,l), (H , +(«P«»)'+(?13«») , +(?16«) ,sas 2 + K 8 . 1 ) 

perindc summa cuborum = | (8, i) + ^(8. 3), summa biquadratorum = 1J 
+ 1 S B (8. I); liinc per theorema Newtonianum coefficicntibus in y dctcrminatis 
prodit 

^r- Jf «_,(S,l)^+K^l) + 2{8.3)>*-i(($,l) + 3(S ? 3)).r + AC(SJ) + (S.3)) 

y' vero ex y derivatur commutando (8, 1) cum (8, 3); substituendo itaque pro 
s, l), s,3) valores - r + r \ t;, | < v i 7 *1 

— x*+(i— i^i7)^-a+ iv'n)o?x+(i+iVi7)*— A 

/ = ** + (1 + 1 V< 7) Jr»— (t - | Vl 7)a M-+ (I - 1 ^l 7)X— A 

Simili modo \'Z in quatuor factores binarum diiuensionum resolvi potcst , quo- 
rum primus erit {x — cp«o) (,r — ?l3u>), secundus (,r — (p9io) f.r — <pl5o>), tertius 
(r— ?3to) (#— <p5u>) , quartus (,r — <p 10«o) (r— 'f 1 1 u>) , omnesque coefficientes 
in his factoribus per quatuor aggrcgata (4,1). (4,9). (4,3), (4,10) exprimi poterunt. 
Manifesto autcm productum e factore primo in secundum crit y, productum e ter- 
tio in quartum y'. 

Ex. II. Si, omnibus reliquis manentibus, <p sinum indicarc supponitur. 

ita ut 

Z = x"— y.r u + W*P— W^+fM^— m^+iViV' — r*H— '+nVH 
in duos factores 8 dimensionuni j/. y' resolvere oporteat, erit y productum e 
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quatuor factoribus duplicibus 

jt,r — (?«»)*, Jtx — (<p 9 u>)*, jr.r— ('f 1 3 «>)*. rx — (<? 1 3 u> 3 

lam quum sit ?*u> = - | i[k) + fi[« — *] , erit 

(**.)» = -H [»1-1'2»-2A|_, }-| 2*1-1,2^-2*' 

hinc dcducitur summa quadratorum radicum '.pa>, -f!tu>, '^13u>. 'fl. r >u> haec 
2—4(8,1), carundem biquadratorum summa = f — f» 4 s, 1), suinma potestatum 
sextarum = \ — ^ (8. «V( s - »j • summa octavarum j } — ,V,{s,t )— »'» '8. 3). 
Hinc fit 

9 - C«— i >}>•+(! - A(8. l) +i{8, 3)>« 

— Q — tt(8.i)+tV(S.3))**+tV — ttt(M)+ttt(8.») 

/ derivatur ex y commutando (8,1), (8,3), ita ut pcr substitutionem valoruui 
horum aggregatoruin habeatur 

y = { v — | v /i 7) y + (n — tVV 17 )** — (H— .'i V !*)**+ rVi " «V V 1 7 
/= i r s -iV + iV«7;^+;}{ + J VV / >7)x 4 -(H+AV / 17).r.r+A\ + a\V / «7 

1'erinde Z in quatuor factores rcsolvi potcst , quorum coetficicntes per aggregata 
quatuor tcrminorum exprimi possunt. ct quidcm productum c duobus erit y, pro- 
ductum e duobus rcliquis y'. 

Srctioiut cirruli, ijua.i j>rr anjnatione» ijnailratira» lirr jtrr ronttructinnr* gtnmrtrirat jtrrjirrrr licrt. 

365. 

Rcduximus itaque, per disquisitiones praccedentcs . sectioncm circuli in n 
partcs, si n est numerus primus, ad solutiouem tot aequatiouum, in quot facto- 
rcs rcsolvere licet numcrum « — 1 , quarum aequationum gradus pcr magnitudi- 
ncm factorum dctcrminantur. Quoties itaque » — 1 est potestas numeri 2, quod 
evenit pro valoribus ipsius n his 3, 5, 17, 257, 65537 ctc. , scctio circuli ad so- 
las aequationes quadraticas reducetur , functionesque trigouomctricae angulorum 
— , — ctc. per radiccs quadraticas plus minusve complicatas (pro magnitudine 
ipsius «) exhiberi poterunt; quocirca in his casibus sectio circuli in » partes, 
sive descriptio polygoni rcgularis n laterum manifcsto pcr constructioncs geome- 
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tricas absolvi potcrit. Ita e. g. pro n ss 17 ex artt. 354. 361 facile pro cosinu 
anguli ^fP cxprcssio hacc dcrivatur: 

rV-H lW" + lW( 84 — 2 V 1 7 )+ iV'C 1 '+ 3y 17— y' 34— 2S/17 — 2y (34+ 2 V 1 71) 

cosinus inultiploruin illius anj^iili formam similem, sinus autcm uno signo radicali 
plus habent. Magnopere sanc est mirandum. quod, quum iam Euclidis tempori- 
bus rirculi divisibilitas geomctrica in trcs et quinque partcs nota fuerit, nihil his 
invcntis intcrvallo 2000 annorum adiectum sit, omnesque geometrae tamquam 
certum pronuntiaverint, praeter illas sectiones easque, quae sponte indc dcmanant, 
puta sectiones in 15, 3.2**, 5.2^, 15.2^ ncc non in 2'* partes, nullas alias per 

constructiones geomctricas absolvi possc. Ccterum facilc probatur, si nume- 

rus primus « sit = 2 m +l. etiam exponentcm m alios factores primos quam 
numerum 2 implicarc non posse. adcoque vel =1 vel = 2 vel altiori jMitcs- 
tati numeri 2 aequalem esse debere: si enim m per ullum numerum imparem C 
unitate maiorem divisibilis esset atque m = £r,, foret 2"*— J- 1 divisibilis per 
2 T '-j-l, adcoque necessario compositus. Omncs itaquc valorcs ipsius n. pro qui- 
bus ad mcras acquationcs quadraticas dcfcrimur, sub forma 2*'-)- I continentur; 
ita quinquc nuineri 3, 5, 17, 257, 65537 prodeunt statuendo v = 0, 1, 2, 3, 4 
sire m = I, 2, 4, S, 16. Neutiquam vero pro omnibus numeris sub illa forma 
contcntis sectio circuli geometrice perficitur, sed pro iis tantum . qui sunt numeri 
primi. Kermatius quidem inductionc deceptus affirmaverat, omncs nuraeros sub 
illa fortna contcntos nccessario primos essc; at ill. Eulcr hanc regulam iam pro 
v = 5 sive m = 32 crroncam essc. numcro 2 3, -f- 1 4294967297 factorem 
641 involvente, primus animadvertit. 

Quoties autem «—1 alios factores primos praeter 2 implicat, semper ad 
aequationcs altiores deferimur; puta ad unam pluresve cubicas, quando 3 semel 
aut plurics intcr factores primos ipsius n — 1 repcritur. ad acquationcs quinti 
gradus, quando « — 1 divisibilis cst pcr 5 ctc, omnique rioore demonstrare possl- 

MCS, IIAS AEQCATIONES ELEVATAS NCLLO MODO NEC EVITARI NEC AD TNFERIORES REDFCl POSSE, 

etsi limites huius operis hanc demonstrationcm hic tradcre non patiantur, quod 
tamen monendum esse duximus, ne quis adhuc alias sectiones praeter eas, quas 
thcoria nostra suggerit, e.g. sectiones in 7, 1 1, 13, 19 etc. partes, ad constructio- 
nes geomctricas perducerc speret . tempusque inutiliter terat. 
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366. 

Si circulus in a 1 partes secandus est, designantc a numcrum primuin. ma- 
nifesto hoc geometrice perfitere licet, quando a = 2, neque vero pro ullo alio 
valore ipsius a, siquidem a> 1 ; tunc cnim praeter eas aequationes, quac ad sec- 
tionem in <i partes rcquiruntur, neccssario adhuc a — 1 alias a" gradus solverc 
oportct; ctiam lias nullo modo nec cvitare ncc deprimcre licct. Gradus itaque ac- 
quatiouum neccssariarum c factoribus primis numeri [a — f «*""' generaliter (sci- 
licet pro eo quoque casu ubi a — 1) cognosci possunt. 

Denique si circulus in N = . . . partes secandus est . denotantibus 
a, b, cetc. numeros primos inaequalcs. sufficit, sectiones in «*, b r \ c T etc. jiartes 
perfecisse (art. 336); quare ut gradua aequationum ad hunc finem necessarium 
cognoscantur. factorcs primos numerorum 

[a — l)a— ib — \ b r -\ fc-tirf-' etc. 

sive quod liic eodem redit producti cx his numcris considerare oportet. Obscr- 
vctur, hoc productum cxprimerc multitudincm numcrorum ad N primorum ip- 
soque minorum (art. 38). (Jeometrice itaque scctio tunc tantummodo absolvitur. 
quando hic numerus est potestas binarii; quando Aero factores primos alios quum 
*2 puta p.petv. implicat, aequationes gradus p u , p u etc. nullo modo evitari 
jwssunt. Ilinc colligitur gencraliter, ut circulus geometrice in N partcs dividi 
possit. N csse debcre vel 2 aut altiorcm potcstatem ipsius 2, vel nunicrum primum 
formae 2 m +1, vel productum c pluribus huiusmodi numeris primis, vel pro- 
ductum ex uno tali primo aut pluribus in 2 aut potestatem altiorem ipsius 2 ; sive 
brevius, requiritur, ut A* neque ullum factorem primum imparem qui non est 
formae 2 m -|- 1 , implicet, neque etiam ullum factorem primum formac 2*" — (— 1 
pluries. Iluiusmodi valores ipsius N infra 300 reperiuntur hi 38. 
2, 3, 4. 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16. 17. 20, 24. 30, 32, 34, 40, 48, 51, 60. 64, 0*. 80, 
85, 96, 102, 120, 128, 136, 160, 170. 192. 204. 240, 255, 256, 257. 272. 
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Adart.iS. .Solutio aequationis indcteruiinatae a<r — by+\ uon primo 
ab ill. Kulcro (ut illic dicitur) scd iam a geometra sacculi Baehct dc Moziriac. 
celebri Diojdianti cditorc ct comtnentatore , jierfecta cst. cui ill. La (iranyc hunc 
hounrcm vindicavit [Atld. it 1'Algibre dEuler p. .V2j, ubi siinul incthodi indolcs 
indicata ost , Hachct invcntnm suuni in cditionc sccunda libri Problemes pfaisaus 
et ileleetables ijiii se font par ies iiombres, 1 G 2 1 . tradidit; in cditionc prinia (a Lyon 
IG12;. quam solani niihi vidcrc licuit, nondum cx.stat. verumtameu iam annun- 
tiattir. 

Ail artt. 151, ">!M>. 297. 111. I,e Gcndrc demonstrationcm snuni dcnuo ex- 
jiosuit in ojmtc jtraeclaro Essai il itne thiorie des nombres j>. 211 sqq., attamen ita. 
ut nihil csscntialc mutatimi sit: quamobrcm hacc mcthodus ctiamnuui omnibus 
obicctionibus in art. 207 jirolatis obnoxia manct. Thcorema quidcm cui una nup- 
jwsitio innititur . in quavis proj:ressioiie arithmctka /, /-(- k, /-|-2Aetc., numc- 
ros primos rc|)eriri. si k ct / divisorem communein non habeant. fusius in hoc 
njierc considerattim est j). 12 sqq. : sed rigori «rootnetrico nouduiii sutisfactum cssc 
vidctur. Attamen tunc quoquc, quando hoc thcorcma plene denionstratum crit: 
sujmositio altcra supcrcrit dari nunieros primos formac -Im-)-:i, quortiin non-rc- 
siduum quadraticutn sit numerus jmmus datus formae •!«-(- 1 Jiositivc sumtus . 
tjuae au rigorose dcmoustrari possit, nisi thcoreiua fundainentalc ipsum iani 
supponatur . ncseio. Ceterum observare ojiortet, ill. Le (icndrc hanc jiosterio- 
rcm sujqio.sitionem uon tacitc assumsisse, sed ijisum quoque eam non dissimu 
lavissc. p. 22 i. 

59 
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Ad artt. 288—293. De codcm argumento, quod hic: tamquam applicatio 
specialis theoriae formarum tcrnariarum exhibctur, ct respectu rigoris ct gcnerali- 
tatis ita absolutum essc videtur, ut nihil amplius dcsiderari possit. 111. l^e (Jeudre 
in parte III operis sui p. 321 — 400 disquisitionem multo ampliorem instituit*). 
Principiis et methodis usus est a nostris prorsus diversis : attamcn hac via complu- 
ribus difficultatibus implicatus est, quac cffccerunt, ut theorcmata palmaria dc- 
monstrationc rigorosa munirc non licuerit. Has difficultates ipse candide indica- 
vit : scd ni fallimur hae quidcm facilius forsan auferri poterunt, quam ca, quod in 
hac quoque disquisitione theorema modo memoratum (In quavis progressione 
arithmetica etc.) suppositum est, p. 371 annot. in fine. 

Ad art. 306 VIII. In chiliade tertia determinantium negativorum rcpcrti 
sunt 37 irrcgularcs, inter quos 18 habent indicem irregularitatis 2, ct 19 reli- 
qui iudicem 3. 

Ad eundetn X. Quaestionem hic propositam plene solvere nuper successit, 
quam disquisitionem plures partes tum Arithmeticae sublimioris tum Analyseos 
mirifice illustrantem in continuationc huius operis trademus quam primum liccbit. 
Eadem docuit, coSfficientem m iu art. 304. essc = yit = 2,3458847616, desig- 
nante -jf eandem quantitatem ut in art. 302, et ic ut ibidem semicircumferen- 
tiam circuli . cuius radins 1 . 

*) Vol nobi» non monentibui lectores cavebunt, ne rvontra» 'orraa* temarias cum eo, quod QL Le Gendre 
mcri in tri* qiiadrata. 
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Tabula II. (art. 99). 



i +j + 3 



+s| +7[+>>'+>3 +>7 + >9 +23 +i 9 

I I I I I I 



u 

'5 
|- 

»3 
19 
3> 
17 
«> 

4) 

47 
53 — 

$9! 

6. — 

*7ll 
71 
73 
-9 



97!— 



+ 37 



*♦> 



♦43 



* r 



+ 53'+5 9 ]+6i l +67|+ 7 ij+ 7 3j+79 



♦83 +*9 



♦ 97 
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Taiula HI. >rt. 316). 



1 
7 
9 
ii 

«J 

17 
19 
»3 
»7 
»9 
3« 
37 

4> 
43 

47 
49 
53 
S9 
6i 

*7 
7« 
73 



»3 

»9 



(0). 
(o). 
(o). 
(o). 
(o). 
(o). 
(o). 
(o). 
(»)• 
(o). 
(o). 

w« 

(6). 
(o). 
(o). 
(o). 

(o). 
(o). 
(o). 
(o). 
(o). 
(o). 
(o). 
(5). 
(o). 
(3). 
(o). 
(o). 

(0- 
(o). 

|i »' 
97 1 (o) • 



• 3: (i).-6 
- «45*57 

.1; (1)..»; (»).. 4 ; (3). •«( (4). .7; (5). 5 
.091 (i)..i8; (i)..36; (3). -7»; (4). -45 
.0:6953; (1).. 46153» 
.0588135194 «17647 
.0516315789 4?3*«4« 
.0434781608 6956511739 «3 

•037! («)--°74S (i)-.i48; (3).»9*! (4). -59*1 (5)--'*5 
.0344817586 106S965517 i4«3793« 
.03H 5 8c«45 '6119) (1) .. 54838709*: 74«93 
.017; {«)• - «3S » (»)-.*75« (3'-- 37 8 ; (4)-. 891; (5). .459 
.197; (7). .48*: (8).-4J*i (9)--«*»! (10). .«io; (11). .054 

.01439; (1). . »4634; (1).. 87804; (3).. 16819; (4)..*097S! (s)- -*5*53 S (*)..9S«»i (7)..707J« 
.0131558139 5348837109 3; (1).. 6511617906 9767441860 4 
.0111765957 4468085106 381978-134 0415531914 8936.7 
.0104081631 6530611144 8979591836 734*93X775 f| 

.0188679145 »83; (1).. 49=56*0377 358! (1).. 75471698" 310; (3).. 6116415094 339 
.0169491515 4137188135 5931103389 8305084745 76i7««8644 06779**" 
.0163934416 1195081967 1131147540 9S36065573 7704918031 7868851459 
.0149153731 34318358» 8955113880 597; (1).. 1791044776 1194019850 7461686567 164 
.0.40845070 4115351111 6760563380 18169; (i).- 873»3943«* 1971830985 9154919577 4*478 
.01369863; (1).. 0684931$; (»).. 34146575; (3).. 71 131876; {4) .. $6164383 
.80811917; (6).. 04109589; (7) . . 1C547945 i (8). .01739716 
. 0116581178 481; (1' .. 3670886075 949; (l; .. 6455696101 531 
.7115189873 417; {4) .. 9140506319 113; «3 .. 7974683544 3»; 

.011345679; (!}.. 135801469; (1).. 493817160; (3).. 431098765; (4)..7SJo864«9i ($)•• 183950617 
.0110481917 7108451734 9197590361 4457831315 3 
.6014096385 5411686746 9879518071 1891566165 
.0111359550 5617977518 0898876404 4943810114 
.3370786516 8539315841 6966191134 8514606741 
.0103091783 5051546391 75»5"3«95 876188659- 
3711340106 185567 



o 

719« 

S7JO 

9381441198 l) 6.»-ii649 48453*0814 -411680411 
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DBMOATK) p. 3. 

Prakfatio p . 5. 

Sectio prima. Dc numerorum congruentia in generc p. 9. 

Numeri congrui , moduli , residua et non-residua , art. t «q. 



Keaidua minima, 4. 
Propositioncs clcmentares de congruis, 5. 
1, u. 



Sectio tBCQHDA. De congruentiis prinii gradus p. 14. 

Theoremata praeliminaria de numcris primis, factoribus etc, art. 13. 
Solutio congruentiarum primi gradua , 1». 

I)e inveniendo numero «ecundum modulo* datos residui» datis congruo. 13. 
Congruentiae lineares quae plures incognitas implicant , »J. 
Theoremata \aria, 

Sectio tertia. De residuis potestatum p. 38. 

Kesidua terminorura progressionis georaetricae ah unitate incipientiaconstituunt seriem perjodicaro» art. 4!«. 
Contidrrantur primo modali qui sant numrri primi. 

Ponendo modutura = p, multitudo terminorum in periodo metitur numerum p— I, art. 4n. 

Quot numeris respondeant periodi, in quibus terrainorum multitudo est divisor datus numeri p— i , art. i?. 

Kadices primitivac , bases, indicce, 47. 

Algorithmu» indicum , is. - 

Dc radicibus congrucntiac x* = A , art. so. 

Nexus indicum in systematibua diverais, «». 

Bases usibus peculiaribus accomraodatae , 7 5. 

Methodus radices primitivas assigniindi, 7 3. 

i varia dc pcriodis et radicibus primitivis, Ji. 
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Itr mn,lul,$ uu,' »ui,l numrmrHm yrimornm fmtrslntit , art. «2. 
.Vmluli ijtti titnt jmtrttatt» hinnrii, to. 
Mutlnli r jilmibni jirimu n,mjn,*iti , 

Seitio gu.vRTA. De congriicntiis sccuntli Rradu.s p. 78. 

Hesidun ct non-residuu quadralica , nrt. > l . 

Uuotie» iiiodiiliu csl numerus priutw, multiludo re«iduorum ipso minurum multitudini non-rt-«iduurum 

ucquali» , tie. 

Uuucstio, utrum DumunM cuniposilu» residuum numeri primi dnti »it an non-residuum, ub indole faclo- 

ruin |H'iidrt , !is. 
Dc mtululis , qui .«unt numcri cumpusiti, luo. 

Critcrium jrcucrale . utrum nuuicrus datus numcri primi dati re«i<iuum sit an iiou-resitluum , IN, 

DkmmMmm </<■ »mmtrk prmA fmrmm n * U m mmt mmrmUm mm) mmmridmU, m;. 

Kesiiluum — 1 , art. ius. 

Hcsidua 1 ct —2, ort. 1 1 2. 

Hcsidua -|- .i ct — j , art. 1 1 :. 

Buitlua +& et — *, nrt. u i . 

l)e ± : , art. 114. 

1'nicparatio ud disquisitioncw gencrnlem, 

l'er inducliuiicin tlicorcma jrcncrulc (J umlamrntalrj stubititur, concluaiouoquc inde deducunlur, uu. 

Dciuoiiitratiu rigurusa liuiu» thcoremati» , IJi. 

Mt thodua aualo^a . thcurcma nrt. :ll dcmoiislrnudi , 114. 

Solutiu prubleiiiatis «ciicrulis , I4ti 

l)c lurmis liucaruni» oiiiuc» mimcro» prinio» conlinentibu» , quoruiu vrl rcsiduum icl iion-rcoiduuiii Mt 

numcrtis quicuuque dalus, ||7. 
Ik- aliuruui lulioribu» circa has invc*ti>{alioiicx, l :,l . 
De cuiigrucntiis secundi gr.i.lu» non puri», 131, 

SKCTIO QUInta. De 1'orniis ucquatiiiiiiliusquc indetenuinatis sccundi grnduit . . y. 120. 

Diiquisilionis propositum ; fonnaruro dcliniliu ct sigiium, art. I4J. 
Xttmcrurum rcpiacscntatiu \ dclcrminan», f. i. 

\ alorv» cxpr. i,i44 - tir) \\nw\. .1/) ad quo» rcprncscnUitio numcri .17 per formnm {u, b, r) pcrtinel, i;.. 
Horma aliam implican», »ive sub ulia cunteiila; traiisformatiu , propria et imprupna, 147. 
Acquiuilentia , propria et iiiipropria , lis. 
Formac op|H)sitnc, I.".», contiguac, It.o. 
Divtsore» commune» co Diciriilrum furuiarum , i<.l. 

Xexus omnium transfurmutionum simiiium furmac dutuc in fonnuui dutuin , 

l ormae ancipitcs, n. i. 

Thcorciiia cirea casum ulti foriua *ub alia «iniul pruprie ct iinpropric contcnU e»l !•«■ 

Gciuralia dc rcpracscntationibua numcruruin per fonnas, carumquc ncxu cum tiansformutionibu», l r.b. 

I)r JormU m t, rmimintti, mytitiri, If I, 

Applicalionc» specialc» ud discrrilioncm numrroruni in quudrutu duo, in qundmtum «implex <l duplcs., 

in simplex et triplex , I » 1 . 
lir Jnrmii iltttrminunti' jn.tMri in.ii-tjnatlrati . I s 1. 
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Dr formit determinantit quadrati , art. 10«. 

Formac sub aliii contcntao quibus tamen non acquivalcnt , 213. 

F»rmae detrrminanitl o, art. lli. 

Snlutio gcncralis omnium acquationum indeterminatarum «i-cundi gradus dua» incogniUs implicantium 

pcr numcros integro» , 11«. 
Annotationr» hi«toricnc . 121. 

Ditqnititionct ulterioret de formit. 

Distributio formarum detcrminantis dati in rtmtf . art. 121 ; ctassium in ordincs, 12«. 
Ordinum partitio in gcncra, 12«. 
De compotitione formarum , 2 11. 

CompOMtio ordinum , 21.-, , gencrum, 2IH, classium, 21». 

Prn dctcnninantc doto in singulis gcncribus ciusdem ordinis classcs aique multae contincntur, 151. 
Comparantur multitudinea clnssium in «ingulis generibu» ordinum dirersorum contrntarum , lil. 
I)e multitudirii' classium ancipilum , 2JT. 

Ccrtu scmissi omniura characterum pro determinantc dato assignabilium genera propric primitiva (po»i- 

tiva pro det. neg.) rc«pontlerc- ncqueunt, 2»l. 
Tlicorcmatis fundamentalis et reliquorum theorematum ad rcsidua — I , +1, — 2 pertinentium demoit- 

stratio aecunda, lej. 

Ea churucUrum scmissis , quibus gcncra rcspondcrc ncqucunt , propius dctvrminnntur , 1«3. 
Methodus pcculiaris , numeros primos in duo quadrata dccoraponendi, 2G4. 

Digrettio continens tractatum dt formit ternariit, art. 1»« sqq. 
Quardam applicationet ad throriam formarum hinariarum. 

Ue invcnienda forraa e cuius duplicatione forma binaria data generis principalis nriatur, 1««. 
Omnihus characterihu» , praclcr co«, qui in artt, 191, 263 impossibiles inventi aunt. genera revera 
respondent , 2*7 III. 

Theoria decompositioni» tum numerorum tum formarum binariarum in tria quadrata, iss. 

quadrata discerpi pos.se , 2S3. 
Solutio acqualionis aix + o.yy -f cts — 0 , art.2»l. 

l)e methodo pcr quam ill. l.e Oendre theorema fundamentale tractavit, 2»«. 
Kcpraesuntatio cifrae per forma» trrnaria» quascunque, 2»«. 

Solutio gcncrali» acquationum indctorminatanim sccundi gradu» duas incognita» implicantium per quanti 

tates rationales , 300. 
Dc multitudine mediocri generum , J01 ; classiuro , »02. 

Algorithmus singulari» classium propric primitivarum ; dctcrminantc» regulares et irregulare» etc. , nt». 

Sectio sexta. Variae applicationes disquisitionum praecedcntium p. 380. 

Kesolutio fractionum in aimpliciore* , art. 300. 

Conversio fractionum communium in dccimalcs, 311. 

Solutio congruentiae r x — A per methodum exclusionis, 31». 

Solutio aequationi» indeterminatae mzr + nyy = A per excluaioncs , 313. 
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Alia mcthodus congrucntiam zi = A solvcndi pro eo casu ubi A cst negativus. art. 317. 
Duae mvthodi , numcro* compositns a primis digno-ccndi, illorumque fartores investigandi, 318. 

Sectio septima. De acquationibus , circuli soetiones (lcfinientilms p. 412. 

Di*qui»itio reducitur ad caaum «implieis*imum , ubi multitudo partium , in quas circulum secarr oportrt, 

cst numcrus primus, art. )]t. 
Acquatinne* pro functioniliu» trigonomctricis arcuum qui «unt par* aut partes totius peripheriae; rc- 

ductio functionum trigononivtricnrum »d radicvs ucquationis x" — l — I, urt. 117, 
Tnrnria radicum kuius arquationu (ubi supponitur, n esse numerum primum). 

Omitlrndn radicvm i , reliquae (U) cuntinvtitur in ovquationv A* — r*~' + J* _l + etc. + x + l = ». 

Functio X resolvi ncquit in factorcs inferiores, in quibus omnes covflicientes nint rationalcs, 341. 
Propositum di*qui»itiomim «equvntium declaratur, 3 12. 
Omnes radiccs U in crrta* clnsses (pcriodo*) distribuuntur , 343. 
Varia theoremata de hi* peiiodis, 3 4 4 «qq. 

His disquisitionibus supvrstruitur solutio aequationis A" = o , art. 351. 

Rxcmpla pro n = 1», ubi negotium ad duas aequationes cubicaa unamque quadratieam, et pro «= 17, 

ubi ad quatuor quadraticu» mlucitur, artt. 353. J54. 
Di*aui»itione* ultrriorr* ile W argvmrntu. 

AggregaU, in quihus tvrminorum mullitudo par, «unt quantitatv* realc* , jr.s. 
Dv uvquationv, pvr quum dislributio radicum U in dutu pcriodos detlnitur , JS«. 
Domonstratio thcoremati* in Sect. IV commemorati, 357. 
De aequatiiine pro dislributionc radicum U in fr.-« pcriodos, JJS. 
Acquationum, pcr quos radiccs U inveniuntur reductio ad puras, J59. 
Applieatin dixijuititionum praerrdrntium ad funelione» trxgonomrtriea*. 
Mvthudus, ungulus quibus singuluc radiccs U respondcant dignosccndi , J«l. 

Tangentcs, coUngentcs, sccantc* et cosvcanU'* e sinuhus et coainubus absque divisione derivantur, 3«1. 

Methodus, aequationv* pro functionibus trigonomctncis auccessive deprimendi, .iflj. 

Scctioncs circuli, quas pcr aoquationes quadraticas sire per constructioncs geometricas perticere licet, ]«5. 

Additamenta p. 465. 

Tabulae p. 4tj~. 
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IIANDSCHRIFTl.ICnR AUFZEICHNUNGEN VON OAUSS. 

Zu Art. iO. Accedente numrrn trrtin (' , «if maiimu» dicitor eommunia tiunicrorum ), , (', drl.rmumnlur- 
que mtmeri A,j UmUttU *). + •{ C = >.', wntfc crit knA + kCH+-tC=r:'. ifatiifcttn autem )' 
r«/ Jiruor OMWNMJMI miMcronim A,li.C. H quidcm maximut, ti cmm cntaret mqjor = «1,/orW 

*«.-^+i«.|+ 7 .^ A-' ,nr,jirr. Q.£.A. 
Factum ctt ilaqut qu.nl prnpniititm fucrat . diim ttutuimHa k* — a, *C = «*#, f = e, V = |1. 

Zu Art. 1 1 ». Concinniu, AbomMm hm adornatur («*" — o")* = 1 +{0" + l) («'"- T). 

(«•" + „»)• __, + (««+, ) („«• + 1) „,/„,,„, /1 ■ + („•• _ «,"), y 1 = +(«*• + ,*■) (mtut. h» -f 1 ) 

/,11 den in Art. 11* VI ongegebciien 1 r, pnxitivcn Delcrminantcn von der Korrn ■>« + », fur wclchc die Amahl 
der cij{entlich primitiven Clo««cn drci mal ffr6««cr i«t ai« dic dcr uneijretitlich primititen ':n, . .su' 
sind hinxugcfugt : 677, TOt, 709, 757, THi, H13, H29, HTT, 98S, 901, 909, 925, 933, 9T3. »97 ad- 
eiyue int.r 125 ejrttant 3i. 

Zu dcn Wortcn dc« Art. 301 : Iloc modo «umma mult. gen. pro dett» — l utque ad — lciu invenitur - 
iiuum revera «it 1M. r rj -/ uiquc ad -300tJ. tabuUt titliti, formula lllfiT,!». 

Zu Art. 13«. WSren alle XahUn dcr Fnrm 3*™+ I Vrimuiklen , m, trttrdc ein hinUinglich jrtuih.rtrr ,Uu- 
druck fVr dic Mrnac dcr in li.dc itchcndcn Xahlcn fN) kJcincr BM dir ac.jrhru, Zahl M. fniytidrr 

- .<■_£)'■ 

Zu dem l.ehr«aue in Art. II libcr dic Thciler ciner algebrai«chcn giuucn rationalcn Function nil ^.vnitahligeii 
Coefficienten /797 Jul. 22. 

/m dcn Wortcn de« Arl. l.iu: rWiiuam riguroic demoniitraviinuii, quemvis numerum primum formai Ui+ t, el 

rxnitive et negative acccptuin. alicuivi« numcri primi ip«o mitiori» non-re*iduura HJM, llanc dcmnn- 

itratinncm deteiimut /796 Apr. V 

Zu Art. 111. Thcnrrma fundamcntale fier inductiunem dtttcctum /795 Martu.. 
Uemonttratit, prima , auor in hac trrtionr fraditur . mcrnta /796 Ajtr. 



47fi HANDSCHKIFTL.CHE AlJFZEICTreUXOEN VON GAUSS. 

Zu den Worten des Art. rut Inu»ti|rntioncm (thcor. fund.) adhuc jreneralius in»titu*mut. Contcmplemur 
duos numcros quo«ainquc imparcs inter se primos, «i|rni« quibuscunquc .lffcttos. P ct Q. — — 
/79/, Apr. 29. 

V.u den Wortcn dcsArt. lli: Frnelerca thcoremata ad rcsidua + 1 et — 2 pertinentia tunc supponi dcbuisscnt ; 
quum vero nostra demonstratio ahsque Ul theoRinalibus «it perfecta, novam hinc mcthodum nnnciscimur, 
illa dcraonstrandi. /797 Fehr. *. 

Zu dcr Ucbcrtchrift dcr Scctio quintn: Dc formis aequati..nibu«quc indcterminatis «ccundi gradus. ItuU 

a 22. /?»6. 

Zu d<» Worten de» Art. 231 : . . nd aliud arfrumcntum grravissimum transimui a ncmine hucus^ue liUactum, de 
formarum rompoHitione. Hae iitftUM. inrhnatar autamno /79S. 

Zu dcn Wortcn des Art. 2»J : Ex hoc principio methodutn novam haurire possumus, non modo theorema funda- 
menUle, scd etiam reliqua thenremata Sect. prni-c. n.l re*idu» —I, +3, — 'i pcrtinentia dcmon- 

strandi, Prineipia huiut mrthodi primum te obtulrrant IT96 Jul. 27 , at exculta el ad/ormam prae- 

umtem redueta Vrre a. /JWO. 

Zu den Worli-ri des Art. 2C«: . . sed quoniam complures veritatcs ad has «pectantes , eaequc pulchorrimac. ad- 
huc supcrsunt , qiinrum fon» propriux in theoria formnrum tcrnuriaram sccundi gradus cst quacrendus, 
brevcm ad hanc theoriam digrcs*ioncm hic intcrcalamus, Frbr. /4. /799. 

Zu den Worten dt-s Art. Ifli scilicct ostendcndo, primo, quo pacto quaevis forma tcrnaria atl formam sim- 
pliciorcm redud po»»it , dein, formarum simplirissimarum (nd qua» per tale» reductione* pcrreniatur). 
multitudincm pro quovi» delcrminantc dato t«c finitnm. /s«rj Fcbr. 13. 

Zu den Worten dcs Art. Js; III: l'ror»u» simili rationc prohatur, in ordinc impropric primitivo eos characte- 
res, qui per praecepta art. Iti D, 111 soli possibiles inveniuntur, omnes possibiles easc, «ive tint P tive 
Q. — Haccce thcuremutu , ctc. lirmanttratvme primum mumta tunt Mentc ApriU i79S. 

Zu den Wortcn dcs Art. 303 : Multitudo classium mcdiocri» autcm (quae dcfinitiune opu» non habebit) valde re- 
gulariter crescit , Iaea prima initio n. 1799. 

Zu den Wortcn dcs Art. 3u* X: Deniquc obscrvumus, quum omncs proprieUitc» in hoc art, ct praec. considc- 
raUic imprimis a nuiuero n pcndeant, qui «imile quid est ac^-l in Scct. 111, hunc nuinerum summa 
atleutionc dignum MfCl quamobrem quam maxime optandum essct, ut inter ipsum otque determinantcm, 

ad qucm pertinet . ncxu< guivralt» dctcgatur. Ex roto nohit ae iie turcettit ut nihii ampiiu* dc- 

tidrrandum tupcrtit Xor. 30 — Ihv. 3. iSOO. 

Zu Art. Circulum in 17 parUt divitibilrm ettc pcomctricc . deteximu* /796 Mart. 30. 
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Dicser erste lland von Cusf Werken i»t cin Wicderabdruck der im Jahre IM1 W OcUv er«chiciic- 
MD »ielicn Scctioncn tlcr Dinqui». Arithni. Die achte Section, nuf dic an mchren Slrllrn vcnricwn wird 
und dir (!»r.«s wnl anfangs mit drn lilirigen «11 vcroffentlichen bcabsichtigte, findet sith unler winrii Il<ind- 
«thriften. I)a rr dir Aumirbritung derselbcn abrr nicht in gleirher Wei«e nhge*chlo««cn hul wic die der 
sieben er»ten Sectionen. «o wird rir in diewr Ausgalic den arilhtnctischcn Ahhandlungen de» Narhln»»c» «ich 
nii«rhlie««rn. 

Tcxtaiidrrtmgen «ind in den Dkqu. Ar. nur an folgendcn Stcllcn vorgcnnmmcn : 

ln AM.IM «ind die beiden Kinschaltungen (ii>») und (> 17; »ed ~t*2fi. - ITjVl) cingcfugt worden. 

In Art. Jirm»**tr. ist 'in scrir (I) a tcrminos essc pcr p divisibilc» , b termino» jier p' divisibilcs. 
r tcnnino» per p' divisibiles etc' statt 'in serie (I) o tcrmino» (M |>er /) diwsibile» nequc vero per 
p', h terminos pcr p* uon nutrin ]>rr /i* divisibilcs. r Irrminos pcr p' non autem prr /j* rtc.' |rc»ctzl 
wordcn. 

In Art. tl» 111 nind die nach 'Si cnim +4 vcl — b — r (mod. p), crit bb — rr (mod. ip), adroquc ter- 
minus J(n — bh) p«r /. diTwWIU.' in dor Aungabe von i»<n tioch folgenden Wortr 'multoquc magis 
l(a-bb).' ausgcUssrn. 

In Art. IM i*t Ubcrall 7\'a + I statt H " dcmnnch statl i als dicjcnigc Zahl , bi» xu wilehcr a 

jedenfall» nicht herabgchl, gcsetrt worden. 

ln Art. I3 i Uulctc der Schluss der l ; nter»uthung uber den Fall (l) •Kaeile vero perspicitur , ex i»lu ar- 
quationc deduci posse harc aplih, ±ahpRa', + aa'hlip; «pjnc cum iis qunc in [i) inveniniu» tflti- 
vrniunt. In reliqui» autcm demonstratio est cadcm.' Die»es Lst geniAv* der Xote geiindert, die Gaiw» 
dcm Art. 2 dcr Alihnndlung Thmrrmntu arithmrtiri Jrmonstrnlio n«r« bcigrlVigt hnt: -Haud ab» rr 
eril, Ic\cm aliqurm rrrorrm, qui ncscio qun nrgligrntin in illiu» drmonstrntioni» cxpositioncm irrepsit, 
hir imlicarr nlqur tnrrigcn;. Fag. (liis) indr a I. (U) rutiocinia scquenlia »unt substitucnda : l-ncile 
vero perspicitur, ex ista acquatione deduci posse haec a'p lih . . . (ci) -, + u A Ha' . . . (S) ; + oh Hp . . . (j). 
Kx (?) quod convcnit cum {i) in (2) sequitur periude ut illie, esse vcl «imul hllp, hftti, vel h\p. hXa'. 
Std in casu priori fortt pcr (t), 0^0' conlra hyp. ; quarc crit hNp, adcoquc pcr (x) ctiam aA'p. 
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Iri Art. 171 i«t rufolgc cincr handschriftlichcn licmcrkung 'in qua A ncc maior quam \'{D, C, ncc minor 
quam lB' statt 'in qua A non >\ J/>. B non >\A, C non <A' geseut worden. 

In Art. 174. Mrihadu* trcuntia. ist 'Quum <t non erit >\ J/J, omne) formae quae hoc modo prodeunt, 
mnnifc>ito crunt reductac.' gcsctzt statl 'Si quac formae hoc modo prodounl, in quibu* o>v'|A 
crunt reiiciendae, reliquac vero omnes manifesto erunt reductae.' 

ln Art. 2i>. VI enthalt die fruhere Ausgabe untor den positiven Determtnanten von dor Form sn-f-i, fur 
welche die Anzahl dcr Clniwcn in dcr eigentlich primitivcn Ordnung dreimal grosser ist al« die in 
der uneigentlich primitiven, auch den Determinant :i»7 , dem aber von bciden Arten gleich vicl Clas- 
si-n zugehQren. 

In An. 302 i»t «ufolge einer hnndschriftlichen Bemerkung dic Anznhl dcr Clatwen fur das zweitc Tausend 
dcr ncgativen Dctorminanten zu jsss:, angcgebcn und nicht zu isiio:i, vrie in dcr fruhcm Au«gabe ateht. 

In Art. jus sind fur dic Classificationcn II. i ; Tl.it IV. 2 die Mengen dcr Dctcrminanten nach den im 
Xachlav, vorgcfundenen Tafuln ni J1, 14, «n angegeben und nicht wie in der frQheren Ausgabe iu 
JJ, II, «<>. 

In Art. 3l& ist '2it, 2.if+l, lit±i, JJi±7, J3<±», l.K±to. His dclcti» «u|M.-ii.litc* invcniuntur 
II*, 127, qui duo soli ipsi V valorem quadratum conciliant ', geaetzt statt 'lst, jaf + i, l:if+7, 
l\t±9, iM±\o. Hi» delolui supcrstitcs invcniuntur 11«, 127, 1JT. e quibun duo prinren «>li i|»i 
(' valorem quadratum conciliant.' 

In Art. :«no IV sind die Worte 'quum pro plerisquc aliia acquationibus cubicU, quarum radices omneu rea- 
IH «unt, simul anguli et rntionis triscctio cvitari nequcat.' dio auf: 'e. g. pro 5 = J «uln trisectio 
anguli', folgten, und deren l.nrichtigkeit Gmms in seinem Handexemplare notirt hat, ausgelassen. 

Dic NotonaufScite io, luj, ijj, 21 1, 2u:i, 414 , sind dem handschriftlichen Xachlainte enUehnt. 

Die iusserc Fonn ist bci der ncucn Ausgabc lur Krlcichterung dcr Uebcrsicht eintgcn Abindcrungen 
gegen den Druck dic*e« Werkc* im Jahrel-ui unterworfen, man glaubtc sieh dazu um »o mehr berechtigl, 
ul* G»w« ausgesprochcncr Wcisc nuch in andercn Punkten auf Kaumersparoias Iluckaicht gcnommen. Viele 
Formeln, dic der Tcxueile eingcschlosieti waren, «ind abgesotidert herausgesetxt. Dic Inhaltxangnbi-n, die 
ziiHiunincngestelll dcm Wcrko vorangingcn, sind auch den cinzelncn Abtheilungcn und nicht nur den Sectio- 
nen wie in der eraten Au*gabe beigefugt, die allgemeineren daruntcr «ind den Sciten al» CberM-hrift gegeben. 
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